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١ ریاضی آمار
برآوردگرها ارزیابی معیارهای چهارم: فصل

اصغرزاده کبر ا دکتر استاد:

١۴ / ١ برآوردگرها ارزیابی معیارهای چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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هرگاه گویند α(θ) برای نااریب برآوردگر یک را T = t(X١, . . . , Xn) برآوردگر نا اریبی: .١
E(T ) = α(θ), ∀ θ ∈ Θ.

مقدار و گویند α(θ) برای اریب برآوردگر یک را T برآوردگر آن صورت در نباشد، برقرار ویژگی این گر ا
لذا می دهند. نمایش biasθ(T ) با آنرا که گویند T برآوردگر اریبی مقدار را E(T )− α(θ)

biasθ(T ) = E(T )− α(θ).

σ٢ و µ پارامترهای ML و گشتاوری برآوردگرهای ،X١, . . . , Xn
iid∼ N(µ, σ٢) اگر مثال.

.S٢
b = ١

n

∑n
i=١(Xi − X̄)٢ و X̄ از عبارتند

است؟ نااریب µ برای µ̂ = X̄ آیا الف)
است؟ نااریب σ٢ برای σ̂٢ = S٢

b آیا ب)

١۴ / ٢ برآوردگرها ارزیابی معیارهای چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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داریم الف. حل

E(µ̂) = E(X̄) = E(
١
n

n∑
i=١

Xi) =
١
n

n∑
i=١

E(Xi)

=
١
n
µ = nµ = µ

⇒ E(µ̂) = µ یا E(X̄) = µ.

است. نااریب µ برای X̄ لذا
داریم ب.

E(σ̂٢) = E(S٢
b) = E

( ١
n

n∑
i=١

(Xi − X̄)٢) =?

نرمال توزیع در می دانیم
(n− ١)S٢

σ٢ ∼ χ٢
(n−١),

(
S٢ =

١
n− ١

n∑
i=١

(Xi − X̄)٢)
⇒ (n− ١)S٢ = nS٢

b

١۴ / ٣ برآوردگرها ارزیابی معیارهای چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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لذا
nS٢

b

σ٢ ∼ χ٢
(n−١) ⇒ E

(nS٢
b

σ٢
)
= n− ١

⇒ n

σ٢ E(S٢
b) = n− ١

⇒ E(S٢
b) =

n− ١
n

σ٢ ̸= σ٢.

می باشد: زیر به صورت آن اریبی مقدار و است σ٢ برای اریب برآوردگر یک S٢
b لذا

biasσ٢(S٢
b) = E(S٢

b)− σ٢ =
n− ١
n

σ٢ − σ٢ = −σ٢

n
.

داریم ساخت. σ٢ برای نااریب برآورگر یک زیر به صورت می  توان S٢
b اریب برآوردگر روی از تذکر.

E(S٢
b) =

n− ١
n

σ٢ ⇒ E(
n

n− ١S
٢
b) =

n

n− ١E(S٢
b) =

n

n− ١
n− ١
n

σ٢ = σ٢.

١۴ / ۴ برآوردگرها ارزیابی معیارهای چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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شده ای اصلاح برآوردگر لذا گویند. شده اصلاح برآوردگر را می آید به دست S٢
b روی از که نااریبی برآوردگر

از: عبارتست می باشد نااریب که
nS٢

b

n− ١ =
(n− ١)S٢

n− ١ = S٢ =
١

n− ١
n∑

i=١
(Xi − X̄)٢.

داریم بزرگ های n برای

lim
n→∞

E(S٢
b) = lim

n→∞

n− ١
n

σ٢

= σ٢ lim
n→∞

n− ١
n

= σ٢ × ١ = σ٢.

است). نااریب بزرگ های n (برای است نااریب مجانبا S٢
b یعنی

١۴ / ۵ برآوردگرها ارزیابی معیارهای چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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که X١, . . . , Xn
iid∼ Exp(θ) اگر مثال.

f(x, θ) =
١
θ
e−

x
θ , x > ٠, θ > ٠.

بیابید. را α(θ) = ١
θ

پارامتر ML برآوردگر الف)
که شده ای اصلاح برآوردگر یک بودن اریب درصورت است؟ نااریب الف قسمت در آمده به دست برآورگر آیا ب)

بیابید. را باشد ١
θ

برای نااریب
از: عبارتند آن لگاریتم و نمونه درست نمایی تابع الف. حل

L(θ) =

n∏
i=١

f(xi, θ) =

n∏
i=١

١
θ
e−

xi
θ

= θ−n e−
١
θ

∑n
i=١ xi .

l(θ) = lnL(θ) = −n ln θ −
n∑

i=١
xi,

l
′
(θ) = −n

θ
−

n∑
i=١

xi ⇒ l
′
(θ) = ٠ ⇒ θ̂ = X̄.

١۴ / ۶ برآوردگرها ارزیابی معیارهای چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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می شود ١
θ

پارامتر ML برآوردگر ،MLE پایایی خاصیت از

α̂(θ) =
١
θ̂
=

١
X̄

.

:E( ١̄
X
) محاسبه ب.

که می دانیم
X١, . . . , Xn

iid∼ Exp(θ) = Γ(α = ١, β = θ)

⇒ Y =

n∑
i=١

Xi ∼ Γ(n, θ).

پس
E
( ١
X̄

)
= E

( n

nX̄

)
= E

( n∑n
i=١ Xi

)
= E(

n

Y
) = nE(

١
Y
).

١۴ / ٧ برآوردگرها ارزیابی معیارهای چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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داریم طرفی از

E(
١
Y
) =

∫ ١
y
fY (y) dy

=

∫ ∞

٠
١
y

١
θn Γ(n)

yn−١ e−y/θ dy =
١

θn Γ(n)

∫ ∞

٠
yn−٢ e−y/θ dy

=
١

θn Γ(n)
θn−١ Γ(n− ١) = ١

θ

Γ(n− ١)
Γ(n)

=
١

(n− ١)θ .
پس

E(
١
X̄

) = nE(
١
Y
) =

n

(n− ١)θ ̸= ١
θ
.

است. ١
θ

برای اریب برآوردگر ١̄
X

لذا
استفاده زیر روش های از می توان ∫∞

٠ yn−٢ e−y/θ dy = θn−١Γ(n− ١) تساوی اثبات برای بالا در نکته.
کرد.

اول. روش
Y ∼ gamma(α, β), ⇒ fY (y) =

١
Γ(α)βα

yα−١ e−y/β , y > ٠.∫ ∞

٠
fY (y) dy = ١ ⇒

∫ ∞

٠
yα−١ e−y/β dy = Γ(α)βα.

١۴ / ٨ برآوردگرها ارزیابی معیارهای چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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دوم. ∫روش ∞

٠
yn−٢ e−y/θ dy (t =

y

θ
→ t = t θ → dy = θdt)

=

∫ ∞

٠
(θt)n−٢ e−t θ dt = θn−١

∫ ∞

٠
tn−٢ e−t dt = θn−١ Γ(n− ١).

سوم: روش

X ∼ gamma(α, β) ⇒ E(Xr) =
βr Γ(α+ r)

Γ(α)
,

E(
١
Y
) = E(Y −١) = θ−١Γ(n− ١)

Γ(n)
=

١
(n− ١)θ .

: ١
θ

برای نااریب برآوردگر

E
(n− ١

n

١
X̄

)
=

n− ١
n

E(
١
X̄

) =
n− ١
n

n

n− ١
١
θ
=

١
θ
.

می شود ١
θ

برای نااریب برآوردگر لذا
n− ١
nX̄

=
n− ١
Y

=
n− ١∑n
i=١ Xi

.

١۴ / ٩ برآوردگرها ارزیابی معیارهای چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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باشد. داشته کمتری واریانس که است بهتر برآوردگری نااریب، برآوردگر دو بین واریانس: .٢
روی از و بیابید را θ پارامتر ML و گشتاوری برآوردهای .θ > ٠ که X١, . . . , Xn

iid∼ U(٠, θ) اگر مثال.
می باشد؟ بهتر کدامیک نااریب برآوردگر دو این میان از بسازید. θ برای نااریب برآوردگر دو آن ها

داریم θ گشتاوری برآورد محاسبه برای حال .θ̂ = X(n) می شود θ پارامتر ML برآورد شد اثبات قبلا حل.

E(X) = X̄ ⇒ θ

٢ = X̄ ⇒ θ = ٢X̄, ⇒ θ̃ = ٢X̄.

:θ̃ و θ̂ بودن نااریب بررسی

E(θ̃) = E(٢X̄) = ٢E(X̄) = ٢E(X١) = ٢ θ

٢ = θ.

است. نااریب θ برای θ̃ لذا

١۴ / ١٠ برآوردگرها ارزیابی معیارهای چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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E(θ̂) = E(X(n)) =?

می باشد. زیر به صورت Y = X(n) چگالی تابع مستقیم): (روش E[X(n)] محاسبه برای اول روش
fY (y) = nfX(y) [FX(y)]n−١

= n
١
θ
(
y

θ
)n−١ =

n yn−١

θn
, ٠ < y < θ.

⇒ E(θ̂) = E(Y ) =

∫ θ

٠
y
n yn−١

θn
dy

=
n

θn

∫ θ

٠
yn dy =

n

θn
yn+١

n+ ١
∣∣∣θ٠ =

n

n+ ١θ ̸= θ.

می باشد. زیر به صورت θ برای نااریب برآوردگر یک است. θ برای اریب برآوردگر یک θ̂ لذا
θ̂′ =

n+ ١
n

θ̂ =
n+ ١
n

X(n).

١۴ / ١١ برآوردگرها ارزیابی معیارهای چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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توزیع ها: بین روابط از استفاده دوم. روش

Xi ∼ U(٠, θ), i = ١, . . . , n ⇒ Xi

θ
∼ U(٠, ١),

⇒
X(n)

θ
∼ beta(n, ١),

⇒ E(
X(n)

θ
) =

n

n+ ١ , ⇒ E(X(n)) =
nθ

n+ ١ .

می باشند. θ نااریب برآوردگر هردو θ̂′ = n+١
n

X(n) و θ̃ = ٢X̄ لذا
است؟ بهتر کدامیک θ̂′ و θ̃ برآوردگر دو میان از سؤال.

باشد. داشته کمتری واریانس که برآوردگری جواب:

V ar(θ̃) = V ar(٢X̄) = ۴V ar(X̄) =
۴σ٢

n︸︷︷︸
σجامعه٢ واریانس

=
۴θ٢

١٢n =
θ٢

٣n.

V ar(θ̂′) = V ar
(n+ ١

n
X(n)

)
= (

n+ ١
n

)٢V ar(Y ) (Y = X(n))

١۴ / ١٢ برآوردگرها ارزیابی معیارهای چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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V ar(Y ) = E(Y ٢)− E٢(Y ), E(Y ) =
n

n+ ١θ.

E(Y ٢) =
∫ θ

٠
y٢ nyn−١

θn
dy =

n

θn

∫ θ

٠
yn+١ dy

=
n

θn
yn+٢

n+ ٢
∣∣∣θ٠ =

n

n+ ٢θ
٢.

V ar(Y ) =
n

n+ ٢θ
٢ −

( n

n+ ١θ
)٢

= θ٢[ n

n+ ٢ − n٢

(n+ ٢(١
]

=
n[(n+ ٢(١ − n(n+ ٢)]

(n+ ٢)(n+ ٢(١

=
n

(n+ ٢)(n+ ٢(١ θ
٢.

⇒ V ar(θ̂′) =
(n+ ٢(١

n٢
n

(n+ ٢)(n+ ٢(١ θ
٢ =

θ٢

n(n+ ٢) .

١۴ / ١٣ برآوردگرها ارزیابی معیارهای چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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داریم: }لذا
V ar(θ̃) = θ٢

٣n ,

V ar(θ̂′) = θ٢
n(n+٢) .

V ar(θ̂′) ≤ V ar(θ̃) ⇔ θ٢

n(n+ ٢) ≤ θ٢

٣n
⇔ n(n+ ٢) ≥ ٣n
⇔ n٢ + ٢n− ٣n ≥ ٠
⇔ n٢ − n = n(n− ١) ≥ ٠︸ ︷︷ ︸

است برقرار همیشه
.

دارد. کمتری واریانس چون است، بهتری برآوردگر θ̂′ لذا

١۴ / ١۴ برآوردگرها ارزیابی معیارهای چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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