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١ ریاضی آمار
بسندگی دوم: فصل

اصغرزاده کبر ا دکتر استاد:

٣۴ / ١ بسندگی دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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آماره تعریف
ندارد. وجود مجهول پارامتر آن ساختار در که تصادفی نمونه از تابعی

بسنده آماره
دارد. بر در  را آن تصادفی نمونه ی که است اطلاعاتی تمام حاوی که آماره ای

که باشد f(x, θ) چگالی تابع با جامعه ای از تصادفی نمونه ی یک X١, . . . , Xn که کنید فرض
s = g(x١, . . . , xn) یافته با S = g(X١, . . . , Xn) آماره است. مجهول پارامتر θ ∈ Θ
شامل آماره این هرگاه گویند θ برای کافی یا بسنده آماره یک را می شود) مشاهده عمل در که (مقداری

می دهد. θ درباره تصادفی نمونه ی که باشد اطلاعاتی همه

٣۴ / ٢ بسندگی دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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(Sufficient Statistic) بسنده: آماره تعریف
به X١, . . . , Xn تصادفی نمونه شرطی توزیع هرگاه گویند θ برای بسنده آماره یک را s یافته با S

نباشد. θ به وابسته s مقادیر تمام برای S = s آماره شرط
اطلاعات X١, . . . , Xn تصادفی نمونه ،S بسنده آماره داشتن با که است معنی بدین فوق تعریف -
همه ی حاوی S بسنده آماره این خود عبارتی به نمی دهد. قرار ما اختیار در θ پارامتر درباره ی بیشتری

دارد. بر در θ درباره تصادفی نمونه ی که است اطلاعاتی
آماره ی یک S =

∑n
i=١ Xi آماره که دهید نشان باشد، X١, . . . , Xn

iid∼ b(١, p) اگر .١ مثال
است. p برای بسنده

:X احتمال جرم تابع حل:
P (X = x) = px (١ − p)١−x, x = ٠, ١

٣۴ / ٣ بسندگی دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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P (X١ = x١, . . . , Xn = xn|S = s)

=
P (X١ = x١, . . . , Xn = xn, S = s)

P (S = s)

=
P (X١ = x١, . . . , Xn = xn, X١ + · · ·+Xn = x١ + · · ·+ xn)

P (S = s)

داریم x١ + · · ·+ xn = s شرط تحت
P (X١ = x١, . . . , Xn = xn, X١+· · ·+Xn = x١+· · ·+xn) = P (X١ = x١, . . . , Xn = xn),

و ،S =
∑n

i=١ Xi ∼ b(n, p) همچنین

P (S = s) =

(
n

s

)
ps (١ − p)n−s, s = ٠, ١, . . . , n,

لذا

P (X١ = x١, . . . , Xn = xn|S = s) =

{
P (X١=x١,...,Xn=xn)

P (S=s)
x١ + · · ·+ xn = s

٠ x١ + · · ·+ xn ̸= s

٣۴ / ۴ بسندگی دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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=

{∏n
i=١ P (Xi=xi)

P (S=s) x١ + · · ·+ xn = s

٠ x١ + · · ·+ xn ̸= s

=


∏n

i=١ p
xi (١−p)١−xi

(ns)ps (١−p)n−s
x١ + · · ·+ xn = s

٠ x١ + · · ·+ xn ̸= s

=


p
∑n

i=١ xi (١−p)n−
∑n

i=١ xi

(ns)ps (١−p)n−s

∑n
i=١ xi = s

٠ ∑n
i=١ xi ̸= s

=

{ ١
(ns)

∑n
i=١ xi = s

٠ ∑n
i=١ xi ̸= s

است. p برای بسنده آماره یک S لذا نیست. وابسته p به که

٣۴ / ۵ بسندگی دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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p برای U = X١ +X٢ + ٢X٣ آماره که دهید نشان ،X١, X٢, X٣ iid∼ b(١, p) اگر .٢ مثال
نیست. بسنده

P (X١ = ١, X٢ = ١, X٣ = ٠|U = ٢)
=
P (X١ = ١, X٢ = ١, X٣ = ٠, U = ٢)

P (U = ٢)
=

P (X١ = ١, X٢ = ١, X٣ = ٠)
P (X١ = ١, X٢ = ١, X٣ = ٠) + P (X١ = ٠, X٢ = ٠, X٣ = ١)

=
p.p.(١ − p)

p.p.(١ − p) + (١ − p)(١ − p)p
= p

برای بسنده آماره یک U آماره لذا و دارد بستگی p پارامتر به U = ٢ شرط به نمونه شرطی توزیع لذا
نیست. p

U = ٢ ⇐⇒ (X١ = ١, X٢ = ١, X٣ = ٠) یا (X١ = ٠, X٢ = ٠, X٣ = ١)

٣۴ / ۶ بسندگی دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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بسنده آماره ی یک S =
∑n

i=١ Xi آماره ی دهید نشان ،X١, . . . , Xn
iid∼ p(λ) اگر .٣ مثال

است. λ برای
،S =

∑n
i=١ Xi ∼ p(nλ) داریم حل:

P (X١ = x١, . . . , Xn = xn|S = s) =
P (X١ = x١, . . . , Xn = xn, S = s)

P (S = s)

=

{
P (X١=x١,...,Xn=xn)

P (S=s) ,
∑n

i=١ xi = s

٠, o.w

=


∏n

i=١ λxie−λ

xi!

(nλ)s e−nλ

s!

,
∑n

i=١ xi = s

٠, o.w

=


λ

∑n
i=١ xie−nλ∏n

i=١ xi!

(nλ)s e−nλ

s!

,
∑n

i=١ xi = s

٠, o.w

=

{
s!

ns
∏n

i=١ xi!
,

∑n
i=١ xi = s

٠, o.w

است. λ برای بسنده آماره یک S آماره لذا و نیست وابسته λ پارامتر به که
٣۴ / ٧ بسندگی دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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تذکر
چگالی نسبت بایستی باشد، θ پارامتر برای بسنده آماره ی یک S آماره ی اینکه برای کلی حالت در

نباشد. θ پارامتر به وابسته زیر نسبت یعنی S آماره احتمال چگالی به تصادفی نمونه توأم
fX١,...,Xn(x١, . . . , xn)

fS(s)

فیشر-نیمن) بندی دسته (قضیه فاکتورگیری قضیه
بسنده آماره ی یک را s یافته با S آماره اینصورت در ،θ ∈ Θ و X١, . . . , Xn

iid∼ f(x, θ) اگر
باشیم: داشته اگر فقط و اگر گویند، θ برای

f(x, θ) = g(s, θ). h(x)

که
نمونه توأم چگالی f(x, θ) -

θ و بسنده آماره یافته از تابعی g(s, θ) -
است. x از تابعی h(x) -

٣۴ / ٨ بسندگی دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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θ برای بسنده آماره ی .f(x, θ) = θ xθ−١, ٠ < x < ١ که X١, . . . , Xn
iid∼ f(x, θ) اگر .۴ مثال

کنید. پیدا را
:x = (x١, . . . , xn) نمونه توأم چگالی تابع حل.

f(x, θ) =

n∏
i=١

f(xi, θ)

=

n∏
i=١

θ xθ−١
i

= θn
( n∏

i=١
xi

)θ−١

= θn
( n∏

i=١
xi

)θ ( n∏
i=١

xi

)−١

= g
( n∏

i=١
xi, θ

)
h(x)

.S(X) =
∏n

i=١ Xi می شود θ برای بسنده آماره فاکتورگیری، قضیه از لذا

٣۴ / ٩ بسندگی دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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بسنده آماره ی یک S =
∑n

i=١ Xi آماره ی دهید نشان ،X١, . . . , Xn
iid∼ p(λ) اگر .۵ مثال

است. λ برای
می کنیم. استفاده فاکتورگیری قضیه از اینجا شد. اثبات قبلا تعریف از حل.

f(x, λ) =
n∏

i=١
f(xi, λ)

=

n∏
i=١

λxi e−λ

xi!

=
λ
∑n

i=١ xi e−nλ∏n
i=١ xi!

= λ
∑n

i=١ xi e−nλ × ١∏n
i=١ xi!

= g(
n∑

i=١
xi, λ)h(x)

.S(X) =
∑n

i=١ Xi می شود λ بسنده آماره فاکتورگیری، قضیه از لذا

٣۴ / ١٠ بسندگی دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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بیابید. را p بسنده آماره ی ،X١, . . . , Xn
iid∼ b(١, p) اگر .۶ مثال

حل.
f(x, p) = px (١ − p)١−x, x = ٠, ١, ٠ < p < ١

f(x, p) =

n∏
i=١

f(xi, p)

=
n∏

i=١
pxi (١ − p)١−xi

= p
∑n

i=١ xi (١ − p)n−
∑n

i=١ xi

= g(
n∑

i=١
xi, p)h(x)

.S(X) =
∑n

i=١ Xi می شود p برای بسنده آماره ی لذا

٣۴ / ١١ بسندگی دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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از هریک در (پارامترها) پارامتر برای را بسنده آماره ی ،X١, . . . , Xn
iid∼ N(µ, σ٢) اگر .٧ مثال

آورید. به دست زیر حالات
.(µ برای بسنده (آماره ی باشد معلوم σ٢ الف)
.(σ٢ برای بسنده (آماره ی باشد معلوم µ ب)

هردو). برای بسنده (آماره ی باشند مجهول هردو ج)
حل.

f(x, µ, σ٢) = ٢√١πσ e
− ١

٢σ٢ (x−µ)٢
, x ∈ R, µ ∈ R, σ > ٠

f(x, µ, σ٢) =
n∏

i=١
f(xi, µ, σ

٢)

=

n∏
i=١

١
√٢πσ e

− ١
٢σ٢ (xi−µ)٢

=
( ١
√٢πσ

)n
e
− ١

٢σ٢
∑n

i=١(xi−µ)٢
=

( ١
√٢πσ

)n
e
−

∑n
i=١ x٢

i−٢µ∑n
i=١ xi+nµ٢

٢σ٢

٣۴ / ١٢ بسندگی دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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σ٢ = σ٢٠ مثلا باشد معلوم σ٢ اگر الف)

f(x, µ) =
( ٢√١πσ٠

)n

e
nµ٢−٢µ∑n

i=١ xi
٢σ٢٠ . e

−
∑n

i=١ x٢
i

٢σ٢٠

= g(
n∑

i=١
xi, µ)× h(x)

.S(X) =
∑n

i=١ Xi می شود µ برای بسنده آماره ی حالت این در لذا
آنگاه ،µ = µ٠ مثلا باشد، معلوم µ اگر ب)

f(x, σ٢) =
( ٢√١πσ

)n

e−
١

٢σ٢
∑n

i=١(xi−µ٠)٢

= g(
n∑

i=١
(xi − µ٢(٠, σ٢)× ١

خاص حالت در .S(X) =
∑n

i=١(Xi − µ٢(٠ می شود σ٢ برای بسنده آماره حالت این در لذا
می باشد. σ٢ برای بسنده آماره S(X) =

∑n
i=١ X٢

i آنگاه µ = ٠ اگر
٣۴ / ١٣ بسندگی دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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آنگاه باشند، مجهول هردو σ٢ و µ اگر ج)

f(x, µ, σ٢) =
( ٢√١πσ

)n

e−
∑n

i=١ x٢
i−٢µ∑n

i=١ xi+nµ٢
٢σ٢

= g(

n∑
i=١

xi,

n∑
i=١

x٢
i , µ, σ

٢)× ١

.S(X) = (
∑n

i=١ Xi,
∑n

i=١ X٢
i ) می شود (µ, σ٢) برای توأم بسنده آماره حالت این در لذا

٣۴ / ١۴ بسندگی دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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برای توأم بسنده آماره ی (
∑n

i=١ Xi,
∑n

i=١ X
٢
i ) آماره که دادیم نشان N(µ, σ٢) نرمال توزیع برای

کرد. معرفی نیز دیگری توأم بسنده آماره ی می توان است. (µ, σ٢)

f(x, µ, σ٢) = (٢πσ٢)−
n٢ e−

١
٢σ٢

∑n
i=١(xi−µ)٢

که می دانیم
n∑

i=١
(xi − µ)٢ =

n∑
i=١

(xi − x̄)٢ + n(x̄− µ)٢

یا
n∑

i=١
(xi − µ)٢ = n(x̄− µ)٢ + (n− ١)s٢

s٢ =
١

n− ١
n∑

i=١
(xi − x̄)٢

نوشت: زیر به صورت می توان را توأم چگالی لذا

f(x, µ, σ٢) = (٢πσ٢)−
n٢ e

−n(x̄−µ)٢
٢σ٢ − (n−١)s٢

٢σ٢

= g(x̄, s٢, µ, σ٢)h(x)
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است. (µ, σ٢) برای (توأم) بسنده آماره یک نیز (X̄, S٢) آماره ی لذا
.X̄٢ = ١

n

∑n
i=١ X٢

i که می باشد، (X̄, X̄٢) دیگر بسنده آماره ی
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کنید. پیدا θ برای را بسنده آماره ی .θ > ٠ که X١, . . . , Xn
iid∼ U(٠, θ) اگر .٨ مثال

حل.
f(x, θ) =

١
θ
, ٠ < x < θ

تصادفی: نمونه توأم چگالی

f(x, θ) =
n∏

i=١
f(xi, θ) =

n∏
i=١

١
θ
, ٠ < xi < θ, i = ١, . . . , n

=
١
θn
, ٠ < x(١) < x(٢) < · · · < x(n) < θ

=
١
θn
, x(n) < θ

لذا
f(x, θ) =

١
θn

I(x(n),∞)(θ) = g(x(n), θ)× h(x).

.S = X(n) = max(X١, . . . , Xn) می شود θ برای بسنده آماره ی فاکتورگیری قضیه از لذا
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که X١, . . . , Xn
iid∼ f(x, µ, σ) اگر .٩ مثال

f(x, µ, σ) =
١
σ
e−

x−µ
σ , x > µ, µ ∈ R, σ > ٠.

آورید. به دست (µ, σ) برای را توأم بسنده آماره ی
می شود. تبدیل نمایی توزیع به باشد µ = ٠ اگر که است دوپارامتری نمایی توزیع توزیع، این حل.

f(x, σ) =
١
σ
e−

x
σ , x > ٠, σ > ٠

نمونه: توأم چگالی تابع

f(x, µ, σ) =

n∏
i=١

١
σ
e−

xi−µ

σ xi > µ, i = ١, . . . , n

=
١
σn
e−

∑n
i=١(xi−µ)

σ µ < x(١)

.x(١) = min(x١, . . . , xn) که
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لذا
f(x, µ, σ) = σ−ne−

n(x̄−µ)
σ I(−∞,x(١))(µ)

= g(x̄, x(١), µ, σ)× ١
می شود: (µ, σ) برای توأم بسنده آماره ی لذا

S = (X̄,X(١)) یا S = (

n∑
i=١

Xi, X(١))
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نمایی خانواده در بسنده آماره ی
باشد: زیر احتمال چگالی تابع با نمایی خانواده به متعلق تصادفی نمونه ای X١, . . . , Xn کنید فرض

f(x, θ) = a(θ) b(x) ec(θ) d(x),

بود: خواهد زیر به صورت نمونه توأم چگالی آنگاه

f(x, θ) =
n∏

i=١
f(xi, θ) =

n∏
i=١

a(θ) b(xi) e
c(θ) d(xi)

= [a(θ)]n ec(θ)
∑n

i=١ d(xi)
n∏

i=١
b(xi)

= g(

n∑
i=١

d(xi), θ)× h(x)

می شود θ پارامتر برای بسنده آماره پارامتری، تک نمایی خانواده در لذا .h(x) =∏n
i=١ b(xi) آن در که

.S(X) =
∑n

i=١ d(Xi)
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پارامتری k نمایی خانواده در (توأم) بسنده آماره ی
باشد: زیر احتمال چگالی تابع با پارامتری k نمایی خانواده به متعلق تصادفی نمونه ای X١, . . . , Xn کنید فرض

f(x, θ) = a(θ) b(x) e
∑k

i=١ ci(θ) di(x),

نمونه: توأم چگالی

f(x, θ) =

n∏
i=١

f(xi, θ) =

n∏
i=١

a(θ) b(xi) e
∑k

j=١ cj(θ) dj(xi)

= [a(θ)]n ec١(θ)
∑n

i=١ d١(xi)+···+ck(θ)
∑n

i=١ dk(xi)
n∏

i=١
b(xi)

= g(

n∑
i=١

d١(xi), . . . ,

n∑
i=١

dk(xi), θ)× h(x)

می شود بسنده آماره ی پارامتری k نمایی خانواده در لذا
S(X) =

(∑n
i=١ d١(Xi), . . . ,

∑n
i=١ dk(Xi)

)
.
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دارد. تعلق پارامتری تک نمایی توزیع های خانواده به زیر توزیع های از هرکدام .١٠ مثال
.d(x) = x با جمله ای) دو (توزیع X ∼ b(n, p) .١

.S(X) =
∑n

i=١ Xi می شود p برای بسنده آماره ی لذا
.d(x) = x با نرمال) (توزیع X ∼ N(µ, ١) .٢

.S(X) =
∑n

i=١ Xi می شود µ برای بسنده آماره ی لذا
.d(x) = x٢ با X ∼ N(٠, σ٢) .٣

.S(X) =
∑n

i=١ X
٢
i می شود σ٢ برای بسنده آماره ی لذا

با دارد تعلق دوپارامتری نمایی توزیع به N(µ, σ٢) نرمال توزیع .١١ مثال
d١(x) = x, d٢(x) = x٢

می شود نرمال توزیع در (µ, σ٢) برای توأم بسنده آماره ی لذا

S =
( n∑

i=١
d١(Xi),

n∑
i=١

d٢(Xi)
)
=
( n∑

i=١
Xi,

n∑
i=١

X٢
i

)
.
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بسنده آماره ی و MLE بین رابطه
معادله حل از که باشد θ (MLE)ML برآورد θ̂ ،θ پارامتر برای بسنده آماره ی یک S اگر

بود. خواهد S از تابعی θ̂ آن گاه می آید، بدست درست نمایی
داریم: فاکتورگیری قضیه از لذا است، θ برای بسنده آماره ی یک S اثبات.

f(x, θ) = g(s, θ)h(x)

یا
نمونه) درست نمایی (تابع L(θ) = g(s, θ)h(x)

نمونه: درست نمایی تابع لگاریتم
l(θ) = lnL(θ) = ln[g(s, θ)h(x)]

= ln[g(s, θ)] + ln[h(x)]

l′(θ) =
d

dθ
l(θ) =

d

dθ
ln[g(s, θ)]
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معادله حل از θ̂ ،θ پارامتر MLE که می دانیم
d

dθ
l(θ) = ٠ درست نمایی) (معادله

معادله حل از θ̂ عبارتی به می آید. به دست
d

dθ
ln g(s, θ) = ٠

بود. خواهد بسنده) (آماره ی S از تابعی θ̂ لذا و می شود حاصل
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باشد. زیر احتمال چگالی تابع با X١, . . . , Xn
iid∼ Exp(θ) کنید فرض .١٢ مثال

f(x, θ) =
١
θ
e−

x
θ , x > ٠, θ > ٠.

می باشد. θ برای بسنده آماره ی S(X) =
∑n

i=١ Xi و است نمایی خانواده به متعلق فوق خانواده می دانیم
داریم: ML برآورد آوردن به دست برای

L(θ) =

n∏
i=١

f(xi, θ) =

n∏
i=١

١
θ
e−

xi
θ = θ−n e−

١
θ

∑n
i=١ xi

l(θ) = lnL(θ) = −n ln θ −
∑n

i=١ xi

θ

l′(θ) =
−n

θ
+

∑n
i=١ xi

θ٢ = ٠

⇒ n

θ
=

∑n
i=١ xi

θ٢ ⇒ θ =

∑n
i=١ xi

n

⇒ θ̂ =

∑n
i=١ xi

n

است. بسنده آماره ی از تابعی θ̂ لذا
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دلخواه آماره ی و بسنده آماره ی میان رابطه
در باشد، دلخواه آماره ی یک T = T (X١, . . . , Xn) و θ برای بسنده آماره ی یک S اگر

نیست. وابسته θ پارامتر به S = s شرط به T شرطی توزیع اینصورت

اثبات:
P (T ≤ t|S = s) = P [T (X١, . . . , Xn) ≤ t|S = s]

=

∫
A

. . .

∫
fX١,...,Xn|S(x١, . . . , xn|s)dx١ . . . dxn

که
A = {(x١, . . . , xn) : T (x١, . . . , xn) ≤ t}.

و نیست وابسته θ به fX١,...,Xn|S(x١, . . . , xn|s) شرطی چگالی لذا است بسنده S چون
بود. نخواهد θ به وابسته فوق عبارت لذا
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بسنده آماره از تابعی بسندگی
آنگاه ،S = ϕ(T ) مثلا باشد T دیگر آماره از تابعی خود S و θ برای بسنده آماره ی یک S اگر .١

بود. خواهد θ برای بسنده آماره ی یک نیز T

لذا است بسنده θ برای S اثبات.
f(x, θ) = g(s, θ)h(x)

g(ϕ(t), θ)h(x)

= g∗(t, θ)h(x)

⇒ f(x, θ) = g∗(t, θ)h(x)

است. بسنده θ برای T آماره ی فاکتورگیری قضیه عکس از لذا
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بسنده آماره از تابعی بسندگی
بسنده θ برای نیز U آنگاه باشد، S از یک به یک تابع یک U = ψ(S) و بسنده θ برای S اگر .٢

است.

اثبات.
U = ψ(S) ⇔ S = ψ−١(U)

بود. خواهد بسنده θ برای نیز U لذا است، U از تابعی و بسنده S چون قبل، نکته بر بنا *
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بسنده p برای W = X١ + ۵X٢ +X٣ آماره ی که دهید نشان X١, X٢,X٣
iid∼ b(١, p) اگر .١٣ مثال

است.
که دهیم نشان است کافی لذا است. p برای دلخواه بسنده آماره ی S = X١ + X٢ + X٣ حل.

است. W از تابعی S
نمونه: فضای

χ = {(٠, ٠, ٠) (٠, ١, ٠) (١, ٠, ٠) (٠, ٠, ١) (٠, ١, ١) (١, ٠, ١) (١, ١, ٠) (١, ١, ١)}

(x1, x2, x3) W S
(0,0,0) 0 0
(0,0,1) 1 1
(0,1,0) 5 1
(1,0,0) 1 1
(1,1,0) 6 2
(1,0,1) 2 2
(0,1,1) 6 2
(1,1,1) 7 3

بسنده آماره ی که می شود مشاهده جدول از
مثلا است، W آماره ی از تابعی S

یک فقط W هر برای (چون S = ϕ(W )
بسنده آماره ی یک نیز W لذا داریم، S

است).
نیست. S از تابعی W که کنید توجه
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p برای W = X١ + ۵X٢ + X٣ و S = X١ + X٢ + X٣ آماره های قبل مثال در سؤال.
است؟ بهتر آماره کدام بسنده اند.

Sتکیه گاه = {٠, ١, ٢, ٣}
W تکیه گاه = {٠, ١, ٢, ۵, ۶, ٧}

می کند. افراز زیر کلاس ۴ به را χ نمونه ای مشاهدات فضای S آماره ی
C٠ = {(٠, ٠, ٠)} C١ = {(٠, ٠, ١) (٠, ١, ٠) (٠, ٠, ١)}
C٣ = {(١, ١, ١)} C۴ = {(١, ١, ٠) (٠, ١, ١) (١, ٠, ١)}

می کند. افراز زیر کلاس ۶ به را χ نمونه ای مشاهدات فضای W آماره ی
D٠ = {(٠, ٠, ٠)} D١ = {(٠, ٠, ١) (١, ٠, ٠)}
D٢ = {(١, ٠, ١)} D۵ = {(٠, ١, ٠)}
D۶ = {(١, ١, ٠) (٠, ١, ١)} D٧ = {(١, ١, ١)}

٣۴ / ٣٠ بسندگی دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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عبارتی به باشد. بیشتر آن فشردگی میزان که است بهتر آماره ای W و S بسنده آماره ی دو بین
S قبل مثال در کند. افراز کمتری کلاس های به را نمونه ای مشاهدات فضای که است بهتر آماره ای

است. بیشتر S برای نمونه ای داده های فشردگی میزان و است W از تابعی
S یعنی است. مینیمال بسنده آماره ی یک S آماره فوق مثال در که داد خواهیم نشان بعدا

می کند. اعمال داده ها روی را ممکن فشردگی بیشترین که است بسنده ای آماره

٣۴ / ٣١ بسندگی دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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باشد. f(x, θ) احتمال چگالی تابع با تصادفی نمونه یک X١, . . . , Xn کنید فرض .١
می باشد. θ برای بسنده آماره ی یک X = (X١, . . . , Xn) تصادفی نمونه دهید نشان الف)

می باشد. θ برای بسنده آماره ی یک (X(١), . . . , Xn) ترتیبی آماره های دهید نشان ب)
باشد. θ بسنده آماره ی نمی تواند (X١, . . . , Xn−١) تصادفی نمونه دهید نشان ج)

آورید. به دست را θ پارامتر بسنده آماره ی زیر توزیع های از هرکدام در .٢
.(α = β = θ با بتا (توزیع X١, . . . , Xn

iid∼ Beta(θ, θ) الف)
.(α = β = θ با گاما (توزیع X١, . . . , Xn

iid∼ Γ(θ, θ) ب)
پیوسته). یکنواخت (توزیع X١, . . . , Xn

iid∼ U(θ, θ + ١) ج)
که X١, . . . , Xn

iid∼ f(x, θ) د)

f(x, θ) =
θ٢

١ + θ
(١ + x)e−θx, x > ٠, θ > ٠.

بسنده آماره ی نمی تواند T = X١ + ٢X٢ آماره دهید نشان باشد. X١, X٢
iid∼ p(θ) اگر .٣

باشد. θ

٣۴ / ٣٢ بسندگی دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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که X١, . . . , Xn
iid∼ f(x, , θ) کنید فرض .۴

f(x, θ) =

{ ٢x
θ
, ٠ < x < θ

٠, o.w.

کنید. بررسی دارد؟ تعلق نمایی خانواده به فوق خانواده آیا الف)
بیابید. را θ پارامتر بسنده آماره ی ب)

باشد: زیر احتمال تابع دارای X تصادفی متغیر اگر .۵

f(x|θ) =
( θ

٢
)|x|

(١ − θ)١−|x|, x = −١, ٠, ١, θ > ٠,
کنید. بررسی دارد؟ تعلق نمایی خانواده به فوق خانواده آیا الف)

بیابید. را θ پارامتر بسنده آماره ی ب)
که X١, . . . , Xn

iid∼ f(x, θ) کنید فرض .۶
f(x, θ) = θ xθ−١, ٠ < x < ١, θ > ٠,

آورید. به دست را θ بسنده آماره ی الف)
چرا؟ باشد؟ θ بسنده آماره می تواند T (X) =

∑n
i=١ lnXi آماره ی آیا ب)

٣۴ / ٣٣ بسندگی دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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.σ > ٠ که X١, . . . , Xn
iid∼ N(σ, σ) کنید فرض .٧

آورید. به دست σ برای را بسنده آماره ی الف)
است. σ برای بسنده آماره ی یک نیز (X̄, S٢) دهید نشان ب)

σ٢ برای بسنده آماره ی یک T (X) = |X| آماره آیا باشد. X ∼ N(٠, σ٢) کنید فرض .٨
چرا؟ است؟

که X١, . . . , Xn
iid∼ f(x, θ) اگر .٩

f(x, θ) = θ (١ − θ)x−١, x = ١, ٢, . . . , ٠ < θ < ١,
کنید. بررسی دارد؟ تعلق پارامتری تک نمایی خانواده به فوق خانواده آیا الف)

آورید. به دست را θ پارامتر بسنده آماره ی ب)
باشد. زیر چگالی تابع با تصادفی نمونه یک X١, . . . , Xn کنید فرض .١٠

fXi(x|θ) =

{
eiθ−x x ≥ iθ

٠ o.w

می باشد. θ برای بسنده آماره ی یک T = mini(Xi/i) آماره ی دهید نشان

٣۴ / ٣۴ بسندگی دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:

Uni
viv

er
sit

y o
f M

az
an

da
ra

n

Dr. 
A. A

sg
ha

rz
ad

eh


	مسائل

