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١ ریاضی آمار
مینیمال بسنده آماره دوم: فصل

اصغرزاده کبر ا دکتر استاد:
مازندران دانشگاه

١٣ / ١ مینیمال بسنده آماره دوم: فصل ١ ریاضی آمار مازندران) (دانشگاه اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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مینیمال بسنده آماره
اعمال χ نمونه ای مشاهدات فضای روی را فشردگی بیشترین که است بسنده ای آماره مینیمال بسنده آماره

می کند). افراز ممکن کلاس کمترین به را نمونه ای مشاهدات (فضای می کند

مینیمال بسنده آماره تعریف
هرگاه: گویند θ برای مینیمال بسنده آماره یک را S(X) آماره

باشد. بسنده آماره θ برای S(X) الف)
باشد. دیگر بسنده آماره هر از تابعی ب)

است. مینیمال بسنده آماره یک مینیمال، بسنده آماره از یک به یک تابع هر نکته: *

١ قضیه
ازای به اگر فقط و اگر است مینیمال بسنده θ برای S(X) آماره .θ ∈ Θ, X١, . . . , Xn

iid∼ f(x, θ) اگر
باشیم: داشته است، نمونه ای مشاهدات فضای χ که χ به متعلق y و x هر

باشد θ از مستقل f(x, θ)

f(y, θ)
⇔ S(x) = S(y)

١٣ / ٢ مینیمال بسنده آماره دوم: فصل ١ ریاضی آمار مازندران) (دانشگاه اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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یک S(X) =
∑n

i=١ Xi آماره که دهید نشان ،X١, . . . , Xn
iid∼ b(١, p), ٠ < p < ١ اگر .١ مثال

است. p برای مینیمال بسنده آماره

f(x, p) =

n∏
i=١

f(xi, p) =

n∏
i=١

pxi (١ − p)١−xi = p
∑n

i=١ xi (١ − p)n−
∑n

i=١ xi

∀ x, y ∈ χ :
f(x, p)

f(y, p)
=

p
∑n

i=١ xi (١ − p)n−
∑n

i=١ xi

p
∑n

i=١ yi (١ − p)n−
∑n

i=١ yi

= p
∑n

i=١ xi−
∑n

i=١ yi (١ − p)
∑n

i=١ yi−
∑n

i=١ xi

.∑n
i=١ xi =

∑n
i=١ yi باشیم داشته اگر فقط و اگر نیست p به وابسته فوق کسر
است. مینیمال بسنده p برای S(X) =

∑n
i=١ Xi آماره لذا

١٣ / ٣ مینیمال بسنده آماره دوم: فصل ١ ریاضی آمار مازندران) (دانشگاه اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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بسنده آماره .f(x, θ) = θ xθ−١, ٠ < x < ١, θ > ٠ که X١, . . . , Xn
iid∼ f(x, θ) اگر .٢ مثال

کنید. پیدا θ برای را مینیمال

f(x, θ) =

n∏
i=١

θ xθ−١
i = θn

( n∏
i=١

xi

)θ−١
,

∀ x, y ∈ χ :
f(x, θ)

f(y, θ)
=

θn
(∏n

i=١ xi

)θ−١

θn
(∏n

i=١ yi
)θ−١ =

(∏n
i=١ xi∏n
i=١ yi

)θ−١
.

می شود θ برای مینیمال بسنده آماره لذا .∏n
i=١ xi =

∏n
i=١ yi اگر فقط و اگر نیست θ به وابسته فوق کسر

.S(X) =
∏n

i=١ Xi

یک تابعی T چون است. θ برای مینیمال بسنده آماره یک نیز T =
∑n

i=١ lnXi آماره نکته: *
داریم: و است S از یک به

T = lnS = ln(

n∏
i=١

Xi) =

n∑
i=١

lnXi.

١٣ / ۴ مینیمال بسنده آماره دوم: فصل ١ ریاضی آمار مازندران) (دانشگاه اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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کنید. پیدا را (µ, σ٢) مینیمال بسنده آماره ،X١, . . . , Xn
iid∼ N(µ, σ٢) اگر .٣ مثال

نمونه: توأم چگالی

f(x, µ, σ٢) =
n∏

i=١
f(xi, µ, σ

٢) =
n∏

i=١

٢√١πσ٢ e
− (xi−µ)٢

٢σ٢

= (٢πσ٢)−
n٢ e

−n(x̄−µ)٢
٢σ٢ − (n−١)s٢

٢σ٢ ,

∀ x, y ∈ χ :
f(x, µ, σ٢)
f(y, µ, σ٢) =

f(x, µ, σ٢)
f(y, µ, σ٢) =

(٢πσ٢)−
n٢ e

−n(x̄−µ)٢
٢σ٢ − (n−١)s٢

x
٢σ٢

(٢πσ٢)−n٢ e
−n(x̄−µ)٢

٢σ٢ −
(n−١)s٢

y

٢σ٢
,

باشیم: داشته اگر تنها و اگر است σ٢ و µ پارامترهای از مستقل که
x̄ = ȳ, s٢

x = s٢
y,

.(x̄, s٢) می شود مینیمال بسنده آماره لذا .(x̄, s٢
x) = (ȳ, s٢

y) یا

١٣ / ۵ مینیمال بسنده آماره دوم: فصل ١ ریاضی آمار مازندران) (دانشگاه اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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داریم همچنین

f(x, µ, σ٢) = (
٢√١πσ٢ )

n e
−

∑n
i=١ x٢

i−٢µ∑n
i=١ xi+nµ٢

٢σ٢

∀ x, y ∈ χ :
f(x, µ, σ٢)
f(y, µ, σ٢) = e

١
٢σ٢ (

∑n
i=١ x٢

i−
∑n

i=١ y٢
i) e−

µ

σ٢ (
∑n

i=١ xi−
∑n

i=١ yi),

باشیم: داشته اگر است σ٢ و µ از مستقل که
n∑

i=١
xi =

n∑
i=١

yi,
n∑

i=١
x٢
i =

n∑
i=١

y٢
i ,

می شود: دیگر مینیمال بسنده آماره پس .(∑n
i=١ xi,

∑n
i=١ x

٢
i ) = (

∑n
i=١ yi,

∑n
i=١ y

٢
i ) یا

(
n∑

i=١
Xi,

n∑
i=١

X٢
i ) یا (X̄, X̄٢).

١٣ / ۶ مینیمال بسنده آماره دوم: فصل ١ ریاضی آمار مازندران) (دانشگاه اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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که باشد X١, . . . , Xn
iid∼ f(x, α, β) اگر .۴ مثال

f(x, α, β) = αβα x−α−١, x ≥ β, α, β > ٠.
آورید. به دست را (α, β) برای مینیمال بسنده آماره

تصادفی نمونه توأم چگالی حل.

f(x, α, β) =

n∏
i=١

f(xi, α, β) =

n∏
i=١

αβα x−α−١
i

= αn βnα
( n∏

i=١
xi

)−α−١
, xi ≥ β, i = ١, . . . , n.

١٣ / ٧ مینیمال بسنده آماره دوم: فصل ١ ریاضی آمار مازندران) (دانشگاه اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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لذا

f(x, α, β) = αn βnα
( n∏

i=١
xi

)−α−١
, x(١) ≥ β

= αn βnα
( n∏

i=١
xi

)−α−١
I(٠, x(١))(β)

= αn βnα
( n∏

i=١
xi

)−α

I(٠, x(١))(β)
( n∏

i=١
xi

)−١

= g(α, β,

n∏
i=١

xi, x(١))h(x).

می شود: (α, β) برای بسنده آماره فاکتورگیری قضیه از

S = (

n∏
i=١

Xi, X(١)).

١٣ / ٨ مینیمال بسنده آماره دوم: فصل ١ ریاضی آمار مازندران) (دانشگاه اصغرزاده اکبر دکتر استاد:

Uni
viv

er
sit

y o
f M

az
an

da
ra

n

Dr. 
A. A

sg
ha

rz
ad

eh



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

مینیمال: بسنده آماره

∀ x, y ∈ χ :
f(x, α, β)

f(y, α, β)
=

αn βnα
(∏n

i=١ xi

)−α−١
I(٠, x(١))(β)

αn βnα
(∏n

i=١ yi
)−α−١

I(٠, y(١))(β)

=
(∏n

i=١ xi∏n
i=١ yi

)−α−١ I(٠, x(١))(β)

I(٠, y(١))(β)
,

: گر ا فقط و اگر است β و α از مستقل که
n∏

i=١
xi =

n∏
i=١

yi, x(١) = y(١),

یا
(

n∏
i=١

xi, x(١)) = (

n∏
i=١

yi, y(١)).

می شود: (α, β) برای مینیمال بسنده آماره لذا

S = (
n∏

i=١
Xi, X(١)).

١٣ / ٩ مینیمال بسنده آماره دوم: فصل ١ ریاضی آمار مازندران) (دانشگاه اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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نمایی خانواده در مینیمال بسنده آماره

X١, . . . , Xn
iid∼ f(x, θ), θ ∈ Θ ⊆ R١

پارامتری) تک نمایی (خانواده f(x, θ) = a(θ) b(x) ec(θ)d(x),

∀ x, y;
f(x, θ)

f(y, θ)
=

[a(θ)]n (
∏n

i=١ b(xi)) e
c(θ)

∑n
i=١ d(xi)

[a(θ)]n (
∏n

i=١ b(yi)) e
c(θ)

∑n
i=١ d(yi)

=

∏n
i=١ b(xi)∏n
i=١ b(yi)

e
c(θ)

[∑n
i=١ d(xi)−

∑n
i=١ d(yi)

]
,

.∑n
i=١ d(xi) =

∑n
i=١ d(yi) اگر فقط و اگر است θ پارامتر از مستقل که

آماره پارامتری، تک نمایی خانواده در لذا

S =

n∑
i=١

d(Xi),

است. θ برای مینیمال بسنده آماره یک

١٣ / ١٠ مینیمال بسنده آماره دوم: فصل ١ ریاضی آمار مازندران) (دانشگاه اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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می شود: θ = (θ١, . . . , θn) برای مینیمال بسنده آماره پارامتری k نمایی خانواده در که داد نشان می توان تذکر.

(
n∑

i=١
d١(xi), . . . ,

n∑
i=١

dk(xi)).

از هریک در مجهول پارامترهای یا پارامتر برای را مینیمال بسنده آماره و کرده استفاده فوق خاصیت از تمرین.
بیابید. زیر توزیع های

پواسن توزیع p(λ) الف)
هندسی توزیع Ge(p) ب)

نرمال توزیع N(µ, σ٢) ج)
گاما توزیع Γ(α, β) د)

بتا توزیع Beta(α, β) ه)

١٣ / ١١ مینیمال بسنده آماره دوم: فصل ١ ریاضی آمار مازندران) (دانشگاه اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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کنید. پیدا را θ مینیمال بسنده آماره X١, . . . , Xn تصادفی نمونه اساس بر زیر، توزیع های از هریک در .١

a) f(x|θ) = ٢x
θ٢ , ٠ < x < θ, θ > ٠,

b) f(x|θ) = θ

(١ + x)١+θ
, ٠ < x < ∞, θ > ٠,

c) f(x|θ) = e−(x−θ) exp(e−(x−θ)), −∞ < x < ∞, −∞ < θ < ∞,

d) f(x|θ) = ١
π[١ + (x− θ)٢] , −∞ < x < ∞, −∞ < θ < ∞,

e) f(x|θ) = ١
٢e

−|x−θ|, −∞ < x < ∞, −∞ < θ < ∞.

.θ > ٠ که X١, . . . , Xn
iid∼ Beta(θ, θ) کنید فرض .٢

بیابید. را θ مینیمال بسنده آماره

١٣ / ١٢ مینیمال بسنده آماره دوم: فصل ١ ریاضی آمار مازندران) (دانشگاه اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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باشد. زیر احتمال چگالی تابع با X١, . . . , Xn
iid∼ Beta(θ, ١) اگر .٣

f(x|θ) = θ xθ−١, ٠ < x < ١, θ > ٠.
بیابید. را θ مینیمال بسنده آماره الف)

چرا؟ است؟ θ مینیمال بسنده آماره ∑n
i=١ lnXi آیا ب)

بیابید. را θ مینیمال بسنده آماره .X١, . . . , Xn
iid∼ U(θ, θ + ١) کنید فرض .۴

١٣ / ١٣ مینیمال بسنده آماره دوم: فصل ١ ریاضی آمار مازندران) (دانشگاه اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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