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استقلال و شرطͬ توزیع های Lecture 3

تصادفͬ: متغیر دو استقلال

باشد Y و X حاشیه ای توزیع های حاصل ضرب با برابر آن ها توام احتمال توزیع هرگاه ͬ گوییم م مستقل را Y و X تصادفͬ متغیرهای

fX,Y(x, y) = fX(x)fY(y).

.١ مثال

هستند؟ مستقل Y و X آیا باشد، زیر صورت به Y و X توام چͽالͬ اگر

f(x, y) = e−x−y, ٠ < x < ∞, ٠ < y < ∞

ͬ آوریم م دست به را Y و X حاشیه ای چͽالͬ تابع ابتدا پاسخ:

fX(x) =

∞∫
−∞

f(x, y)dy =

∞∫
٠

e−x−ydy = e−x

∞∫
٠

e−ydy = e−x, x > ٠

fY(y) =

∞∫
−∞

f(x, y)dx =

∞∫
٠

e−x−ydx = e−y, y > ٠

هستند. مستقل Y و X لذا است، برقرار fX,Y(x, y) = fX(x)fY(y) رابطه این که به توجه با
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استقلال و شرطͬ توزیع های Lecture 3

تصادفͬ: متغیر n استقلال

هرگاه گویند، مستقل را X١,X٢, . . . ,Xn تصادفͬ متغیر

fX١,X٢,...,Xn(x١, x٢, . . . , xn) = fX١
(x١)fX٢

(x٢) . . . fXn(xn), ∀ (x١, x٢, . . . , xn)

شرطͬ: احتمال تابع

داده نمایش  fX|Y(x|y) با را Y = y شرط به X شرطͬ احتمال تابع آن صورت در باشند، گسسته تصادفͬ متغیرهای Y و X اگر
ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به و

fX|Y(x|y) =
fX,Y(x, y)

fY(y)
, fY(y) ̸= ٠

آن در که

fX|Y(x|y) = P(X = x|Y = y),

fX,Y(x, y) = P(X = x,Y = y), Y و X توام احتمال تابع

fY(y) = P(y = y), Yحاشیه ای احتمال تابع
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استقلال و شرطͬ توزیع های Lecture 3

ͬ شود م تعریف زیر صورت به Y = y شرط به X شرطͬ چͽالͬ تابع باشد، پیوسته Y و X ͬ که حالت در

fX|Y(x|y) =
fX,Y(x, y)

fY(y)
, fY(y) ̸= ٠

آن گاه باشد، Y = y شرط به X شرطͬ چͽالͬ تابع fX|Y(x|y) اگر

P(a < X < b|Y = y) =
∫ b

a
f(x|y)dx.
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استقلال و شرطͬ توزیع های Lecture 3

.٢ مثال

،f(x, y) = ٢, ٠ < x < y < ١ کنید فرض

کنید. پیدا را Y = y شرط به X شرطͬ چͽالͬ تابع الف)

بیابید. را P(٠ < X < ١
٢ |Y = ٣

۴ ) احتمال مقدار ب)

الف) پاسخ:
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Y=X

fY(y) =
∫
SX

f(x, y)dx =
∫ y

٠

٢dx = ٢y, ٠ < y < ١

fX|Y(x|y) =
٢

٢y
=

١

y
, ٠ < x < y < ١

ب)

P(٠ < X <
١

٢
|Y =

٣

۴
) =

∫ ١
٢

٠

f(x| ٣

۴
)dx =

∫ ١
٢

٠

۴

٣
dx =

٢

٣
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استقلال و شرطͬ توزیع های Lecture 3

.٣ مثال

مطلوبست: باشد، زیر صورت به Y و X توام احتمال تابع اگر

fX,Y(x, y) =
xy

٣۶
, x = ١, ٢, ٣; y = ١, ٢, ٣

. P(١ ≤ X < ٢|Y = ٢) احتمال مقدار ب) ، fY|X(y|x) و fX|Y(x|y) شرطͬ احتمال تابع الف)

الف) پاسخ:

fY(y) =
٣∑

x=١

fX,Y(x, y) =
٣∑

x=١

xy

٣۶
=

y

٣۶

٣∑
x=١

x =
y

٣۶
(١ + ٢ + ٣) =

y

۶
, y = ١, ٢, ٣

fX|Y(x|y) =

xy

٣۶
y

۶

=
x

۶
, x = ١, ٢, ٣

ترتیب همین به
fY|X(y|x) =

y

۶
, y = ١, ٢, ٣

ب)

P(١ ≤ X < ٢|Y = ٢) =
∑

١≤x<٢

f(x|y = ٢) = f(٢|١) =
١

۶
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استقلال و شرطͬ توزیع های Lecture 3

.١ تمرین

کنید ثابت باشند، مستقل Y و X اگر

fX|Y(x|y) = fX(x), fY|X(y|x) = fY(y)

شرطͬ چͽالͬ تابع و احتمال تابع تعمیم

fX١,X٢|X٣
(x١, x٢|x٣) =

fX١,X٢,X٣(x١, x٢, x٣)

fX٣(x٣)

fX١,X٢,X٣|X۴,X۵
(x١, x٢, x٣|x۴, x۵) =

fX١,X٢,X٣,X۴,X۵(x١, x٢, x٣, x۴, x۵)

fX۴,X۵(x۴, x۵)
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استقلال و شرطͬ توزیع های Lecture 3

.۴ مثال

باشد، شده پخش یͺنواخت به طور
∣∣∣٠

٠
,
∣∣∣١

١
,
∣∣∣٢

٠
,
∣∣∣٣

١
رئوس به متوازی الاضلاعͬ درون Y و X تصادفͬ متغیرهای کنید فرض

مطلوبست:
.f(x|y), f(y|x) ب) fY(y), fX(x) الف)
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x
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Y=X
Y=X

−2

A

f(x, y) =

{
c, (x, y) ∈ A
٠, o.w.

الف) پاسخ:

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x, y)dxdy = ١

⇒
∫∫
A

c dxdy = ١ ⇒ cSA = ١ ⇒ c =
١

٢
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استقلال و شرطͬ توزیع های Lecture 3

۴ مثال ادامه

fX(x) =
∫ ∞

−∞
f(x, y)dy =


∫ x

٠
١
٢ dy, ٠ < x < ١∫ ١

٠
١
٢ dy, ١ < x < ٢∫ ١

x−٢
١
٢ dy, ٢ < x < ٣

fX(x) =



x

٢
, ٠ < x < ١

١

٢
, ١ < x < ٢

٣ − x

٢
, ٢ < x < ٣

fY(y) =
∫ ∞

−∞
f(x, y)dx =

∫ y+٢

y

١

٢
dx = ١, ٠ < y < ١
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استقلال و شرطͬ توزیع های Lecture 3

۴ مثال ادامه
ب)

fX|Y(x|y) =
f(x, y)

fY(y)
=

١

٢
١
=

١

٢
, y < x < y+ ٢, ٠ < y < ١

fY|X(y|x) =
f(x, y)

fX(x)
=


١, ٠ < x < ١

١, ١ < x < ٢

١

٣ − x
, ٢ < x < ٣
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استقلال و شرطͬ توزیع های Lecture 3

هم چنین و نوشت Y از تابعͬ و X از تابعͬ حاصل ضرب صورت به بتوان را Y و X توام چͽالͬ تابع هرگاه دهید نشان .١ مسأله
بود. خواهند مستقل Y و X آن صورت در باشد) مستطیل ͷی Y و X (تکیه گاه کرد ͷتفکی را Y و X تکیه گاه بتوان

احتمال های محاسبه مطلوبست باشند، یͺنواخت توزیع دارای (−١, Yبین(١ مستقلXو تصادفͬ متغیرهای کنید فرض .٢ مسأله
زیر:

P(|X|+|Y|≤ ١) ج) P(X− Y < ١
٢ ) ب) P(X+ Y < ١

٢ ) الف)

P(XY < ١
۴ ) هـ) P(|Y|≤ eX) د)

باشد، ثابتͬ مقدار فاصله این در X چͽالͬ تابع هرگاه است یͺنواخت توزیع دارای (−١, ١) فاصله در X تصادفͬ متغیر توضیح:
دیͽر عبارت به

fX(x) =

 c, −١ < x < ١

٠, o.w.
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استقلال و شرطͬ توزیع های Lecture 3

باشد زیر به صورت Y و X توأم چͽالͬ تابع اگر .٣ مسأله

f(x, y) =
١

۴
(٢x+ y), ٠ < x < ١, ٠ < y < ٢

کنید پیدا
X حاشیه ای چͽالͬ الف)
Y حاشیه ای چͽالͬ ب)

X = ١
۴ شرط به Y شرطͬ چͽالͬ ج)

Y = ١ شرط به X شرطͬ چͽالͬ د)

برای که باشد اشخاصͬ نسبت Y ͬ فرستند، م کتبی تقاضای کالا نوع ͷی خرید برای که باشد اشخاصͬ نسبت X اگر .۴ مسأله
باشد زیر به صورت Y و X توأم چͽالͬ تابع و ͬ فرستند م کتبی تقاضای کالا دیͽر نوع خرید

f(x, y) =
٢

۵
(x+ ۴y), ٠ < x < ١, ٠ < y < ١

کنید پیدا
کنند ارسال تقاضا کالا نوع اولین برای درصد ٣٠ حداقل اینکه احتمال الف)

کالا نوع اولین برای درصد ٢٠ آنکه شرط به بفرستند، کتبی درخواست کالا نوع دومین برای درصد ۵٠ حداکثر اینکه احتمال ب)
کنند. ارسال کتبی درخواست
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استقلال و شرطͬ توزیع های Lecture 3

بازاریاب به بنزین بابت که باشد مبلغͬ Y و باشد روز ͷی طول در بازاریاب ͷی بنزین مصرف (تومان) مبلغ X اگر .۵ مسأله
باشد: زیر به صورت تصادفͬ متغیر دو این توأم چͽالͬ و ͬ شود م پرداخت

f(x, y) =
١

٢۵
(

٢٠ − x

x
), ١٠ < x < ٢٠,

x

٢
< y < x

کنید پیدا
X حاشیه ای چͽالͬ الف)

X = ١٢ شرط به Y شرطͬ چͽالͬ ب)
باشد. تومان ١٢ او بنزین مصرف وقتͬ شود پرداخت تومان ٨ حداقل بازاریاب به اینکه احتمال ج)

آنها توأم احتمال توزیع که باشند تصادفیی متغیرهای واحد) هزار (ده کل فروش S و (تومان) کالا ͷی بهای X اگر .۶ مسأله
باشد: زیر به صورت

f(x, y) = ۵x e−xy, ٠٫٢ < x < ٠٫۴, y > ٠

کنید پیدا
X = x شرط به Y شرطͬ چͽالͬ تابع الف)

.x = ٢٫۵ وقتͬ باشد واحد ٣٠٠٠٠ از کمتر فروش میزان اینکه احتمال ب)
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