
 

 

  
  
  
  

لفصل او 
  
  

 مفاهيم بنيادي احتمال
 

 ،كند حركت مي ،كه ذره در آن را بايد فضايي ،براي آنكه رفتار يك ذره را بررسي كنيم  
اينكه اينك ذره (دانيم كه موقعيت يك ذره با معلوم بودن حال ذره  مي .باشيم  نظر داشتهرد

ة ختصم ،كند ن ميپارامتري كه اين دو وضعيت را معي ،شود و آيندة ذره مشخّص مي) كجاست
ௗ௥نسبت به زمان و يا همان  ሻݎሺاست و ديگري چگونه تغيير كردن آن  ሻݎሺفضايي يا مكاني

ௗ௧
 

 ةدليل اهميت جرم در حركت ذره، تكانه كه به جاي سرعت بشود  مياست كه سرعت ناميده 
  . بريم كار ميه را ب ሻ݌ሺي خطّ

ي را همزمان تكانه خطّ ةمكاني و مختص ةتوان مختص در مكانيك كلاسيك نيوتني، مي  
را ن ساخت و فضايي معيكلاسيك فاز(فضاي كانونيك  ،ه باشندكه تار و پود اين دو مختص (
هاي ترموديناميك كلاسيكي بر اين مبنا و در اين فضا  بيشترين بحث و بررسي .گويند مي

ه اين دو مختص يمتوان ، نميبنا به اصل عدم قطعيت هايزنبرگ ،از طرف ديگر. پذيرد صورت مي
زير  عدم قطعيترابطة  ، ሬሬሬሬሬԦܲ∆و  ሬሬሬሬԦݎ∆ بين چرا كه  كنيم؛را همزمان و با قطعيت تمام معلوم 

   ؛برقرار است
)1-1(            ∆ܲ. ݎ∆ ൒ ԰  
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  كه ، اين است بين دو فضاي كلاسيكي و كوانتومي وجود داردكه ديگري  تفاوت مهم
ه در مكانيك كلاسيك با استفاده از  ،ا به عبارت ديگري هتعقيب يك ذرمطالعة رفتار يك ذر

در حالي كه در مكانيك كوانتوم از عملگرهاي هرميتي كه نمونة  ؛گيرد قوانين نيوتن صورت مي
 ߮اگر اربيتال يا تابع موج مربوط به هر ذره را با . گردد استفاده مي ،است ܪهاميلتونين   بارز آن

  ؛دست آوريمه را بذره انرژي ) رابطة زير( ة شرودينگررابطاز آنگاه  ،نشان دهيم
  

߮ܪ            )1-2( ൌ   ߮ܧ
   
  

  نياز به مكانيك آماري در مطالعة رفتار ذرات  1- 1
با استفاده از مكانيك نيوتني  توانيم تار يك ذره را ميفدر ابتداي اين فصل بيان كرديم كه ر  

تعداد  ،مثلاً ؛افزايش يابد ،ا اگر تعداد ذراتام نيم؛ن و مشخّص كمعي معادلة شرودينگر و يا حلِّ
در يك سانتي متر مكعب  3×  10 19كه در فشار و دماي اتمسفر برابر را هاي يك گاز  مولكول
ها، معادلة حركت آن را  توانيم براي تك تك مولكول در نظر بگيريم، در آن صورت نمي ،است
اندركنش بين  اگر .آن معادله، رفتار هر مولكول را به درستي ارزيابي كنيم يم و با حلِّبنويس

 به راحتي به توانيم د كه نمينشو اي پيچيده مي معادلات به اندازهرا در نظر بگيريم، مولكولي 
مسير و بايد  هاي گاز ممكن نيست امكان مطالعة رفتار تك تك مولكول. ها بپردازيم حلِّ آن

  . ر پيش گيريمد ،كه همان مكانيك آماري باشدرا ري ديگ
در  كهرا اين گونه تصور كنيم  تفاوت در مكانيك كوانتومي با مكانيك آماريتوانيم  مي  

ات منفرد واوات در  لي به رفتار ذردستگاه پرداخته دومي به رفتار جمعي يك مجموعه از ذر
آنگاه وارد حوزة مكانيك كوانتومي  ،بپردازيمحال اگر به زندگي جمعي ذرات ريز . شود مي

  . شويم آماري مي
  پهاي ماكروسكو ت رسيديم كه در بررسي و مطالعة ويژگيبنابراين به اين واقعيه به يك ماد

اي گاز، مثل فشار و دماي آن،  تر در تعيين ويژگي كپه به عبارت دقيق ؛روش آماري نياز است
كافي است در تحليل آماري . ها را بررسي كنيم مولكول ات حركت هريك ازنياز نيست جزئي

بين ما كه با احتمال توزيع ذرات داشته باشيم  اي، تنها يك برآورد معقولي هر دستگاه بس ذره
قانوني در حركت ذرات  اين نگاه به منزلة بي. گردد معلوم مي هاي ديناميكي مختلف ذرات حالت
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هاي ديناميكي  برآوردي از حالتتا كنيم  ع ذرات استفاده ميبلكه از مفهوم احتمال توزي ؛نيست
باشد در تعيين توزيع احتمال  كه نيازي نآبه دست آوريم بدون  ذرات موجود در يك دستگاه

ات دستگاهبه جزئيبپردازيم ات ساز و كار اندركنش ذر .  
 
  حتمال ا 2- 1

بر يكي از وجوه خود بر زمين  ،تاسي را به هوا پرتاب كنيم اگر تجربه كرديم كهتا حال   
يقيناً يكي از دانيم  مي. باشد 6، 5، 4، 3، 2، 1 هاي يكي از شماره خواهد نشست كه ممكن است

ا در حين پرتاب كسي قادر نيست بيان كند كدام شماره حتماً ام ؛كند بروز مي 6تا  1شماره هاي 
  . نشيند بر زمين مي

 ،هاي ممكن آن ولي نتيجه ،اش معلوم نباشد خداد، نتيجهكه قبل از ررا اي  در كل، هر پديده  
مجموعة همة نتايج ممكن را . گويند مي» يآزمايش و يا پديدة تصادف«يك  ،مشخّص باشند

تاس دهيم كه در مورد نمونة  نشان مي ܵرا با  ناميم و آن آزمايش تصادفي مي» ي فضاي نمونه«
   ،بنويسيم را به صورت زير ܵ ةفضاي نمون توانيم مي

  

)1-3(            ܵ ൌ ቄ1, 2, 3, 4, 5, 6ቅ  
  

  . ناميم مي را يك رويداد يا برآمد )3-1(در رابطة  ܵهر عضو مجموعة   
. دهد را نشان مي كه امكان بروز دو و يا چند رويداد با همكنيم  مطرح ميمثال ديگري را   

گيريم كه  مي ايي را در نظر  هاي درون كيسه از تعداد زياد مهره يرنگ ةبيرون آوردن چند مهر
   ،نويسيمببه صورت رابطة زير توانيم  مي را ة مربوط به آنفضاي نمون

  

)1-4(            ܵ ൌ ሼܽ, ܾ, ܿ, ݀, … , ݄ሽ  
  

}حال اگر امكان بروز مثلاً    },a b  يا{ }, ,a b c آنگاه به هر كدام از اين زير  ،باشد... يا
 ةپيشامدهايي از مجموع ممكن است هالبتّ يم؛گوي ميهاي فضاي نمونه، يك پيشامد  جموعهم

 .نداشته باشندبا هم  د مشتركيمكه هيچ رخداد يا برآوجود داشته باشند فضاي نمونه در بالا 
يك نمونه از پيشامد مطمئن را  .گويند مي» ناسازگار«دراين صورت اين پيشامدها را پيشامدهاي 
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 اگردر هرصورت . توانيم برخورد آدمي در يك محيط مادي با مولكول اكسيژن در هوا بدانيم مي
  . باشد مي 2௡هاي آن برابر آنگاه تعداد زير مجموعه ،عضو باشد ݊شامل  ،يك فضاي نمونه

كنند كه اين نوع  كه حتماً بروز مي نيمبه پيشامدهايي برخورد كديگر ممكن است  از طرف  
اي را در نظر بگيريم كه  همين طور وقتي فضاي نمونه. گويند مي» پيشامدي مطمئن«پيشامدها را 

فضاي «آن را  ،باشد) ي نامتناهيحتّ(تناهي يا قابل شمارش م ،تعداد اعضا يا برآوردهاي آن
 ،قابل شمارش باشد در حالي كه تعداد برآمدهاي نامتناهي و غير ؛گويند مي» اي گسسته نمونه

» اي پيوسته فضاي نمونه« ،اي به چنين فضاي نمونه ،)0و1(ة راي در با مثل انتخاب تصادفي نقطه
  . پردازيم بيشتر به آن مي ،گويند كه در جلوتر مي

را به  ሻܣሺپيشامد بروز يك  ሺܲሻ الاًحتما. مگيري مي را در نظر ܵ ةاكنون فضاي نمون  
معروف تابع احتمال از سه اصل موضوع هر در تشخيص . دهيم مي صورت مقادير حقيقي نشان

و  دهد كنيم كه اعداد حقيقي را به پيشامدها نسبت مي كولموگوروف استفاده ميبه اصول 
   :عبارتند از

احتمال بروز هر پيشامد  :ل كولموگوروفاصل موضوع اوሺܣሻ ؛منفي نيست ܵ ةاز فضاي نمون 
   ؛يعني

)1-5(               ܲሺܣሻ ൒ 0  
  

   ؛برابر يك است ،تابع احتمال كل :اصل موضوع دوم كولموگوروف
  

)1-6(               ܲሺܵሻ ൌ 1  
  

فضاي  دنبالة متناهي از پيشامدهاي دو به دو ناسازگار ،iAاگر  :اصل موضوع سوم كولموگوروف
  : آنگاه ،باشند ܵة نمون

)1-7(  ܲ ቀ1ܣ ׫ 2ܣ ׫ … ׫ ௡ቁܣ ൌ ܲ ቀ1ܣቁ ൅ ܲ ቀ2ܣቁ ൅ ڮ ൅ ܲሺܣ௡ሻ  
      

به تابع احتمال  ،بنابراين هر تابع حقيقي كه از سه اصل موضوع مولموگوروف پيروي كند  
  . باشد موسوم مي
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مشروط به بروز پيشامد ديگري است كه  ،از طرف ديگر گاهي احتمال بروز يك پيشامد  
يك مثالي در ارتباط با مفهوم احتمال . معروف است» احتمال شرطي«گونه احتمال به  اين

 گيريم و آنگاه اگر هايي به رنگ قرمز، سبز و آبي را در نظر مي كيسة مهره. كنيم شرطي مطرح مي
اي  ن مهرة سبز و جاسازي آن در جعبهباشد؛ يعني، در پي يافت ما نظر مد ،اي به رنگ سبز مهره

مشروط  ،احتمال بيرون آمدن مهره ،يعني ؛خاص باشيم، مهرة مطلوب تنها بايد مهرة سبز باشد
  . باشد كه اين يك نوع احتمال شرطي است به سبز بودن آن مي

  
هاي دو تاس  اگر دو تاس به هوا پرتاب شود و شرط كنيم كه مجموع شماره :خودآزمايي

  . باشد، آنگاه احتمال شرطي را بيابيد 10تر از  وچكحتماً ك
آنگاه  ،باشيم ܤبه شرط بروز پيشامد  ܣدر پي بروز پيشامد ، اگر با توجه به آنچه بيان شد  

به عنوان احتمال مشروط متمايز  ܤو  ܣمستقيم مابين  احتمال مورد نظر را با درج يك خطِّ
)كنيم و به صورت  مي )|P A B دهيم نشان مي .  

  

  : آنگاه ،از لحاظ آماري مستقل باشند ܤو  ܣنشان دهيد اگر پيشامدهاي  :قضيه

  : برهان
،  ܣا پيشامد ام ؛حتمي است ܤمفروض است كه در آن بروز پيشامد  Sاي  فضاي نمونه  

دانيم وقتي  مي. است ܤپيشامدي است كه احتمال بروز آن مشروط به بروز حتمي پيشامد 
حال اگر اين رخداد . دهد در واقع يكي از برآمدهاي آن حتماً رخ مي ،افتد فاق مياتّ ܤپيشامد 

ܣيا برآمد در  ת هرچه  ديگر به عبارت. كند هم بروز مي ܣمعلوم است كه پيشامد  ،باشد ܤ
ܣبروز پيشامد  احتمال ת  ܣكه احتمال بروز رخداد  ሻܤ|ܣሺܲآنگاه احتمال  ،بيشتر باشد ܤ

  كه ريمانتظار دااز اين رو، . شود بيشتر مي ،است ܤبه شرط بروز رخداد 
  

)1-8(          ܲሺܤ|ܣሻ ൌ ܣሺܲߙ ת   ሻܤ
  

  ي نيست كهشكّ ،را در نظر بگيريم ܤخود پيشامد  ܣروشن است كه اگر به جاي پيشامد 
  

)1-9(            ܲሺܤ|ܤሻ ൌ 1  
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   :داريم )9-1(و  )8-1(با استفاده از روابط 
  

)1-10(    ܲሺܤ|ܤሻ ൌ ܤሺܲߙ ת ሻܤ ֜ 1 ൌ ሻܤሺܲߙ  ֜ ߙ   ൌ
1

௉ሺ஻ሻ  
  

  :كنيم در نتيجه اري ميذجايگ )8-1( را در )10-1(رابطة 
   

)1-11(          ܲሺܤ|ܣሻ ൌ ௉ሺ஺ת஻ሻ
௉ሺ஻ሻ

  
  

  توجه داشته باشيد كه
)1-12(        ܲሺܣ ת ሻܤ ൌ ܲሺܤ ת  ሻܣ
   

 ܣگرديم و آن مستقل بودن پيشامد  برمي ،كه در قضيه به آن اشاره شداينك به موضوعي   
)كه با  ܣباشد؛ يعني، احتمال بروز رخداد  از هم مي ܤو پيشامد  )P A شود نشان داده مي، 

  :آنگاه ،هرچه باشد ܤپس  ؛ندارد ܤهيچ ارتباطي به احتمال بروز و يا عدم بروز پيشامد 
  

)1-13(            ܲሺܤ|ܣሻ ൌ ܲሺܣሻ  
 

   :مستقل آماري باشند آنگاه ةدو واقعچنانچه ) 13-1(و  )11-1(ي  ها رابطهتوجه به  بنابراين با
  

       ܲሺܣሻ ൌ ௉ሺ஺ת஻ሻ
௉ሺ஻ሻ

  
  و يا  
)1-14(          ܲሺܣ ת ሻܤ ൌ ܲሺܣሻܲሺܤሻ  
  

  ،منويسي آن را به صورت رابطة زير ميكه از آنجا به اختصار 
  

)1-15(            ஺ܲ஻ ൌ ஺ܲ ஻ܲ  
  

 برآمدها پيشامد يا واين است كه چنانچه د ،نكتة ديگري كه در قضية بالا نهفته است  
  :آنگاه ،به هم وابسته باشندبه عبارت ديگر . مستقل آماري نباشند
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)1-16(          ܲሺܣ ת ሻܤ ് ܲሺܣሻܲሺܤሻ  
  

باشند و هيچ برآمد مشتركي نداشته  اي ناسازگار پس اگر دو پيشامد در يك فضاي نمونه  
. آنگاه دو پيشامد را دو پيشامد وابسته گويند ،باشند و احتمال بروز هر دو پيشامد مثبت باشد

ارتباطي به مستقل بودن آماري دو  ،مهم است كه ناسازگاري دو پيشامد ،توجه به اين نكته
)اگر ؛ زيرا پيشامد ندارد )P A B φ≠I آنگاه ،باشد:  

  

)1-17(          ܲሺܣ ת ሻܤ ൌ ܲሺ߮ሻ ൌ 0   
  

   :داريم )14-1( از رابطة ،دو پيشامد مستقل آماري باشند ܤو  ܣو اگر 
  

     ܲሺܣ ת ሻܤ ൌ ܲሺܣሻܲሺܤሻ 
  

   ،توانيم بنويسيم مي )17-1(با توجه به رابطة 
  

)1-18(            ܲሺܣሻܲሺܤሻ ൌ 0  
  

توانيم زماني به صورت دو پيشامد مستقل آماري در  را مي بنابراين دو پيشامد ناسازگار  
ሻܣሺܲ نظر بگيريم كه ൌ ሻܤሺܲ يا 0 ൌ دو پيشامد  ،؛ يعني، اگر اين دو احتمال صفر نباشند0

  . پيشامدهاي مستقل آماري نيستند ، ܤو  ܣ
  
  هاي گسسته احتمال  توزيع 3- 1

يك سكه و تاس نيست تا با بيان احتمال شير ـ خط و يا احتمال  ،دنياي ميكروسكوپي ما  
به و  يمرا به دست آور و احتمال بروز آن نيمرخ تاسي بسنده ك 6تا  1آمدن يك شماره از 

  .آن را نشان دهيم ሺܺሻܲنمايش عددي تابع صورت 
اينك  .ايم  كه به هوا پرتاب كرده مگيري مياي را در نظر  هبراي روشن شدن موضوع، سكّ  

 اشتباه نكنيد عدد صفر تنها يك نمايش بر محور است نه اين( 0ه را با احتمال شير آمدن سكّ
 ،براي راحتي. دهيم نشان مي 1ه را با و احتمال خط آمدن سكّ) كه احتمال شير آمدن صفر باشد
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 0را متناظر با دو مقدار  خط با دو عضو شير و ܵ ةفضاي نمونو دهيم  نشان مي ܺرخداد را با 
و  ௜ܺبا  نمايش برآمد شير و خط به عبارت ديگر، .گيريم ي در نظر مياز محور اعداد حقيق 1و 

௜ܲሺبا ) خطچه شير و  چه(ها  بروز آن احتمال ௜ܺሻ ൌ
1
ملاحظه . دهيم بر محور نشان مي 2

كارگيري متغير ه هاي بارز ب تزينهايت تعميم دهيم و اين از م تا بي توانيم را مي ௜ܺكنيم كه  مي
  . باشد تصادفي به صورت بالا مي

,௡ܵرا به  ܵاي  يك فضاي نمونه ،يدر حالت كلّ   … , ܵ2, هر كنيم كه  ميبرآمد افراز  1ܵ
,௡ݔك متغير تصادفي ه يكدام ب … , ,2ݔ  اترتيب به بها را  آنبروز احتمال  است ومنتسب  1ݔ

௡ܲ, … , ܲ2,   .دهيم مينمايش  1ܲ
. است ܵاي  فضاي نمونهيك رخدادي از  ، ܺنام تابع متغير تصادفي ه تابعي ببنابراين،   

مقادير ديگر،  به عبارت .است) و يا ممكن است شمارا نامتناهي باشد(متناهي  ܺحوزة مقادير 
و حوزة  ܵ ةاي است كه حوزة تعريف آن بر فضاي نمون به گونه ܺپس تابع . گسسته است ܺ

اي از  با نقطه ܵهر برآمد و يا هر پيشامد  ،يعني ؛مقادير آن نقاطي از محور اعداد حقيقي است
  به طوري كه ؛محور اعداد حقيقي متناظر است

  

 )1-19(  ܺ ቀܵ1ቁ ൌ ,1ݔ ܺ ቀܵ2ቁ ൌ ,2ݔ … , ܺሺܵ௠ሻ ൌ ,௠ݔ … , ܺሺܵ௡ሻ ൌ   ௡ݔ
  

نشان داديم كه مقادير آن بر محور اعداد حقيقي  ܺ، متغير تصادفي را با )19-1(در رابطه   
,௡ݔ با  … , ,௠ݔ … , ,2ݔ ,௡ݔچنانچه نقاط . اند نمايش داده شده1ݔ … , ,2ݔ ي را نقاط ماد 1ݔ
,௡ܲآنگاه  ،ي كنيمتلقّ … , ܲ2, به ترتيب تابع جرم احتمال اين نقاط در نظر  توانيم را مي  1ܲ

تابعي است كه هريك  ܺيك متغير تصادفي گسستة  ي، تابع جرم احتمالدر حالت كلّ. بگيريم
,௡ݔاز مقادير … , ,2ݔ ,௡ܲرا به تابع احتمال متناظر آن  1ݔ … , ܲ2,   . دهد نسبت مي 1ܲ

  
را معادل تعداد دفعات  ܺمتغير تصادفي . كنيم را پشت سر هم به هوا پرتاب مي اي هسكّ :مثال

  :تعيين كنيد. گيريم مي ،بيايدلين بار شير ه كه در آن براي اوپرتاب سكّ
  كند؟  اختيار ميرا  چه مقاديري ܺمتغير تصادفي ) الف
  چقدر است؟  ܺاحتمال بروز هر مقدار ) ب
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  : حل
شير  ،لرود در همان بار او احتمال آن مي ،كنيم ه را به هوا پرتاب ميوقتي يك سكّ) الف  

ܺبيايد كه در اين صورت  ൌ در پرتاب دوم ممكن است شير بيايد كه  ،اگر شير نيايد. است 1
ܺ ൌ امين بار براي بار  100000، ...،4، 3به همين ترتيب ممكن است تا پرتاب . باشد مي 2

كند همه مقادير صحيح طبيعي را اختيار مي ܺپس . ل شير ظاهر شوداو .  
ار براي امين ب ݅مثلاً در  ؛شمار هاي بي كنيم در يكي از پرتاب به هرحال، فرض مي) ب  

آنگاه احتمال اين پيشامد،  .لين بار شير ظاهر شوداو( )P x i= لين احتمال آمدن شير در او
ف برآمد شير و برآمد خط به ترتيب معرّ ܶو  ܪه، اگر در يك بار انداختن سكّ .دهد مي بار را
݅به معني آن است كه تا  ،آيد امين بار شير مي݅ آنگاه وقتي  ،باشد െ ت كه دفعه خط آمده اس 1

  ،پيشامد آن به صورت زير است
       ܶܶ …   ܪܪ

  

از طرف ديگر . امين پرتاب را به دست آوريم ݅خواهيم احتمال پيشامد شير در  اينك مي  
برابر  و يكسان ،دانيم كه براي يك سكة سالم در هر پرتاب احتمال شير آمدن و يا خط آمدن مي

1
احتمال شير آمدن و از اين رو، . بارها به هوا پرتاب شده است ،هسكّ ،ا در اينجاام ؛است 2

1دفعه پرتاب  ݅احتمال خط آمدن در 
بهتر است براي به دست آوردن اين احتمال . نيست 2

  آنگاه واضح است كه ،باشد ݍو احتمال بروز خط  ݌فرض كنيم كه احتمال بروز شير 
  

݌              )1-20( ൅ ݍ ൌ 1  
  

 ،پرتاب مستقل از پرتاب قبلي آن است ةاز آنجايي كه شير يا خط آمدن در هر دفع  
ضرب  برابر حاصل ،احتمال كل ،و در نتيجهيم ريگبها را مستقل آماري  پرتاب توانيم مي

يك فضاي اگر چند آزمايش تصادفي جدا از هم كه  ديگر، به عبارت. خواهد بود احتمالات
…آنگاه اگر  ،دنمفروض باش ،دهند كيل ميتشنمونه را  , ܿ, ܾ, ترتيب پيشامدي از فضاي ه را ب ܽ

شرط استقلال آماري پيشامدهاي  ،بگيريم... ل، دوم، سوم واو… , ܿ, ܾ,   كند كه ايجاب مي ܽ
  

)1-21(      ܲሺܽ ת ܾ ת ܿ ת … ሻ ൌ ܲሺܽሻܲሺܾሻܲሺܿሻ …  
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ه، هر دو بار خط سكّكه در دو دفعه پرتاب  احتمال آنمشخّص است كه  )21-1( از رابطة  
   ؛بيايد برابر حاصل ضرب دو احتمال است؛ يعني

  

)1-22(        ܲሺܶܶሻ ൌ ܲሺܶሻܲሺܶሻ ൌ ݍݍ ൌ   2ݍ
  

݅با همين روند، چنانچه تا  െ   :آنگاه ،ه، خط بيايدپرتاب سكّ ةدفع 1
  

)1-23(          ܲሺܶܶ … ܶሻ ൌ .ݍݍ . ݍ ൌ   ௜ି1ݍ
 

ام، شير ظاهر شده است پس݅ا فرض كرديم كه در پرتاب ام  
 

     ܲሺܶܶ … ሻܪܶ ൌ .ݍݍ . ݌ݍ ൌ   ݌௜ି1ݍ
 
)1-24(          ܲ ቀݔ ൌ 1ቁ ൌ   ݌௜ି1ݍ
  

  . گويند مي ܺرا تابع احتمال متغير تصادفي  )24-1( رابطة
 
  اي  جمله توزيع دو 4 - 1

ها را در ارتباط با  با مطالبي كه در بالا بيان نموديم، حال قصد داريم تا مواردي از آن  
ترين  كنيم به يكي از كليدي وقتي به ساختار مواد نگاه ميدانيم كه  مي. ساختار مواد توضيح دهيم

اگر اين . ستا خوريم كه همان اسپين برمي ،كه در بررسي ويژگي مواد نياز است هاپارامتر
آنگاه گشتاور مغناطيسي هر  ،قرار گيرند ܤها در ميدان مغناطيسي خارجي  مجموعة اسپين

اسپين ممكن است در جهت ميدان و يا در خلاف جهت آن قرار گيرد و در حال حاضر از آن 
كنيم كه  فرض مي. كنيم نظر مي صرف ،گيرند قرار نمي هاها كه در اين راستا دسته از اسپين
دستگاه  ܰل از در نتيجه مجموعة آماري متشكِّ ؛دنها در حال تعادل قرار دار دستگاه اسپين

  . كنند ها با زمان تغيير نمي اسپين
كنيم كه احتمال هم جهت بودن گشتاور  فرض مي 3-1ه در قسمت همانند پرتاب سكّ  

در خلاف جهت  باشد و احتمال اين كه گشتاور مغناطيسي آن ݌مغناطيسي با ميدان خارجي 
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يا در جهت  با توضيحات بالا، گشتاور مغناطيسي اسپين. باشد ݍبرابر  ،ميدان خارجي باشد
  پس. دان است و يا در خلاف جهت آنمي

  

݌            )1-25( ൅ ݍ ൌ 1  

1و برابر  ،يكسان ݍبا احتمال  ݌احتمال  ،ه در غياب ميدان مغناطيسي خارجيالبتّ
   ؛است؛ يعني 2

  

݌            )1-26( ൌ ݍ ൌ
1
2  

ه، دو امكان وجود دارد كه گاهي آن را كنيم كه همانند پرتاب سكّ در اينجا هم ملاحظه مي  
اي هم به  كنند و عنوان دو جمله آن قبولي و يا عدم قبولي است تشبيه مي ةبه آزموني كه نتيج

  . شود لاق ميطاين دليل به اين دسته از احتمالات ا
آنگاه . دهيم مينشان  ܨو مردود شدن را با  ܧقبولي در آزمون را با هم در مورد آزمون   

آنگاه دنبالة  ،ها مردود شده باشد دفعه امتحان داده باشد و در تمام آزمون ܰاگر شخصي 
ܨܨሼبرآمدهاي پيشامد را به صورت  … ، آزمون ܰحال اگر در يكي از اين . دهيم نشان مي ሽܨ

  ،هاي زير درخواهد آمد ها به يكي از وضعيت هداشته باشيم دنبال ሻݍሺقبولي 
  

)1-27(      ሼܨܨܧ … ,ሽܨ ሼܨܧܨ … ,ሽܨ … , ሼܨܨ … ܧ … ,ሽܨ …  
 

  :داريم ،بار آزمون قبول شده باشد ܰبه همين ترتيب اگر دو دفعه از   
  

)1-28(         ሼܨܨܧܧ … ,ሽܨ ሼܧܧܨ … ,ሽܨ ሼܨܧܨ … ,ሽܨ …  
 

آنگاه در  ،بار آزمون قبولي كسب كرده باشد ܰدفعه از  ݊با همين روند، چنانچه در   
݊ᇱ ൌ ܰ െ يكي تعداد  :در اينجا دو نكتة مهم وجود دارد. دفعه مردودي داشته است ݊

  ،شود است كه به صورت زير نوشته ميآزمون  ܰاز  ݊دفعات قبولي 
  

)1-29(             ቀܰ
݊ቁ ൌ ே!

௡! ሺேି௡ሻ!
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توانيم  است كه مي )28-1(و  )27-1(هاي  هرابط ي مثلاي نكتة ديگر احتمال همراه با دنباله  
به صورت زير  ݍبا  ሻܨሺو احتمال مردودي  ݌با  ሻܧሺآن را با نسبت دادن احتمال قبولي 

  ،بنويسيم

  ேି1ݍ௡݌              )1-30(
  

بار آزمون  ܰدفعه از  ݊كه شخص در  احتمال آن) 30-1(و ) 29- 1(هاي  از تلفيق رابطه  
  ،آيد قبولي و يا پيروزي كسب كند به دست مي

)1-31(      ܲሺܺ ൌ ݊ሻ ൌ ቐ
ቀܰ

݊ቁ     ݊ ൌ 0, 1, 2, … , ܰ

   به ازاي  سايرمقادير ݊            0
  

  

  . ها هم معتبر است همين قضيه در ارتباط با دستگاه اسپين
و  ݊ها، تعداد گشتاور مغناطيسي رو به بالا را با  گشتاور مغناطيسي دستگاه اسپين ܰبراي   

nرو به پايين را با    :دهيم، آنگاه نشان مي ′
    

)1-32(              ݊ ൅ ݊ᇱ ൌ ܰ  
  

  كهدهيم  مينشان  ேሺ݊ሻܥبه صورت را  )29-1(پيكربندي در رابطة  )31-1(و با توجه به رابطة
  

ேሺ݊ሻܥ          )1-33( ൌ ே!
௡! ሺேି௡ሻ!

ൌ ே!
௡!௡ᇲ!

  
   

  :عبارت است از ،گشتاور مغناطيسي رو به بالا باشد ݊كه  آنبراي  با اين اوصاف رابطة احتمال
  

)1-34(           ܲሺ݊ሻ ൌ ே!
௡! ሺேି௡ሻ!

  ேି௡ݍ௡݌
  

از اين دو حالت يا رو به بالاست و يا رو به پايين و  كنيم كه اسپين از طرف ديگر فرض مي
  ؛نيست؛ يعنيخارج 

݌              )1-35( ൅ ݍ ൌ 1  
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حاد زير گرديم كه به صورت اتّ اي در رياضي برمي جمله اين اوصاف اينك دوباره به بسط دو با
  ،است

)1-36(        ሺܽ ൅ ܾሻ௠ ൌ ∑ ቀ݉
݇ ቁ ܽ௠ܾ௠ି௞

௞  
  

  :آنگاه
)1-37(         ሺ݌ ൅ ሻ௠ݍ ൌ ∑ ቀܰ

݊ቁ ேି௡ݍே݌
௡  

  

  :داريم )37-1(و  )35-1( هاي رابطه با استفاده از
  

)1-38(          ∑ ቀܰ
݊ቁ ேି௡ݍே݌

௡ ൌ 1  
  

  كند چون كولموگوروف را تأمين مي كه اصل سوم
  

)1-39(            ∑ ܲሺ݊ሻ ൌ 1௡  
  

݉با فرض  :خودآزمايي ൌ   . را بررسي كنيد )36-1(حاد درستي ات3ّ و 2
  

بار شمارة  3كه  احتمال اين .كنيم بار به هوا پرتاب مي 8تاس همگني را به تعداد  :خودآزمايي
  . ظاهر شود را بيابيد 4

اي  و بسط چند جملههيم را تعميم د )36-1(اي  رابطة دو جمله توانيم به همين شكل مي  
و  ܽمهره را در جعبه  1ܰمهرة در كيسه بخواهيم  ܰبه عبارت ديگر اگر مثلاً از . بنويسيم را

گرفتن هاي  آنگاه تعداد كل راه دهيم جا مي ݎمهره را در جعبه  ܰ...  و  ܾرا در جعبه مهره  2ܰ
تعداد ها بيش از  امكان دارد تعداد راه. باشد ها مي مهره ها برابر حاصل ضرب احتمال رخداد آن

 ،و الي آخر ܽمهره در گروه  1ܰكه چگونگي ترتيب بيرون آوردن از آنجايي . باشدواقعي 
 آيد كه تعداد كلِّ زماني به دست ميهاي درست  راه آنگاه تعداد كلِّ .اهميتي در احتمالات ندارد

,!௥ܰها را بر  راه … , ܰ2!,   ها كه راه تقسيم كنيم به عبارت ديگر با توجه به تعداد كلِّ  !1ܰ
  

)1-40(          ܰ1 ൅ ܰ2 ൅ ڮ ൅ ௥ܰ ൌ ܰ  
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  برابر خواهد بود بااشاره شده  هاي صحيح راه. است
  

)1-41(            ே!
ே1!ே2!…ேೝ!

ൌ ே!
∏ ே೔!೔స1

  
 

  ،نويسيم اي را به صورت زير مي كلي بسط چند جملهو در حالت 
   

)1-42(   ሺܽ ൅ ܾ ൅ ڮ ൅ ሻேݎ ൌ ∑ ∑ … ∑ ே!
∏ ே೔!೔స1

ேೝ
௥ୀ0

ே2

௕ୀ0

ே1

௔ୀ0 ܽ
ே1ܾ

ே2 …   ேೝݎ

 
  هاي احتمال  توزيع 5 - 1

توان مثلاً از سرعت هر  نمي ،ها بسيار زياد است در هنگامي كه تعداد ذرات يا مولكول  
تر صحبت  بلكه در عوض بايد به مقدار ميانگين و به عبارت صحيح ؛مولكول گاز صحبت كرد

از مقدار چشمداشتي آن كمرا  ݊در محاسبات مقدار مورد انتظار يا چشمداشتي  ،يعني ؛ت كنيمي
را با توزيع گسسته مربوط ሺ݊ሻܲ، احتمال  ݊به دست آوريم و با معرّفي متغير تصادفي گسسته 

  ،به دست آوريم ݊نتظار مقدار ميانگين يا مورد ا
   

ۄ݊ۃ            )1-43( ൌ
∑ ௡௉೙

ಿ
೙స0

∑ ௉೙
ಿ
೙స0

  
  

برابر يك است و رابطه  )43-1(بينيم كه مخرج كسر رابطة  مي )39-1(با توجه به رابطة   
  ،آيد به صورت زير در مي )1-43(
  

ۄ݊ۃ          )1-44( ൌ ∑ ݊ ௡ܲ
ே
௡ୀ0  

  

طور يقين سرعت ه آنگاه ب ،باشد ۄݒۃهاي گاز برابر  پس اگر سرعت ميانگين مولكول  
بنابراين بايد . بيشتر و يا كمتر باشد ۄݒۃها ممكن است از سرعت ميانگين  بعضي از مولكول

  . هم در نظر گرفته شود كه در رياضي به انحراف معيار معروف است ۄݒۃانحراف از 
ݒ ،عنيي ه؛شد از طرف ديگر گاهي مهم نيست انحراف اشاره   െ مثبت و يا منفي  ۄݒۃ

ݒبا مجذور كردن  توانيم كه اين قضيه را ميباشد  െ ݒሺكه به صورت  ۄݒۃ െ نوشته  ሻ2ۄݒۃ
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௡ߪصورت ه كه ب ݊ع انحراف يا واريانس با اين توضيحات، ميانگين مرب. اييمحل نم ،شود مي
2

 
 ،باشد و جذر واريانس آيد كه معياري براي پراكندگي توزيع مي به دست مي ،شود نوشته مي

هاي  توانيم رابطه با اين توضيحات مي. شود نشان داده مي ௡ߜست كه با همان انحراف معيار ا
طة واريانس در زير شروع مربوط به واريانس و انحراف معيار را به دست آوريم با فرض راب

  ؛كنيم مي
௡ߜ          )1-45(

2 ൌ ∑ ሺ݊ െ ሻ2ۄ݊ۃ
௡ܲ

ே
௡ୀ0  

  چون 
     ሺ݊ െ ሻ2ۄ݊ۃ ൌ ݊2 െ ۄ݊ۃ2݊ ൅   2ۄ݊ۃ

 و 

    ∑ ሺ݊ െ ሻ2ۄ݊ۃ
௡ܲ

ே
௡ୀ0 ൌ ∑ ݊2

௡ܲ െ 2ேۄ݊ۃ
௡ୀ0  

  
  نشان دهيد كه    :خودآزمايي

       ∑ ݊2
௡ܲ ൌ ேۄ2݊ۃ

௡ୀ0  
  شود با رابطة واريانس معادل مي

  

௡ߜ            )1-46(
2 ൌ ۄ2݊ۃ െ   2ۄ݊ۃ

  

و مجذور آن معلوم مي گردد و از آنجا انحراف نسبي  ݊چشمداشتي با بنابراين واريانس تنها 
  .آيد به دست مي

  
  : نشان دهيد كه انحراف نسبي عبارت است از )5-1(با توجه به مطالب در قسمت  :مثال

  

  

را به صورت زير به  nمقدار ميانگين  توانيم مي )46-1(و  )36-1(هاي  با استفاده از رابطه: حل
  ،يمدست آور
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ۄ݊ۃ    ൌ ∑ ݊ ௡ܲ
ே
௡ୀ0 ൌ ∑ ݊ ே!

௡! ሺேି௡ሻ!
௡ேିݍ௡݌

௡ୀ0  
    

     ൌ ∑ ே!
ቀ௡ି1ቁ! ሺேି௡ሻ!

ேି௡ேݍ௡݌
௡ୀ1  

 

    ֜ ۄ݊ۃ  ൌ ∑
ேሺேି1ሻ!

ቀ௡ି1ቁ! ቀேି1ି௡ା1ቁ!
ேି1ି௡ା1ேݍ௡ି1݌ ݌

௡ୀ1  
  

 ൌ ݌ܰ ∑
ேሺேି1ሻ!

ቀ௡ି1ቁ! ቀேି1ି௡ା1ቁ!
ேି1ି௡ା1ேݍ௡ି1݌ ݌

௡ୀ1 
  

ܰاز طرف ديگر با فرض  െ 1 ൌ ݊و  ݉ െ 1 ൌ   توانيم دريابيم كه مي ݇
  

  ∑
ቀேି1ቁ!

ቀ௡ି1ቁ! ቂቀேି1ቁିቀ௡ି1ቁቃ!
ቀேି1ቁିቀ௡ି1ቁேݍ௡ି1݌ 

௡ୀ1 ൌ 

 

     ∑ ௠!
௞! ሺ௠ି௞ሻ!

௠ି௞ݍ௠݌  ൌ 1 
 

   :در نتيجه
  

ۄ݊ۃ              )1-47( ൌ ܰܲ  
  

  نشان دهيد كه :خودآزمايي

ۄ2݊ۃ      )1-48( ൌ ∑ ݊2
௡ܲ

ே
௡ୀ0 ൌ ݊ۃ ቀ݊ െ 1ቁۄ ൅   ۄ݊ۃ

  

  ،داريم )48-1(و  )47-1(، )46- 1(هاي  رابطه با استفاده از
  

௡ߜ  
2 ൌ ۄ2݊ۃ െ 2ۄ݊ۃ ൌ ݊ۃ ቀ݊ െ 1ቁۄ ൅ ۄ݊ۃ െ  2ۄ݊ۃ

 

      ֜ ௡ߜ
2 ൌ ܲ2ܰ ቀܰ െ 1ቁ ൅ ܲܰ െ ܲ2ܰ2 ൌ ܰܲ 

  و يا
௡ߜ      

2 ൌ  ݍ݌ܰ
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ቀ௡در نتيجه انحراف نسبي و يا ميزان انحراف كسر 
N

ቁ  به صورت را  ݌از مقدار مورد انتظار
  ،وريمآ رابطة زير به دست مي

௡ߜ     ൌ ටߜ௡
2 ൌ ඥܰݍ݌ ൌ ටே2௣௤

ே
ൌ ܰට௣௤

ே
 

  كه

)1-49(               ఋ೙
ே

ൌ ට௣௤
ே

  
  

هنگامي يك تابع  ሻݔሺ݌كه تابع گيريم  مينتيجه  ،از اصول كولموگوروفاستفاده با اينك   
  :هاي زير باشد احتمال است كه داراي ويژگي

)1 ሻݔሺ݌  ൐ 0 

)2  ∑ ሻݔሺ݌ ൌ 1 

)3  ݂ሺܺ ൌ ሻݔ ൌ  ሻݔሺ݌
  

به ، اند كه به هوا پرتاب شدهرا هاي دو تاسي  مجموع شماره ،تابع احتمال توزيع :خودآزمايي
  . دست آورد

تابع توزيع احتمالي را بيان فرمولي كه چنين . ايم اي را چهار بار به هوا پرتاب كرده سكّه :مثال
  . به دست آوريد ،كند
خرج كسر تابع احتمال باشد كه در واقع م مي 24=  16تعداد برآوردهاي فضاي نمونه برابر  :حل

بار  4آن را از  توانيم ها و يا آمدن شير مي به منظور به دست آوردن تعداد راه. را خواهد داد
  ،بار شير آمدن داريم ݔدر  ،مثلاً ؛كه يمه به دست آورپرتاب سكّ

ሻݔሺ݌      )1-50( ൌ
൬4

௫
൰

16                 , ݔ ൌ 0, 1, 2, 3, 4  
 

صورت زير ه برا  ሻݔሺ݌با توزيع احتمال  ݔاز متغير تصادفي گسسته  ሻݔሺܨتوزيع فراواني 
  ،كنيم تعريف مي

ሻݔሺܨ          )1-51( ൌ ሺܺሻ݌ ൌ ∑   ሻ௧ஸ௫ݐሺ݌
  

ݔكه تابع توزيع فراواني براي چند مقدار  ൌ   ،ايم آوردهزيردر را  ݉
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)1-52(        ݂ሺݔ ൌ ݉ሻ ൌ

ە
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۓ 0                             ݉ ൏ 0

1
3                      0 ൑ ݉ ൏ 1
5
6                      1 ൑ ݉ ൏ 3 

1                             ݉ ൒ 3

  

 

  .را به دست آوريد )52-1(رابطة  :خودآزمايي
ݔا در اين مثال ام ൌ 0, 1, 2, 3,   است كه در آن 4

ܨ    ቀݔ ൌ 0ቁ ൌ ݌ ቀ0ቁ     ݌ሺݔሻ ൌ
൭

4
0

൱

16 ൌ
1
16     ,     

ܨ   ቀ1ቁ ൌ ݌ ቀ0ቁ ൅ ݌ ቀ1ቁ , ݌ ቀ1ቁ ൌ
൭

4

1
൱

16
ൌ

1
4

֜ ܨ ቀ1ቁ ൌ
5
16

  

ܨ  ቀ2ቁ ൌ ݌ ቀ0ቁ ൅ ݌ ቀ1ቁ ൅ ݌ ቀ2ቁ ൌ
11
16  

ܨ     ቀ3ቁ ൌ ݌ ቀ0ቁ ൅ ݌ ቀ1ቁ ൅ ݌ ቀ2ቁ ൅ ݌ ቀ3ቁ ൌ
15
16  

ܨ   ቀ4ቁ ൌ ݌ ቀ0ቁ ൅ ݌ ቀ1ቁ ൅ ݌ ቀ2ቁ ൅ ݌ ቀ3ቁ ൅ ݌ ቀ4ቁ ൌ 1  
  

  بنابراين
  

ሻݔሺܨ         ൌ

ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ݔ                                  0ۓ ൏ 0

1
16                         0 ൑ ݔ ൏ 1
5
16                         1 ൑ ݔ ൏ 2
11
16                         2 ൑ ݔ ൏ 3
15
16                         3 ൑ ݔ ൏ 4

ݔ                                  1 ൒ 4
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  :يابيم كه به عنوان نمونهمي  با استفاده از آن در
  

݌    ቀ2ቁ ൌ ܨ ቀ2ቁ െ ݌ ቀ1ቁ െ ݌ ቀ0ቁ ൌ
11
16 െ

5
16 െ

1
16 ൌ

5
16 

  
، مختصات نقاط را  ݔبر حسب  ሻݔሺ݌براي ترسيم نمودار تابع توزيع احتمال  :خودآزمايي

,ݔ൫به ازاي مقادير مختلف به دست آوريد و آن را در دستگاه دو بعدي كه محور افقي  ሻ൯ݔሺ݌
  .رسم نماييد ،است ሻݔሺ݌و عمودي آن  ݔ آن

چون با مقادير  ؛پيوستار در نظر گرفت ت كنيد كه در واقع بايد نقاط را به جاي خطِّدقّ  
و تعداد كنيم گذاري  شماره ݉تا  1از را  ي اگر رخدادهادر حالت كلّ .رو هستيمه ب گسسته رو

,௠݊با را  دفعات متناظر بروز هر كدام … , ݊2, 1݊كه هيم نشان د 1݊ ൏ ݊2 ൏ ڮ ൏ ݊௠   
  ،آوريم به دست ميبه صورت زير را  آنگاه تابع توزيع گسسته

  

ሺ݊௜ሻ݌            )1-53(  ൌ Ωሺ௡!ሻ
∑ Ωሺ௡!ሻ೘

೔స1
  

  

آنگاه  نيم،پوشي ك چشم يمباشد كه از اين تفاوت بتوان كقدري كوچه اگر اندازة گسستگي ب
  آيد كه در آن هاي پيوسته هم به كار مي تابع توزيع در بالا براي تابع توزيع

  

ሻݔሺ݌             )1-54( ൌ Ωሺ௡ሻ

׬ Ωሺ௫́ሻௗ௫್́
ೌ

  
  

را به صورت  ݔدر اينجا مقدار ميانگين مثلاً . باشد حدود تغييرات متغير تصادفي مي ܾو  ܽكه 
  ،نويسيم زير مي

ۄݔۃ        ൌ ׬ ௫ ௣ሺ௫ሻௗ௫శಮ
షಮ

׬ ௣ሺ௫ሻௗ௫శಮ
షಮ

  
 

  :ولي بدليل آنكه احتمال كل برابر است با
  

׬        ାஶݔሻ݀ݔሺ݌
ିஶ ൌ 1 
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   ،نيمي مهم زير بازنويسي ك را بصورت رابطه ۄݔۃي  رابطه يم توان مي
  

ۄݔۃ           )1-55(  ൌ ׬ ାஶݔሻ݀ݔሺ݌ ݔ
ିஶ  

  
  گشت تصادفي  6- 1

يك مولكول گاز . م نيستهاي يك گاز، يك حركت منظّ بديهي است كه حركت مولكول  
 ،به عبارت ديگر .مي در طول مسير حركتش نداردگيريم كه حركت منظّ اي را در نظر مي يا ذره

را به راست يا به چپ نقطه آغازين حركتش  ܮمسافت  ݐ زماني ةذره در پايان هر فاصل
كنيم كه كنترلي  ي ميگرفته تلقّ هاي يك فرد موج اين شيوة حركت ذره را همانند گام .پيمايد مي

پس  .نيست او ر از گام ماقبلِگام بعدي او متأثّ ،به عبارت ديگر .در گام برداشتن خود ندارد
در  برداشتن احتمال گام .به راست فرد ندارد نقشي در گام گرفتن به چپ يام، هر گا ةتاريخچ

 ؛دهيم نشان مي ݍو احتمال گام برداشتن به سمت چپ را با حرف  ݌با حرف را جهت مثبت 
݌ولي در هر صورت رابطة  ൅ ݍ ൌ گام به سمت  ݊گام،  ܰحال اگر از . برقرار است 1

ᇱ݊راست و  ൌ ܰ െ اي  آنگاه در نتيجه با احتمال دو جمله ،به سمت چپ برداشته شود ݊
است  ܮگام كه اندازة فاصلة هر گام برابر  ݊تواند  فرد مورد نظر مي. سر و كار داريم ௡ሺܰሻ݌

 ܮ݊تغيير مكان آن به سمت راست برابر  كلِّ ،را به سمت راست بردارد كه در اين حالت
پس تغيير  .باشد مي ܮ́݊پ برابر تغيير مكان آن به سمت چ خواهد بود و به همين شكل كلِّ

  فاصلة زماني برابر است با ܰذره پس از  مكان كلِّ
  

ሺ݊ሻݔ       ൌ ሺ݊ െ ݊ᇱሻܮ 
  و يا 

ሺ݊ሻݔ          )1-56( ൌ ቀ2݊ െ ܰቁ   ܮ
  

توانيم بر حسب  گام را مي ܰبعد از ) يا در اينجا شخص(مقدار مورد انتظار تغيير مكان ذره 
  به دست آوريم به طوري كه ۄ݊ۃ

   

ۄሺ݊ሻݔۃ      )1-57( ቀ2݊ۃ െ ቁܮ ۄܮ ൌ ቀ2݌ െ 1ቁ   ܮܰ
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تغيير مكان برابر تعداد  ،بديهي است كه اگر شخص فقط به سمت راست حركت كند   
) 57-1( ةاست و در رابط ܮܰباشد كه برابر  مي ሻܮሺدر اندازة فاصله هر گام   ሺܰሻها  گام
݌بينيم كه با  مي ൌ   مقدار مورد انتظار تغيير مكان برابر است با 1

   

ۄሺ݊ሻݔۃ            )1-58( ൌ   ܮܰ
  

عبارت است  ،تغيير مكان آن ،چنانچه حركت ذره فقط به سمت چپ باشد ،از طرف ديگر  
݌با  توانيم اين را مي ܮെܰاز  ൌ موضوع جالب ديگر در رابطة . نيمپيدا ك )57-1( در رابطة 0

݌هنگامي است كه با  )1-57( ൌ
1
بنابر اين، چنانچه  .مقدار مورد انتظار تغيير مكان صفر است 2

آنگاه  ،ذره باشدآن  دقيقاً برابر احتمال به چپ رفتن ،كه ذره به سمت راست برود احتمال آن
   .ذره، صفر است تغيير مكان

  : گيريم كه عبارت است از اينك انحراف معيار و واريانس را در نظر مي  
  

௫ߜ        )1-59(
2

ൌ ሺ݊ሻݔሾۃ െ   ۄሿۄሺ݊ሻݔۃ
  

  نشان دهيد كه )59-1(در  )57-1(و  )56-1(هاي  با جايگذاري رابطه :خودآزمايي
   

௫ߜ       )1-60(
2

ൌ 4ܰܲ ቀ1 െ ቁ݌ 2ߜ ൌ   2ߜݍ݌4ܰ
  

݌كه (وقتي ذره تنها به سمت راست  ൌ ݍو  1 ൌ ݌(يا به سمت چپ ) است 0 ൌ و  0
ݍ ൌ   . باشد صفر مي ،واريانس تغيير مكان ،پيش رود) 1

  

௅تحقيق كنيد كه بيشترين مقدار انحراف معيار برابر  :خودآزمايي
√ே
  . است 

  ،رسيم مي )61ـ1( مطالب بالا را تعميم داديم و از آنجا به رابطة مشهور) الف(در پيوست 
  

ሻݔሺ݌        )1-61( ൌ
1

ఋට2గ
݁ିሺ௫ି௑ሻ 2ఋ

2
ൗ  

  كه
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)1-62(      ܺ ൌ 2ߜ      و       ۄܮۃܰ ൌ ܰ   ۄሺΔܰሻ2ۃ
  

  .همگرا هستند ،مورد انتظار هاي مقادير شود كه انتگرال مشاهده مي
  

  نشان دهيد كه )61-1( با استفاده از رابطة :خودآزمايي
   

׬          )1-63( ݔሻ݀ݔሺ݌ ൌ 1ାஶ
ିஶ  

  

  و

ݔሺۃ          )1-65( െ ܺሻ2ۄ ൌ   2ߜ
  

معروف  »توزيع گوسي«يا » توزيع بهنجار«به تابع كه است  تابع توزيعي )63-1(رابطة   
  . ايم ، آن را نشان داده»الف«با توجه به پيوست ) 1ـ1(و در شكل است 
كه شامل تعداد بسيار زيادي از عوامل  را رفتار دستگاهيتوانيم  با اين تابع توزيع مي  

در اوايل اين قسمت توجه داشته باشيم كه  .معين كنيم ،تصادفي كوچك و مستقل از هم است
  با كه اگركرديم سيار زياد فرض برا  ها علي رغم كوچكي اندازة هر گام، تعداد گام

   

ܮ              )1-66( ൌ ఋ
√ே

  
  

  برابر خواهد بود با ،كل آنگاه تغيير مكانِكنيم، اختيار تر  آن را كوچك
  

ݔ            )1-67( ൌ
ఋቀ2௡ିேቁ

√ே
  

  : و يا

)1-68(          ݊ ൌ
1
2 ܰ ൅ ௫

2ఋ √ܰ  
  

  :عبارت است ازاحتمال تغيير مكان از اين رو 

)1-69(        ௡ܲሺܰሻ ൌ
ே! ቆ

1
2ቇ

ಿ

ቆಿ
2 ା ೣ

2ഃ√ேቇ! ቆಿ
2 ି ೣ

2ഃ√ேቇ!
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ل مجانبي 

در حد  
N چگالي ،

 توزيع 
  .د

                    

  
  
   

  
  
  
  
  
  
  
  

  

ൌ ݈  

فرمو يم مي توان

)1 - 1(شكل 
Nمقادير بزرگ 
احتمالي يك

نرمال را مي دهد

                   

 ௡ܲሺܰ  

ܲሺݔሻ ൌ ݈݅݉

݅݉ே՜ஶ ቌ
ቆ

م ܰدير بزرگ 

 ݊! ൎ ට  

  . ررسي كنيد

                   

ܰሻ݀݊ ՜ ܲሺ

  ابيم

݉ே՜ஶ ቆ൬√ே
2ఋ

ಿ
2  ቆ√ಿ

2ഃ
ቇ

ಿ
2 ା ೣ

2ഃ
√ேቇ! ቆಿ

2

و به ازاي مقا )7

ට2݊݊ߨ௡݁ି௡

را بر )86-1(و 

 ل

     ك و شيمي

  ي  رابطه

  ሺݔሻ݀ݔ

بيا ديگر دست

ே൰ ௡ܲሺܰሻቇ

ே!

ಿି ೣ
2ഃ

√ேቇ!
ቍ

71- 1(ي   رابطه
  ؛م

     , ݊ ൐ 1

)71 ـ 1( هاي ه

تابع احتمال

آماري در فيزيك

و )61-1(هاي

      

ي  به يك رابطه 

      

   

ن مقدار تابع در
يمريل را بكار بر

      

رابطهدرستي : ي

هاي آ روش

ه و با رابطه
   

)1-70( 
  

يم مي توان
 

)1-71( 
  

 

  

براي تعيين
تابع فاكتور

)1-72( 
  

خودآزمايي
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باشد و از آنجايي كه فرمول استرلينگ كاربردهاي  مي» استرلينگ«همان فرمول ) 72- 1(رابطة 
  . پردازيم تر به آن مي لدر قسمت بعدي مفص ،بسيار زيادي را در ترموديناميك آماري دارد

 
   قريب استرلينگت 7- 1

و يا به  1016هاي در واحد سانتي متر مكعب سيليسيم كه حدود  وقتي به تعداد اتم  
شويم، تنها با استفاده  ها در يك مول رو به رو مي فاكتوريل اعداد بسيار بزرگي شامل تعداد اتم

ات تغيير ،از لگاريتمبا استفاده كه  اچر. ها بپردازيم توان به مطالعة آن مي از تقريب استرلينگ
ها، تنها عمل  آنبدون تغييري در مفاهيم به طوري كه  شود ند مياي كُ به گونه !ܰبسيار شديد 

رسيم كه در اين كتاب بارها و  و از آنجا به روابط مفيدتري ميگردد  ميتر  محاسبات راحت
  ابتدا از ،گيرند بارها مورد استفاده قرار مي

   

)1-73(          ܰ! ൌ 1 ൈ 2 ൈ … ൈ ܰ  
  :رسيم كنيم با گرفتن لگاريتم از اين رابطه به نتيجة زير مي شروع مي

 

!ܰ ݊ܮ       )1-74( ൌ 1 ݊ܮ ൅ 2 ݊ܮ ൅ ڮ ൅ ܰ ݊ܮ ൌ ∑ ே݊ ݊ܮ
௡ୀ1  

  

و مي نماييم ترسيم  ݔبر حسب  ݔ ݊ܮبراي  )2- 1(شكل زيمانسكي در نموداري همانند   
با كمي را  شكل هاي در مجموع مساحت مستطيلتوانيم  مي ݊آنگاه به ازاي مقادير بسيار بزرگ 

چون مساحت هر مستطيل . در نظر بگيريم )2- 1( اختلاف برابر مساحت زير نمودار شكل
  :داريم در نتيجه ،باشد مي ݊ ݊ܮ ݊عرض و يا  ×برابر طول 

   

!ܰ ݊ܮ     ൎ ׬ ேݔ݀ ݔ ݊ܮ
1 ൎ ܰ ݊ܮܰ െ ܰ  

ܰبنابراين به ازاي  ب   :را خواهيم داشترابطة مهم  ١
   

!ܰ ݊ܮ          )1-75( ؆ ܰ ݊ܮ ܰ െ ܰ  
  

به دفعات بسيار زيادي در  ،كه به رابطة استرلينگ معروف است )75-1(رابطة بسيار مهم   
  .كنيم هاي بعد از آن بيشتر استفاده مي آيد كه در فصل كار ميه بحث و بررسي ب
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  ࢞بر حسب  ࢞ ࢔ࡸنمودار   2- 1شكل 

  
   توزيع نمايي 8 - 1

طوري كه اشاره  همان .تا اينجا ديديم كه متغير تصادفي ميتواند گسسته و يا پيوسته باشد  
ي اشاره كنيم كه به هاي واقع بر خطّ توانيم توزيع فواصل در بين نقطه به عنوان نمونه مي ،كرديم
كنيم چگال احتمال چنين توزيعي و يا امثال آن با  فرض مي. شوند تصادفي اختيار ميطور 
  معلوم شود كه  ሻݐሺ݌

׬            )1-76( ஶݐሻ݀ݐሺ݌
0 ൌ 1 

௧ߜو واريانس  ۄݐۃدر اين صورت مقدار انتظاري   
2

ترتيب براي وضعيتي كه پيوستگي ه را ب 
  ؛نماييم حاكم است به صورت روابط زير بيان مي

  

ۄݐۃ           )1-77( ൌ ׬ ஶݐ݀ ሻݐሺ݌ ݐ
0  

  و

௧ߜ     
2

ൌ ׬ ሺݐ െ ஶݐ݀ ሻݐሺ݌ ሻ2ۄݐۃ
0 

  و يا 

Ln X 

X 
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௧ߜ           )1-78(
2

ൌ ۄ2ݐۃ െ   2ۄݐۃ
  

  برابر است با xاي در فاصله  احتمال پيدا نشدن نقطه) ب(اينك مطابق پيوست 
  

)1-79(          ܲሺݔሻ ൌ
1
ఒ

݁ି௫ ఒ⁄  
  

  .آيد پواسون بكار ميدهد كه در تابع توزيع گسستة  به ما تابع توزيع نمايي را مي) 79ـ1(رابطة 
  

ۄݔۃنشان دهيد كه : خودآزمايي ൌ ௫ߜو  ߣ ൌ دهد كه اندازة فاصلة  اين نشان مي. است ߣ
  . بين نقاط به طور تصادفي توزيع شده است

  
  توزيع پواسون  9- 1

به  )79-1(با رابطة  ݔاي در طول  بيان كرديم كه احتمال نيافتن نقطه )8-1(در قسمت   
ي هستيم كه معادل نيافتن نقطه در فاصلة اكنون در پي يافتن احتمالي در طول خطّ. آيد دست مي

ᇱݔو  ᇱݔبا اين توضيحات احتمال يافتن يك نقطه در فاصلة . است ݔ ൅ توانيم پيدا  را مي ᇱݔ݀
  ؛گيريم زير پي ميروابط  را به صورت 8-1هاي بخش  براي اين منظور بررسي. كنيم

   

   ܲ1 ቀ௫
ఒ
ቁ

ᇱ
ൌ ׬ ܲ0 ቀ௫ି௫ᇲ

ఒ
ቁ ܲ1 ቀ௫ᇲ

ఒ
ቁ ܲ0 ቀ௫ᇲ

ఒ
ቁ ᇱ௫ݔ݀ 

0 

     ൌ ׬ ݁ି൫௫ି௫ᇲ൯ ఒ⁄  
1
ఒ

 ݁ି௫ ఒ⁄ ᇱ௫ݔ݀ 
0 

  و يا 
)1-80(          ܲ1 ቀ௫

ఒ
ቁ ൌ ௫

ఒ
 ݁ି௫ ఒ⁄  

  

ᇱݔهمين روند را براي احتمال يافتن يك نقطه در گسترة    ൅ و نقطة ديگر در  ᇱݔو  ᇱݔ݀
ᇱᇱݔ ൅   كهبريم  ميكار ه ب ᇱᇱݔو  ᇱᇱݔ݀

 )1-81(      ܲ2 ቀ௫
ఒ
ቁ ൌ ׬ ܲሺݔᇱᇱሻܲ1 ቀ௫ି௫ᇲᇲ

ఒ
ቁ ᇱᇱ௫ݔ݀

0  
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و در نتيجه خواهيم يم را به دست آور ݔنقطه در طول  ݊توانيم احتمال وجود فقط  و نيز مي
  :داشت

)1-82(        ௡ܲ ቀ௫
ఒ
ቁ ൌ ׬ ܲሺݔሻ ܲ௡ି1 ቀ௫ି௫

ఒ
ቁ௫

0  
  

  . است )83-1(برابر رابطة  )82-1( نشان دهيد كه حاصل انتگرال رابطة: خودآزمايي
  

)1-83(           ௡ܲ ቀ௫
ఒ
ቁ ൌ

ቀೣ
ഊቁ

೙

௡!
݁ି௫ ఒ⁄  

 
توزيع «تابع  يك تابع توزيع گسسته است و به )83-1(كنيم كه تابع توزيع  ملاحظه مي  

  ،شود صورت رابطة زير هم نوشته ميو به است معروف » پواسون
  

)1- 84(        ܲሺ௡ሻ ൌ ௔೙௘ష೙

௡!
,        ݊ ൌ 0, 1, 2, …  

  

ن، ورود مشتريان به يك زمان معياين توزيع در گسيل ذرات از يك چشمة راديواكتيو در   
 . ها در فضا و موارد بسيار ديگر به كار رفته است ، توزيع كهكشان ܶمغازه در زمان 

 
1 - 10 ن لاگرانژ ضرايب نامعي  

 - انتقالي هاي  ذره باشد و در بررسي حركت انتقالي و حركت ܰوقتي سيستمي شامل   
 توانيم ها را مي هاين مختص ،باشد ه نياز ميمختص 6و  3ترتيب به ه چرخشي هر ذره در فضا ب

  3ܰذره را ذرات بدون برهم كنش فرض كنيم به  ܰحال اگر . نيمآزادي قلمداد ك ةهمان درج
 ،ه نياز خواهد بود تا موقعيت ذرات را مشخّص كنيم و پيداست كه اين تعدادمختص  6ܰو يا 

اي به بررسي  هاي كارتزيني، كروي و يا استوانه بسيار بيشتر از آن است كه بتوان با چارچوب
كنيم و به تغيير شكل  را معرّفي مي ௞ݍيافته  بنابراين مختصة تعميم. زيمپردابها  حركت آن
௞ݍبه  ௞ݍدستگاه از  ൅ ௞ݍو يا  ௞ݍߜ ൅   . مي پردازيم ௞ݍ݀

  
فضاي ذره در  ݖو  ݕ،  ݔي  و مختصهمل تنها يك ذره فرض كنيد دستگاه را شا :خودآزمايي

  . را بر حسب مختصات تعميم يافته بنويسيد
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را به صورت زير به دست  ௞ݍنيروهاي تعميم يافته مرتبط با مختصة تعميم يافتة  :خودآزمايي
  . آوريد

)1-85(          ܳ௞ ൌ ∑ ቀܨ௜
డ௫೔
డ௤ೖ

ቁ௜  
  

به عبارتي معادلة ديفرانسيلي . يمرفتار ذره را بررسي كرد ،يافته بر حسب مختصات تعميم  
است و تابع لاگرانژ لاگرانژ صورت پذيرفته  به وسيلةكه اين كار م حركت را به دست آوري

ሺܮሻ   بر حسب انرژي جنبشي  راሺܶሻ  و پتانسيلሺܸሻ  ،تعريف مي كنيم  
  

ܮ        )1-86( ቆݍ௞, ௞ݍ

0
ቇ ൌ ܶ ቆݍ௞

0
ቇ െ ܸሺݍ௞ሻ  

  

  ،مي رسيمي لاگرانژ  به معادلهو از آنجا 
  

)1-87(            ௗ
ௗ௧

డ௅

డ௤ೖ
0 ൌ డ௅

డ௤ೖ
  

  

௞ܳنيروهاي غير پايا  ديگر، اگر از طرف  
ᇱ آنگاه  ،نظير نيروي اصطكاك حضور داشته باشد

  ،نماييم را به صورت رابطة زير تكميل مي )87-1(رابطة 
  

)1-88(           ௗ
ௗ௧

డ௅

డ௤ೖ
0 ൌ ܳ௞

ᇱ ൅ డ௅
డ௤ೖ

  
  

اند  بر حسب انرژي معرّفي شده ܮاين است كه تابع لاگرانژ  ،كارگيري لاگرانژه ضريب ب  
كه كمكردن كار م داني طور كه مي اي هستند و همان هاي نرده تيبا كمبهتر از  ،اي هاي نرده تي

  . هاي معادلة انرژي است و اين از مزيت هاي برداري است كار كردن با كميت
ي از اهميت اي است كه فضاي تكانة خطّ شرايط حال و آيندة ذره به گونه ،طرف ديگراز   

ه گنجانيم كه ب مي ሻܪሺاين مهم را در تايع هاميلتوني  از اين رو، .بسزايي برخوردار است
  ؛شود ر با تابع لاگرانژ مرتبط ميصورت رابطة زي

ܪ            )1-89( ൌ ∑ ௞ݍ

0
௞௞݌ െ   ܮ
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آوريم كه به معادلات استاندارد  را بر حسب ديگري به دست مي ௞݌و تكانة  ௞ݍو از آنجا 
  : عبارتند از ،اند هاميلتون در مورد حركت معروف

௞ݍ               )1-90(

0
ൌ డு

డ௣ೖ
  

  

௞ݍ               )1-91(

0
ൌ డு

డ௣ೖ
  

 

يكي از قيدها كه . دهيمنظر قرار  مدبايد قيدهايي را ذره  ܰدر مطالعة رفتار دستگاه با   
 ܰبرابر  ،ذرات اين است كه تعداد كلِّ ،شود اي در نظر گرفته مي ذره ܰعمدتاً در دستگاه 

  ؛است؛ يعني
)1-92(              ∑ ݊௜௜ ൌ ܰ  
  

ذره  2݊، انرژي  1ܧذره  1݊ذره اي به گونه اي باشد كه انرژي  ܰاگر اين دستگاه منزوي   
  :عبارت است از ܧانرژي كل دستگاه ،  آنگاه با فرض ذراتي بدون برهمكنش. والي آخر 2ܧ

  

)1-93(             ∑ ݊௜௜ ௜ܧ ൌ   ܧ
  

بنابراين بايد در مطالعة رفتار ذره، در كنار معادلة حاكم بر ذره، معادلات قيدي را حتماً در   
آنگاه بايد قادر باشيم تا  ،معرّفي كنيم ߮و تابع قيدي را با  ݂و اگر تابع اولي را با يم ريگبنظر 
  ،دلة زير را حل كنيممعا

  

)1-94(      డ௙
డ௤೔

൅ ∑ ௞ߣ
డఝೖ
డ௤೔

௞ ൌ 0,            ݅ ൌ 0, 1, 2, … , ܰ  
  

... و  2ܧذره با انرژي  2݊، 1ܧذره با انرژي  1݊ذره دستگاه به تعداد  ܰحال چنانچه از   
در فصل هاي بعدتر بيشتر به اين موارد خواهيم ( د آنگاه نجايگاه هايي را اشغال كرده باش

  :داريم )پرداخت

)1-95(        ݂ ൬݊1, ݊2, … , ݊௠൰ ൌ ே!
௡1! ௡2! … ௡೘!

  
  

  ي رابطه با استفاده از تقريب استرلينگ يم توان مي n!و Nبه بزرگ بودنتوجه كه با 
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  ،نيمرا بصورت زير بازنويسي ك )1-95( 
  

ܨ ݊ܮ   ൌ !ܰ ݊ܮ െ ൬1݊ ݊ܮ! ൅ !2݊ ݊ܮ ൅ ڮ ൅   ௠!൰݊ ݊ܮ
 

 ؆ ሺܰ ݊ܮ ܰ െ ܰሻ െ ൬݊11݊ ݊ܮ െ ݊1 ൅ ڮ ൅ ݊௠݊ܮ ݊௠ െ ݊௠൰  
 

  :داريم )92-1(ي  كه با استفاده از رابطه
   

)1-96(           ݊1 ൅ ݊2 ൅ ڮ ൅ ݊௠ ൌ ܰ  
  و بدين ترتيب

݂ ݊ܮ     ൌ ܰ ݊ܮ ܰ െ ∑ ݊௜ ݊ܮ ݊௜
௠
௜ୀ1  

  

مطرح  )91-1(مضارب لاگرانژ كه در روابط و ) 92-1( را با قيد  ݂ ݊ܮي بيشينه ينك ا  
  ديديم كه وبدست مي آوريم  شده 

    

݂ ݊ܮ݀          )1-97( ൅ ∑ ߣ ݀݊௜  
  

  كه در آن
   ൌ ݀ே݊ܮ ܰ ൅ ܰ ௗಿ

ே
െ ∑ ቀ݀݊௜ ݊ܮ ݊௜ ൅ ݊௜

ௗ௡೔
௡೔

ቁ௜  
 

      ֜ ݂ ݊ܮ ݀ ൌ ݀ሺܰ ݊ܮ ܰ െ ∑ ݊௜ ݊ܮ ݊௜௜ ሻ  
 

∑ሺ ثابت است ሺܰሻكه تعداد ذرات كنيم حال اگر فرض  ݊௜ ൌ ܰ ൌ   :آنگاه ሻ݁ݐܿ
  

)1-98(        ∑ ሺ݊ܮ ݊௜ ൅ ሻ ݀݊௜ߣ
௠
௜ୀ1 ൌ 0  

  و يا 
)1-99(            ݊௜ ൌ ݁ିఒ  
  

توجه دادن خواننده به  است، آنچه براي ما مهم بوده. در اينجا فعلاً به انرژي نپرداختيم  
وجود و نقش قيد يا قيدها در معادلات حركت است كه بايد در بررسي رفتار ذرات دستگاه در 

  . نظر گرفته شوند
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  اولمسائل فصل 
لامپ آبي بر سر در  8لامپ سبز و  6لامپ قرمز،  4توان  معلوم كنيد به چند طريق مي )1-1

  . كليد برق روشن ساخت 18اي با تنها  مغازه
  

  . آن را بنويسيد ةفضاي نمون) الف: كنيم ه را سه دفعه به هوا پرتاب مييك سكّ) 1-2
  . احتمالي كه حد اقل يك بار خط بيايد را بيابيد) ب

  

س هاي تا كه مجموع شماره احتمال آن .كنيم دو تاس را دو دفعه با هم به هوا پرتاب مي )1-3
  . بيايد را بيابيد 11و  7

  

  : به صورت زير داده شده است ܺتابع چگالي احتمال متغير تصادفي  )1-4
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  . برقرار است )77-1( نشان دهيد كه رابطة) الف
݌تابع چگالي احتمال ) ب ቀ0 ൏ ݔ ൏ 1ቁ را پيدا كنيد .  

  

نفر  3تعداد داورها را  .آسيايي مسابقة فوتبال بگيريد انرا تعداد داور ܺمتغير تصادفي  )1-5
واريانس متغير . شوند انتخاب مياروپايي داور  3داور آسيايي و  4طور تصادفي از ه بگيريد كه ب

  . را بيابيد ܺ

  

در  ،كه تحت تأثير ميدان مغناطيسي خارجي نيست را اسپيني 10يك دستگاه ايده آل  )1-6
݊حال تعادل فرض كنيد و تعيين كنيد كه چه كسري ൌ 0, 1, 2, … , رو به بالا  اسپين 10

  . باشد مي

  

 100بر يك بالن يك ليتري كه حاوي گاز نيتروژن در شرايط متعارفي است، سوراخ  )1-7
 ،گيرد قرار مي ،تر از بالن است هنگامي كه در ظرف خلاي كه بزرگ .نانومتري ايجاد شده است

ت يك ماه چند درصد از تعيين كنيد در مد. شود هاي گاز وارد محفظة خلا مي مولكول
  . كنند نشت مي هاي گاز از بالن به محفظة خلا مولكول
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  . بگيريدهاي مغناطيسي خارجي در نظر  اسپيني را در غياب ميدان 10يك دستگاه  )1-8
݊هاي رو به بالا  كه تعداد گشتاور اسپين احتمال آن) الف ൌ 0, 1, 2, … , باشد را پيدا  10
  . كنيد
  . تعداد ميانگين گشتاورهاي رو به بالا را بيابيد) ب
   .گشتاور مغناطيسي ميانگين را به دست آوريد) ج

   

و واريانس در توزيع  ۄ݊ۃبهنجار است  )83-1(نشان دهيد كه توزيع پواسون در رابطه  )1-9
  . را بيابيد ߙاهميت پارامتر . پواسون را محاسبه كنيد

  

 است داغ تنگستني با عبور جريان الكتريكي داغ شده ةدر ميكروسكوپ الكتروني، رشت )1-10
 ݐ߂قادر است تنها يك الكترون را در فاصلة زماني كوچك ) كاتوره اي(طور تصادفي ه و ب

دهيم و عدم گسيل آن در اين بازة  نشان مي ݌احتمال گسيل تك الكترون را با . گسيل كند
گسيل شده  ݐتر  الكترون در زمان طولاني ܰاگر تعداد . دهيم نشان مي ݍزماني كوچك را با 

  : باشد
  . را بيابيد ۄݍۃيعني  ݍآنگاه مقدار ميانگين بار ) الف

را به  ۄሻ2ݍ߂ሺۃبه عبارتي ( ݐدر زمان  ݍشده  هاي گسيل ونپراكندگي بار الكتريكي الكتر) ب
  . دست آوريد

  

 ،باشد) يك بعدي(كه يك خط  در گشت تصادفي، فرض كنيد سير حركت به جاي آن )1-11
نياز است كه روابط جديد در فضاي دو بعدي  ،صورت در اين. است) با دو متغير(يك صفحه 

  . روابط يك بعدي گشت تصادفي را به دو بعد تعميم دهيد. را به دست آوريد

  

 ൅ܵجايي ه ب اي و گشت تصادفي، چگالي احتمال متناظر با جا در بحث بسط دو جمله) 1-12
–جايي ه ب به سمت راست و جا) ݌با احتمال ( ݍبا احتمال ( ܵ ൌ 1 െ سمت چپ را به ) ݌

ሻܮሺܹصورت ه در نظر بگيريد كه ب ൌ ߜ ݌ ቀ1 െ ܵቁ ൅ ߜ ݍ ቀ1 ൅ ܵቁ نشان . باشد مي
  . كند پيروي مي ௜ܨاي  از بسط دو جمله ሻݔሺ݌دهيد كه تابع احتمال 

  

݌      ቀ2݊ െ ܰቁ ൌ ே!
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