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گسسته یکنواخت توزیع ◀

برنولی توزیع ◀

دوجمله ای توزیع ◀

هندسی و منفی دوجمله ای توزیع ◀

هندسی فوق توزیع ◀

پواسن توزیع ◀

چندجمله ای توزیع ◀
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صورت آن در کند، اختیار برابر احتمال های با را ١, ٢, . . . , k مقادیر از یک هر بتواند X تصادفی متغیر اگر گسسته: یکنواخت توزیع

می شود تعریف زیر صورت به آن احتمال تابع و است گسسته یکنواخت X توزیع می گوییم

fX(x) = P(X = x) =
١

k
, x = ١, ٢, . . . , k

گسسته: یکنواخت توزیع خواص

.Var(X) = k١−٢
١٢ (٢ E(X) = k+١

٢ (١

(١ اثبات:

E(X) =
k∑

x=١

x
١

k
=

١

k

k∑
x=١

x =
١

k
.
k(k+ ١)

٢
=

k+ ١

٢

(٢

E(X٢) =
١

k

k∑
x=١

x٢ =
١

k
.
k(k+ ٢)(١k+ ١)

۶
=

(k+ ٢)(١k+ ١)

۶

Var(X) = E(X٢)− E٢(X) =
(k+ ٢)(١k+ ١)

۶
− (k+ ٢(١

۴
=

k٢ − ١

١٢

٣٩ / ٣ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:
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برنولی: توزیع

دو از برنولی آزمایش یک نمونه فضای دیگر عبارت به باشد. داشته ممکن نتیجه دو فقط که است آزمایشی برنولی آزمایش

می نامیم. (F) شکست را دیگری و (S) پیروزی را آن ها از یکی که می شود تشکیل ساده پیشامد

می کنیم تعریف زیر صورت به {S, F} یعنی برنولی آزمایش نمونه فضای روی را X تصادفی متغیر

X(S) = ١, X(F) = ٠

احتمال های با
P(X = ١) = p, P(X = ٠) = q, q = ١ − p

گویند. برنولی توزیع را آن توزیع و برنولی متغیر یک را X تصادفی متغیر فوق تعریف با

١ تعریف

به X احتمال تابع هرگاه ،X ∼ b(١, p) می نویسیم و است پیروزی) (شانس p پارامتر با برنولی توزیع دارای X تصادفی متغیر گوییم

باشد زیر صورت
fX(x) = pxq١−x, x = ٠, ١x ٠ ١

f(x) q p

٣٩ / ۴ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:
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برنولی: توزیع خواص

.MX(t) = q+ pet (٣ Var(X) = pq (٢ E(X) = p (١

(١ اثبات:

E(X) =
١∑

x=٠

xpxq١−x = ٠ + p١ = p

(٢

E(X٢) =
١∑

x=٠

x٢pxq١−x = ٠ + p١ = p

Var(X) = E(X٢)− E٢(X) = p− p٢ = p(١ − p) = pq

(٣

MX(t) = E(etX) =
١∑

x=٠

etxpxq١−x = e٠p٠q١ + etp١q٠ = q+ pet

٣٩ / ۵ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:
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دوجمله ای: توزیع

این در پیروزی ها تعداد را X تصادفی متغیر و کنیم تکرار بار n هم از مستقل را p پیروزی شانس با برنولی آزمایش یک اگر

بود. خواهد دوجمله ای X توزیع آن صورت در کنیم، تعریف آزمایش n

.١ مثال

پرتاب ٣ این در شیرها تعداد را X تصادفی متغیر و می کنیم پرتاب هم از مستقل بار ٣ را می باشد p آن آمدن شیر شانس که سکه ای

بیابید. را X احتمال تابع می نامیم.

می گیریم. نظر در T ↔ F شکست را خط آمدن و H ↔ S پیروزی را شیر آمدن مثال این در پاسخ:

نمونه: فضای
{ SSS︸︷︷︸

٣

, SSF︸︷︷︸
٢

, SFS︸︷︷︸
٢

, FSS︸︷︷︸
٢

, FFS︸︷︷︸
١

, FSF︸︷︷︸
١

, SFF︸︷︷︸
١

, FFF︸︷︷︸
٠

}

SX = {٠, ١, ٢, ٣}

X مقادیر ٠ ١ ٢ ٣

دنباله هر احتمال q٣ pq٢ p٢q p٣

دنباله ها تعداد ١ =
(

٣
٠

)
٣ =

(
٣
١

)
٣ =

(
٣
٢

)
١ =

(
٣
٣

)
٣٩ / ۶ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:
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١ مثال ادامه
مثال عنوان به

P(X = ٢) = ٣p٢q =

(
٣

٢

)
p٢q, P(X = ١) = ٣pq٢ =

(
٣

١

)
pq٢

می باشد زیر صورت به X احتمال تابع

P(X = x) =

(
٣

x

)
pxq٣−x, x = ٠, ١, ٢, ٣

٢ تعریف

به X احتمال تابع هرگاه X ∼ b(n, p) می نویسیم و می باشد p و n پارامترهای با دوجمله ای توزیع دارای X گوییم

باشد زیر صورت

fX(x) = P(X = x) =

(
n

x

)
pxqn−x, x = ٠, ١, . . . , n

می باشد. n = ١ با دوجمله ای توزیع از خاصی حالت برنولی توزیع

٣٩ / ٧ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:
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دوجمله ای: توزیع خواص

.MX(t) = (q+ pet)n (٣ Var(X) = npq (٢ E(X) = np (١

(١ اثبات:

E(X) =
n∑

x=٠

x

(
n

x

)
pxqn−x =

n∑
x=١

n!

(x− ١)! (n− x)!
pxqn−x

= np
n∑

x=١

(n− ١)!

(x− ١)! (n− x)!
px−١qn−x = np

n−١∑
y=٠

(n− ١)!

y! (n− ١ − y)!
pyqn−١−y = np

٣٩ / ٨ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:

A. Asgharzadeh

University of M
azandaran



مهم گسسته توزیع های Lecture 9

بیان E(X٢) = E(X(X− ١))+ E(X) صورت به که می کنیم محاسبه را E(X٢) ابتدا واریانس، محاسبه برای (٢

کنیم محاسبه را E(X(X− ١)) است لازم لذا می گردد.

E(X(X− ١)) =

n∑
x=٠

x(x− ١)

(
n

x

)
pxq١−x =

n∑
x=٢

n!

(x− ٢)! (n− x)!
pxqn−x

= n(n− ١)p٢
n∑

x=٢

(n− ٢)!

(x− ٢)! (n− x)!
px−٢qn−x

= n(n− ١)p٢
n−٢∑
y=٠

(n− ٢)!

y! (n− y− ٢)!
pyqn−y−٢ = n(n− ١)p٢

٣٩ / ٩ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:

A. Asgharzadeh

University of M
azandaran



مهم گسسته توزیع های Lecture 9

بنابراین

E(X٢) = E(X(X− ١)) + E(X) = n(n− ١)p٢ + np

و

Var(X) = E(X٢)− E٢(X) = n(n− ١)p٢ + np− n٢p٢

= np− np٢ = np(١ − p) = npq

(٣

MX(t) = E(etX) =
n∑

x=٠

etx
(
n

x

)
pxqn−x =

n∑
x=٠

(
n

x

)
(pet)xqn−x

داریم (a+ b)n =
n∑

i=٠

(n
i

)
aibn−i دوجمله ای بسط از استفاده با و

MX(t) =
n∑

x=٠

(
n

x

)
(pet)xqn−x = (q+ pet)n

٣٩ / ١٠ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:
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٣ تعریف

تنها و اگر می شود، داده دوجمله ای تصادفی متغیر عنوان آن به و دارد (Binomial) دوجمله ای توزیع X تصادفی متغیر

باشد زیر صورت به آن احتمال توزیع اگر

fX(x) =

(
n

x

)
px(١ − p)n−x, x = ٠, ١, ٢, . . . , n

است. آزمایش هر در p موفقیت احتمال با تصادفی آزمایش n در موفقیت ها تعداد X حقیقت در

آن گاه: ،X ∼ b(n, p) اگر

E(X) = np,

Var(X) = npq, q = ١ − p

MX(t) = (q+ pet)n

٣٩ / ١١ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:

A. Asgharzadeh
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.٢ مثال

کنید. پیدا همگن سکه یک پرتاب ١٢ در را شیر ۵ آوردن دست به احتمال

آن گاه: بگیریم، نظر در تاس پرتاب ١٢ در شیرها تعداد را X تصادفی متغیر اگر پاسخ:

X ∼ b(١٢,
١

٢
)

P(X = ۵) =

(
١٢

۵

)
(

١

٢
)۵(١ − ١

٢
)١٢−۵ ≃ ٠٫١٩

.٣ مثال

باشد ٠٫٨ آن ها از یک هر بهبود احتمال و برقرار استقلال فرض که صورتی در را گرمسیری بیماری یک از نفر ١٠ از نفر ٧ بهبود احتمال

بیابید. را

آن گاه: بگیریم، نظر در بیمار ١٠ در بهبودیافته افراد تعداد را X تصادفی متغیر اگر پاسخ:

X ∼ b(١٠, ٠٫٨)

P(X = ٧) =

(
١٠

٧

)
(٠٫٨)١)٧ − ٧−١٠(٠٫٨ ≃ ٠٫٢

٣٩ / ١٢ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:
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.۴ مثال
۵ از تا ٣ حداقل این که احتمال است. راننده خستگی از ناشی یکی اتومبیل تصادف ١٠ هر از که می کند ادعا اتومبیل ایمنی مهندس یک

است. چقدر باشد، راننده خستگی از ناشی اتومبیل تصادف

آن گاه: بگیریم، نظر در راننده خستگی از ناشی تصادفات تعداد را X تصادفی متغیر اگر پاسخ:

X ∼ b(۵, ٠٫١)

P(X ≥ ٣) = P(X = ٣) + P(X = ۴) + P(X = ۵)

=

(
۵

٣

)
(٠.١)٢(٠.٩)٣ +

(
۵

۴

)
(٠.١)۴(٠.٩) +

(
۵

۵

)
(٠.١)۵

٣٩ / ١٣ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:
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توجه

آن گاه باشند، p پارامتر با برنولی توزیع دارای و هم توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای X١,X٢, . . . ,Xn اگر

است. p و n پارامترهای با دوجمله ای توزیع دارای که است تصادفی متغیر Y = X١ + X٢ + . . .+ Xn

MY(t) = MX١+X٢+...+Xn(t) = E(et(X١+X٢+...+Xn))

= E(etX١)E(etX٢) . . . E(etXn)

= (q+pet) (q+pet) ... (q+pet)︸ ︷︷ ︸
تا n

= (q+ pet)n

٣٩ / ١۴ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:

A. Asgharzadeh
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مشاهده تا را مستقل آزمایش های بخواهیم کنید فرض بگیرید. درنظر را θ پارامتر با برنولی آزمایش های از دنباله ای هندسی: توزیع

یک بلکه نیست مشخص لازم آزمایش های تعداد ولی است،  یک معین عدد موفقیت ها تعداد حالتی چنین در کنیم. تکرار موفقیت اولین

عبارتند X ممکن مقادیر دهیم، نشان X با را تصادفی متغیر این چنانچه می شود. نامیده هندسی تصادفی متغیر که است متصادفی متغیر

که باشیم داشته موفقیت یک متوالی، شکست x − ١ از پس اگر تنها و اگر می دهد رخ X = x پیشامد اینصورت در .١, ٢, ... از

داریم: اساس این بر است. (١ − θ)x−١ θ آن احتمال

P(X = x) = P( FF ... F︸ ︷︷ ︸
شکست x−١

S) = (١ − θ)x−١θ, x = ١, ٢, . . .

۴ تعریف

باشد زیر صورت به X احتمال تابع اگر X ∼ G(θ) می نویسیم و است θ پارامتر با هندسی توزیع دارای X تصادفی متغیر گوییم

fX(x) = θ(١ − θ)x−١, x = ١, ٢, . . .

که می کنیم توجه است احتمال تابع یک فوق تابع اینکه بررسی برای

∞∑
x=١

f(x) =
∞∑
x=١

θ(١ − θ)x−١ = θ
∞∑
x=١

(١ − θ)x−١ = θ
١

١ − (١ − θ)
= ١

٣٩ / ١۵ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:

A. Asgharzadeh
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١ قضیه

آن گاه: باشد، θ پارامتر با هندسی توزیع دارای X اگر

.MX(t) =
θet

١−et(١−θ) (٣ Var(X) = ١−θ
θ٢ (٢ E(X) = ١

θ (١

q = ١ − θ کنید فرض (١ اثبات:

E(X) =

∞∑
x=١

x(١ − θ)x−١θ =

∞∑
x=١

xqx−١)١ − q) = (١ − q)
∞∑
x=١

d

dq
qx

= (١ − q)
d

dq

∞∑
x=١

qx = (١ − q)
d

dq
(

q

١ − q
) =

١ − q

(١ − q)٢
=

١

θ

٣٩ / ١۶ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:
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(٢

E(X٢) =

∞∑
x=١

x١)٢ − θ)x−١θ =

∞∑
x=١

x٢qx−١)١ − q) = (١ − q)
∞∑
x=١

d

dq
xqx

= (١ − q)
d

dq

∞∑
x=١

xqx = (١ − q)
d

dq
q

∞∑
x=١

xqx−١ = (١ − q)
d

dq
q

∞∑
x=١

d

dq
qx

= (١ − q)
d

dq
q
d

dq

∞∑
x=١

qx = (١ − q)
d

dq

q

(١ − q)٢
= (١ − q)

١ + q

(١ − q)٣

=
٢ − θ

θ٢

بنابراین و

Var(X) = E(X٢)− E٢(X) =
٢ − θ

θ٢
− ١

θ٢
=

١ − θ

θ٢

٣٩ / ١٧ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:
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(٣

MX(t) = E(etX) =
∞∑
x=١

etx(١ − θ)x−١θ

= θ(١ − θ)−١
∞∑
x=١

(et(١ − θ))x =
( θ

١ − θ

) et(١ − θ)

١ − et(١ − θ)

=
θet

١ − et(١ − θ)

.۵ مثال

در سرانجام متقاضی یک این که احتمال باشد. ٠٫٧۵ شود قبول مربوطه آزمون در رانندگی گواهی نامه متقاضی یک این که احتمال اگر

است. چقدر شود، قبول آزمون چهارمین

آن گاه: بگیریم، نظر در قبولی بار اولین تا آزمون ها تعداد را X تصادفی متغیر اگر پاسخ:

X ∼ G(٠٫٧۵)

P(X = ۴) = (١ − ٠٫٧۵)٣(٠٫٧۵) = ٠٫٠١١٧

٣٩ / ١٨ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:
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.۶ مثال

شلیک، هر در گردد. واقع اصابت مورد قرارگاه سرانجام تا می شود شلیک پیاپی و شده هدف گیری دشمن قرارگاه سمت به توپ یک

یعنی است. θ = ٠٫٢ قرارگاه به گلوگه اصابت شانس شلیک ها، سایر از مستقل

fX(x) = P(X = x) = ٠٫٢ (٠٫٨)x−١, x = ١, ٢, ...

است؟ چقدر شود، واقع اصابت مورد قرارگاه شلیک ٣ حداکثر با اینکه احتمال الف)

کند؟ اصابت قرارگاه به گلوله ای سرانجام تا شود شلیک گلوگه چند داریم انتظار ب)

است؟ چقدر لازم شلیک های تعداد واریانس ج)

توزیع X شلیک ها، استقلال فرض با بگیرید. نظر در را هدف به گلوله یک اصابت برای لازم شلیک های تعداد :X تصادفی متغیر حل.

یعنی دارد. θ = ٠٫٢ پارامتر با هندسی

fX(x) = P(X = x) = ٠٫٢ (٠٫٨)x−١, x = ١, ٢, ...

الف)

P(X ≤ ٣) = P(X = ١) + P(X = ٢) + P(X = ٣) = ٠٫٢ + ٠٫٢ × ٠٫٨ + ٠٫٢ × (٠٫٨)٢ = ٠٫۴٨٨

٣٩ / ١٩ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:

A. Asgharzadeh

University of M
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ادامه

ب)

E(X) =
١

θ
=

١

٠٫٢
= ۵

ج)

Var(X) =
١ − θ

θ٢
=

١ − ٠٫٢

(٠٫٢)٢
= ٢٠

است. کم باشد ۵ یعنی آنها متوسط تعداد به نزدیک لازم شلیک های تعداد اینکه احتمال که می کند ایجاب بزرگ نسبت به واریانس این

٣٩ / ٢٠ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:

A. Asgharzadeh
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:(Negative Binomial distribution) منفی دوجمله ای توزیع

به تا کنیم تکرار آنقدر را مستقل آزمایش های بخواهیم کنید فرض اکنون بگیرید. درنظر را برنولی آزمایش های دنباله مجددا

تعداد ولی است، k معین عدد موفقیت ها تعداد حالتی چنین در کنیم. متوقف را آزمایش ها انجام آنگاه و برسیم موفقیت k
k, k+١, k+٢, ... آن ممکن مقادیر و می شود نامیده منفی دوجمله ای تصادفی متغیر که است تصادفی متغیر یک آزمایش ها

می باشد. زیر به صورت آن احتمال تابع دهیم. نشان X با را تصادفی متغیر این کنید فرض است.

P(X = x) = P(دهد رخ امتحان اُمین x در پیروزی اُمین k)

= P(دهد رخ ام x امتحان در پیروزی یک و دهد رخ پیروزی k− ١ امتحان x− ١ (در

=

(
x− ١

k− ١

)
θk−١)١ − θ)x−kθ

=

(
x− ١

k− ١

)
θk(١ − θ)x−k, x = k, k+ ١, . . .

٣٩ / ٢١ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:

A. Asgharzadeh
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۵ تعریف

هرگاه X ∼ NB(k, θ) می نویسیم و است θ و k پارامترهای با منفی دوجمله ای توزیع دارای X گوییم

fX(x) =

(
x− ١

k− ١

)
θk(١ − θ)x−k, x = k, k+ ١, . . .

٢ قضیه

آن گاه: ،X ∼ NB(k, θ) اگر

E(X) =
k

θ
, Var(X) =

k

θ
(

١

θ
− ١)

٣٩ / ٢٢ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:

A. Asgharzadeh
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.٧ مثال

و کرده مشخص آنرا نوع و شود گرفته ماهی یک هربار اگر باشند. بخصوصی نوع از دریاچه یک ماهی های از درصد ٣٠ کنید فرض

برگردانیم: دریاچه به دوباره

شود؟ مشاهده فوق بخصوص نوع از ماهی سومین ماهی، صید چندمین در دارید انتظار الف)

است؟ چقدر شود مشاهده فوق نوع از ماهی سومین بار، دهمین در اینکه احتمال ب)

در و X ∼ NB(k = ٣, θ = ٠٫٣) آنگاه باشد بخصوص ماهی سومین به رسیدن تا ماهی صید تعداد X تصادفی متغیر اگر حل.

نتیجه

fX(x) = P(X = x) =

(
x− ١

k− ١

)
θk (١ − θ)x−k =

(
x− ١

٢

)
(٠٫٣)٣ (٠٫٧)x−٣, x = ٣, ۴, ...

الف)

E(X) =
k

θ
=

٣

٠٫٣
= ١٠

کنیم. صید را بخصوص نوع از ماهی سومین ماهی، صید دهمین در داریم انتظار بنابراین

ب)

P(X = ١٠) =

(
١٠ − ١

٣ − ١

)
(٠٫٣)٣ (٠٫٧)٣−١٠ = ٠٫٠٨

٣٩ / ٢٣ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:

A. Asgharzadeh
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:(Hyper geometric distribution) فوق هندسی توزیع

به و تصادف به کالا n جعبه این از می باشد. معیوب دیگر تای N − k و سالم آن تای k که است کالا N محتوی جعبه ای

X این صورت در باشد، کالا n میان در سالم کالاهای تعداد X تصادفی متغیر اگر می شود. استخراج جایگذاری بدون روش

می آید. دست به زیر به صورت آن احتمال تابع که بود خواهد فوق هندسی توزیع دارای

تایی n نمونه در سالم کالاهای تعداد :X

P(X = x) =

(k
x

)(N−k
n−x

)(N
n

) , x = ٠, ١, ٢, . . . , n

٣٩ / ٢۴ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:

A. Asgharzadeh
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۶ تعریف

،X ∼ HG(n,N, k) می نویسیم و می باشد n,N و k پارامترهای با فوق هندسی توزیع دارای X تصادفی متغیر گوییم

باشد زیر صورت به X احتمال تابع هرگاه

fX(x) =

(k
x

)(N−k
n−x

)(N
n

) , x = ٠, ١, ٢, . . . , n, x ≤ k, n− x ≤ N− k

١ تذکر

بدین نیستند. مستقل امتحان ها لذا می شود، استخراج جایگذاری بدون روش به نمونه این که خاطر به فوق هندسی توزیع در

در شود، انجام جایگذاری با نمونه گیری اگر و نیست ثابتی مقدار پیروزی) (شانس کالاها بودن سالم شانس که معنی

می باشد. p = k
N و n پارامترهای با دوجمله ای توزیع دارای X تصادفی متغیر این صورت

٢ تذکر

لذا و داشت نخواهد وجود جایگذاری بدون و باجایگذاری نمونه بین چندانی تفاوت باشند، بزرگ نسبتا N و k هنگامی که

زد. تقریب p = k
N و n پارامترهای با دوجمله ای توزیع با می توان را فوق هندسی توزیع

٣٩ / ٢۵ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:

A. Asgharzadeh
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.٨ مثال

مهره ۵ دست کم آنکه احتمال می کنیم. استخراج جایگذاری بدون و پیاپی مهره ۶ است. سیاه مهره ۵ و سفید مهره ١٠ حاوی جعبه ای

است؟ چقدر باشیم داشته سفید

n = ۶ و N = ١۵ ،k = ١٠ پارامترهای با هندسی فوق توزیع دارای نمونه، در سفید مهره های تعداد :X تصادفی متغیر حل.

یعنی است.

fX(x) = P(X = x) =

(١٠
x

) ( ۵
۶−x

)(١۵
۶

) ,

بنابراین

P(X ≥ ۵) = P(X = ۵) + P(X = ۶)

=

(١٠
۵

) (۵
١

)(١۵
۶

) +

(١٠
۶

) (۵
٠

)(١۵
۶

) = ٠٫٢۵٢ + ٠٫٠۴٢ = ٠٫٢٩۴

٣٩ / ٢۶ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:

A. Asgharzadeh
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.٩ مثال

یک برای تصادف به و جایگذاری بدون متقاضیان از نفر ۵ اگر شرایط اند. واجد واقعا نفرشان ٨٠ فقط شغلی متقاضی نفر ١٢٠ بین

پیدا تقریب یک عنوان به p = ٨٠
١٢٠ با دوجمله ای توزیع ب) و هندسی فوق توزیع الف) : از استفاده با شوند، انتخاب مفصل مصاحبه

باشند. شرایط واجد مزبور شغل برای نفر ۵ از نفر ٢ تنها که را آن احتمال کنید

X ∼ HG(۵, ١٢٠, ٨٠) الف) پاسخ:

P(X = ٢) =

(٨٠
٢

)(۴٠
٣

)(١٢٠
۵

) = ٠٫١۶۴

X ∼ b(۵, ٢
٣ ) داریم: p = ٨٠

١٢٠ = ٢
٣ و n = ۵, x = ٢ دهیم قرار دوجمله ای توزیع فرمول در اگر ب)

P(X = ٢) =

(
۵

٢

)
(

٢

٣
)١)٢ − ٢

٣
)٣ = ٠٫١۶۵

٣٩ / ٢٧ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:
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:(Poisson distribution) پواسن توزیع

اتفاقاتی تعداد نظر مورد وقایع آزمایش ها، بعضی در است. پواسن توزیع دارد فراوانی عملی و نظری اهمیت که گسسته توزیع های از یکی

به مراجعات تعداد زمان، طول در اینترنتی سایت یک به مراجعات نمونه، برای می دهند. رخ معین مکانی) (یا زمانی فاصله در که است

می افتد. اتفاق کارخانه یک در کاری نوبتِ هر در که حوادثی و روز یک در تصادفات تعداد زمانی، بازه یک در بانک

٧ تعریف

باشد زیر صورت به X احتمال تابع هرگاه ،X ∼ P(λ) می نویسیم و است λ پارامتر با پواسن توزیع دارای X گوییم

fX(x) = P(X = x) =
λxe−λ

x!
, x = ٠, ١, ٢, . . .

است. (t, t+ h) زمانی فاصله در اتفاق یک دقیقا دادن رخ احتمال λ آن در که

است. احتمال تابع یک fX(x) تابع که کرد تحقیق می توان آسانی به ،eλ =
∑∞

x=٠
λx

x! یعنی eλ بسط فرمول به توجه با

٣٩ / ٢٨ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:

A. Asgharzadeh
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.١٠ مثال
می افتد. اتفاق ماه هر در انسانی حادثه ٣ متوسط به طور شهاب، کارخانه در که است داده نشان گذشته مشاهدات

بنویسید. را ماهانه حوادث تعداد احتمال تابع الف)

است؟ چقدر ندهد، رخ حادثه ای ماه یک طول در اینکه احتمال ب)

است؟ چقدر دهد، رخ حادثه دو حداکثر ماه یک طول در اینکه احتمال ج)

پواسن توزیع در اینکه به توجه با باشد. پواسن توزیع دارای ماهانه حوادث تعداد X تصادفی متغیر که کنیم فرض است منطقی حل.

لذا و است λ = ٣ مثال این در پس E(X) = λ

X ∼ P(٣) =⇒ fX(x) = P(X = x) =
e−٣ ٣x

x!
, x = ٠, ١, ٢, ...

ب)

P(X = ٠) =
e−٣ ٣٠

٠!
= e−٣ = ٠٫٠۵

ج)

P(X ≤ ٢) = P(X = ٠) + P(X = ١) + P(X = ٢) = e−٣ +
e−٣٣١

٣!
+

e−٣٣٢

٢!

= ٠٫٠۵ + ٠٫١۴٩ + ٠٫٢٧۴ = ٠٫۴٢٣

٣٩ / ٢٩ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:

A. Asgharzadeh
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.١١ مثال

کمتر معین، روزی در این که احتمال است. ١٢ می رسند، شهری کامیون های توقف گاه به روز هر در که کامیون هایی تعداد متوسط می دانیم

است؟ چقدر برسد، توقف گاه به کامیون ١ از

این صورت در می شوند. توقف گاه وارد معین روز در که باشد کامیون هایی تعداد X کنید فرض پاسخ:

X ∼ P(١٢) =⇒ fX(x) = P(X = x) =
e−١٢ ١٢x

x!

P(X < ١) = P(X = ٠) =
١٢٠e−١٢

٠!
= e−١٢

٣٩ / ٣٠ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:

A. Asgharzadeh
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٣ قضیه

از: عبارتند پواسن توزیع گشتاور مولد تابع و واریانس میانگین،

١) E(X) = λ, ٢) Var(X) = λ, ٣) MX(t) = eλ(e
t−١)

داریم
∞∑
x=٠

zx

x! = ez مکلورن سری رابطه از استفاده با (٣ اثبات:

MX(t) = E(etX) =
∞∑
x=٠

ext
λxe−λ

x!
= e−λ

∞∑
x=٠

(λet)x

x!
= e−λeλe

t
= eλ(e

t−١)

٣٩ / ٣١ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:
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داریم بگیریم، مشتق t به نسبت دوبار MX(t) از اگر :(٢ و (١

E(X) = M′
X(٠) = λeteλ(e

t−١)
∣∣∣
t=٠

= λ

E(X٢) = M′′
X(٠) = λeteλ(e

t−١) + λ٢e٢teλ(e
t−١)

∣∣∣
t=٠

= λ+ λ٢

لذا و

Var(X) = E(X٢)− (E(X))٢ = λ+ λ٢ − λ٢ = λ

٣٩ / ٣٢ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:

A. Asgharzadeh
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پواسن: توزیع وسیله به دوجمله ای توزیع تقریب

موفقیت (شانس p و بزرگ خیلی آزمایش ها) (تعداد n که هنگامی دوجمله ای، توزیع برای تقریب یک عنوان به می توان را پواسن توزیع

پواسن توزیع در که را λ نقش دوجمله ای توزیع میانگین یعنی np که است واضح گرفت. نظر در باشد، کوچک خیلی آزمایش) هر در

np ≤ ١٠ و n ≥ ١٠٠ هرگاه و است دقیق کافی اندازه به تقریب p ≤ ٠٫٠۵ و n ≥ ٢٠ اگر عمل در می کند. ایفا است، میانگین

است. خوب خیلی تقریب این

.١٢ مثال

که بیابید را آن احتمال می افتد. کار از ساعت یک از کمتر در الکتریک ایران کارخانه ترانزیستورهای از ٠/٠٢ که است داده نشان تجربه

باشد. داشته وجود معیوب ترانزیستور ٣ حداکثر تایی، ٢٠٠ محموله یک در

لذا و دارد p = ٠٫٠٢ و n = ٢٠٠ پارامترهای با دوجمله ای توزیع محموله، در معیوب ترانزیستورهای تعداد X: تصادفی متغیر حل.

P(X ≤ ٣) =
٣∑

x=٠

(
٢٠٠

x

)
(٠٫٠٢)x (٠٫٩٨)٢٠٠−x = ٠٫۴٣٢

٣٩ / ٣٣ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:

A. Asgharzadeh
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ادامه.

کنیم. استفاده λ = ٢٠٠ × ٠٫٠٢ = ۴ با پواسن تقریب از می توانیم است، کوچک p و بزرگ n اینکه به توجه با دیگر، طرفی از

داشت خواهیم

P(X ≤ ٣) ≃
٣∑

x=٠

e−۴ ۴x

x!
= ٠٫۴٣٣

نزدیک بسیار واقعی جواب به که است شده منجر نتیجه ای به ساده تر، خیلی محاسبات با پواسن، توزیع به کارگیری که می کنید ملاحظه

است.

٣٩ / ٣۴ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:

A. Asgharzadeh
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داریم آن گاه باشد، λ ثابت مقدار np طوری که به p → ٠ ,X ∼ b(n, p) اگر

lim
n→∞

(
n

x

)
px(١ − p)n−x =

λxe−λ

x!

)اثبات:
n

x

)
px(١ − p)n−x =

n!

x! (n− x)!
px(١ − p)n−x

=
n(n− ١) . . . (n− x+ ١)(n− x)!

x! (n− x)!
(
λ

n
)x(١ − λ

n
)n−x

=
n(n− ١) . . . (n− x+ ١)

nx
(١ − λ

n
)n(١ − λ

n
)−xλ

x

x!

=
n

n
.
n− ١

n
. . .

n− x+ ١

n
(١ − λ

n
)n(١ − λ

n
)−xλ

x

x!

= ١)١ − ١

n
) . . . (١ − x− ١

n
)(١ − λ

n
)n(١ − λ

n
)−xλ

x

x!

٣٩ / ٣۵ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:
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داریم

lim
n→∞

(١ − λ

n
)n = e−λ

lim
n→∞

(١ − λ

n
)−x = ١

لذا

lim
n→∞

(
n

x

)
px(١ − p)n−x =

λxe−λ

x!

پواسن توزیع وسیله به می توان را دوجمله ای توزیع آن صورت در np = λ و p → ٠, n → ∞ هنگامی که پس

زد. تقریب
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: (Multinomial distribution) چندجمله ای توزیع

می دهیم انجام مستقلا بار n را آزمایش این باشد. pk, . . . , p٢, p١ احتمال های با ممکن (نتیجه) برآمد k دارای آزمایش یک کنید فرض

Xk, . . . ,X٢,X١ احتمال تابع می کنیم. تعریف بار n این در (i = ١, ٢, . . . , k) اُم i نوع برآمدهای تعداد را Xi تصادفی متغیر و

می آید دست به زیر صورت به

P(X١ = x١,X٢ = x٢, . . . ,Xk = xk) =
n!

x١! x٢! . . . xk!
px١

١ p
x٢
٢ . . . pxkk

.
∑k

i=١ xi = n,
∑k

i=١ pi = ١ آن در که
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٨ تعریف

می نویسیم و است pk, . . . , p١, n پارامترهای با چندجمله ای توزیع دارای X تصادفی متغیر گوییم

X ∼ Mult(n, p١, . . . , pk)

باشد زیر صورت به X احتمال تابع هرگاه

f(x١, . . . , xk) = P(X١ = x١, . . . ,Xk = xk) =

(
n

x١, x٢, . . . , xk

)
px١

١ p
x٢
٢ . . . pxkk

.
( n
x١,x٢,...,xk

)
= n!

x١!x٢!...xk!
و
∑k

i=١ xi = n,
∑k

i=١ pi = ١ آن در که
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.١٣ مثال
و ۵ عدد بار دو ،۴ عدد بار سه ،٣ عدد بار هشت ،٢ عدد بار سه ،١ عدد بار چهار این که احتمال کنیم، پرتاب بار ٢٠ را تاس یک اگر

بیابید. را بیاید، ۶ عدد بار صفر

با و بگیریم نظر در تاس یک پرتاب بار ٢٠ در i وجه مشاهده دفعات تعداد را Xi, i = ١, ٢, . . . , ۶ تصادفی متغیر اگر پاسخ:

است: زیر صورت به و یکسان وجه هر مشاهده احتمال این که به توجه

p١ = p٢ = . . . = p۶ =
١

۶

آن گاه

X = (X١,X٢, . . . ,X۶) ∼ Mult(٢٠,
١

۶
, . . . ,

١

۶
)

P(X١ = ۴,X٢ = ٣,X٣ = ٨,X۴ = ٣,X۵ = ٢,X۶ = ٠) =
٢٠!

۴! ٣! ٨! ٣! ٢! ٠!
(

١

۶
)٢٠
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