
  
  
  
  

 پنجمفصل 
  
  

 تابع تقسيم، توابع ترموديناميكي و كاربردها ةمحاسب
  

 اگر اين ساختارها به صورت .آيند كار ميه هاي زيادي در تحليل ساختار مواد ب روش  

هاي اتمي در تجزيه و تحليل ساختارشان  از مدل توانيم آنگاه ميبگيريم، ها در نظر  پيوند اتم
هاي مولكولي هم تحليل  ها را با روش شوند تا آن باعث مي ،هاي اتمي اين مدل. نيماستفاده ك

توانيم به ديناميك  ها مي شترين انواع اين رو ها چند نوع هستند كه از مهم اين روش. نيمك
)مولكولي  )و مكانيك مولكولي  1( در ديناميك مولكولي يك حجم . اييماشاره نم 2(

هاي در اين  و نيروهاي بين مولكولگيريم  ميدر نظر ، كه شامل تعدادي مولكول استرا خاص 
ه ب و جا ها بررسي حركت ،موضوع در روش ديناميك مولكولي. كنيم حجم را شناسايي مي

قوانين حاكم در اين روش قوانين فيزيك . باشد تحت اثر همين نيروها مي ،ها هاي مولكول جايي
ي در در حالت كلّ. گردد قانون دوم نيوتن انجام مي ةكلاسيك هستند كه تمام محاسبات بر پاي

اند و آنگاه در يك زمان معلوم، شتاب ذره به  نيروهاي وارد بر يك ذره مشخصّ ،ها اين روش
  .شود محاسبه مي ،به جايي آن شود و جا تحت تأثير اين نيروها معين مي جرم 

                                                 
1- Molecular Dynamics 

2- Molecular Mechanics 
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  ها، پيوندهاي بين  نام روش مولكولي وجود دارد كه در آن تحليل اتمه ديگري ب روش مهم
كه بحث داغ امروزة دنياي  اي از آن گيرد كه نمونه ها و يا تحليل ساختار مواد صورت مي آن

روش  در اين. مورد مطالعه قرار داد ،توان با اين روش ها را مي نانولوله ،يعني ؛علم است
شود و با توجه به نوع پتانسيل دروني، چگونگي و  هاي بين اتمي در نظر گرفته مي پتانسيل
شود ات ساختار معلوم ميجزئي.  

هاي  ها نظير روش ديم، انواع ديگري از روشها نام بر هايي كه از آن جداي از روش  
از آنجايي  .گيرد ه مورد محاسبه و بررسي قرار ميماد پيوستار هم هستند كه در آن كل ساختار

توان با اين  تر را مي هاي نسبتاً دقيق جواب ،هاي ديگر است كه حجم محاسبات كمتر از روش
در اين روش دوم . ود به دست آوردنام روش اجزاي محده روش و نيز روش پيوستار جديد ب

شود و اثر نيروها به جاي اين كه  اش تقسيم مي يك ساختار به هم پيوسته به اجزاي سازنده
شود و محاسبات مربوط روي آن  ساختار اعمال شود، به هريك از اين اجزا اعمال مي روي كلِّ

بندي اجزا براي كل  ا سرهمهاي اجزا ب در آخر هم معادلات نيرو و مشخصّه. شود جزء انجام مي
هاي پيوستار در تحليل ساختارها هست كه به  نوع ديگري از روش. آيد ساختار به دست مي

  .اي معروف است روش پوسته
يك مولكول از تعدادي مشخصّ  ،شود در مكانيك مولكولي فرض مياضافه كنيم كه   

اپن هايمر از ساختار  - سپس با توجه به تقريب بورن .هسته و الكترون تشكيل شده است
ت را تنها به صورت تابعي از موقعيدستگاه شود و انرژي  پوشي مي الكترونيكي مولكول چشم

به عبارت ديگر در اين روش، ساختار مولكولي يك . آورند هاي مولكول به دست مي هسته
اطرافش  هاي هاي مولكول و بدون در نظر گرفتن الكترون ت هندسي هستهمولكول تنها با موقعي

  .شود توصيف مي
به رابطة . زيمپرداب ها و ساختار مولكولي آنچه باعث شد تا در ابتداي اين فصل به اين روش

 ؛كنيم تعريف مي آن را گردد كه به صورت زير ي و تكميلي انرژي پتانسيل يك مولكول برميكلّ
  

)5-1(        
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انرژي معكوس شدن  پيوندي،  ةانرژي تغيير زاوي انرژي كشش پيوندي،  كه در آن 
پيوندي  هاي غير انرژي وان دروالسي بين هسته اتم . انرژي پيچش است اي و  زاويه

همان  و  دو پتانسيل. باشد ها مي انرژي الكترواستاتيكي بين اين هسته و 
  .وجود دارد ،سازند هايي كه با هم پيوندي نمي هاي غيرپيوندي هستند كه در بين هسته پتانسيل

  

را بيشتر مورد بررسي قرار دهيد و  )1- 5(ها در رابطة  هر كدام از انرژي پتانسيل: خودآزمايي
برنر و يا پتانسيل مورس اصلاح شده را مطرح كنيد و از آنجا تابع پارمتر دستگاه  - نقش ترساف

  .دست آوريد را به
  

 3هاي نيرو در توابع پتانسيل را با استفاده از محاسبات كوانتومي اب انيشيو ثابت: خودآزمايي
  .بيابيد

  

  دستگاه شامل گازهاي تك اتمي رقيق 1- 5
كارگيري آن معلوم ه پردازيم تا حوزة ب مي 4اپن هايمر -تقريب بورنبه  اينك تا حدودي  
تر  ها سنگين ها از الكترون اين امر استوار است كه هستهمبناي فيزيكي اين تقريب بر . شود

در . شود ها مربوط مي هسته ندكُ ها در برابر حركت دليل آن هم به حركت سريع الكترون .هستند
ها  توانيم در اين كتاب به همة آن هاي زيادي اشاره شد كه هرچند نمي به پتانسيل )1-5(رابطة 

كنيم كه از  خوانندگان كه با نانوساختارها سرو كار دارند توصيه ميولي بر آن دسته از زيم؛ پرداب
توانند يك پاسخ جامع و  چون در اين صورت مي ؛پوشي نكنند هاي آن چشم هيچ يك از جمله

كه نسبت به بقية جملات در رابطة را توان جملاتي  دقيقي را به دست آورند؛ اما در اينجا مي
به هرحال آنچه كه اهميت . ل را حل و بحث كردئگرفت و مسادر نظر ، تر هستند غالب )5-1(
معادلة  ،به زبان رياضي. ها قرار دارند ها در ميداني كولني هسته اين است كه الكترون رد،اد

هاي  ها در ميدان هسته شرودينگر مربوط به حركت الكترون ةتوان شامل معادل شرودينگر را مي
  .را در مقابل الكتروني در نظر گرفتها  ثابت و نيز معادله حركت هسته

                                                 
1- abanition 

2-Born Oppenheimer 
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و بيان نماييم ايي  پتانسيل بين هستهبا  راهر حالت الكتروني مولكولي  توانيم از اين رو مي  
را به صورت يك جرم  و هسته  بهتر است كه دو جرم الكترون  ،براي همين

  .در روابط و معادلات حركت بنويسيم يافته  كاهش
  

 )5-2(              1 1 1  
  

  .برقرار است  0هايمر در حد  اپن - توجه داشته باشيد كه تقريب بورن
در نظر   اي و بين هسته  انتقاليهمانند مك كوري مجموع هاميلتوني هاميلتوني را 

  گيريم، مي
  

)5-3(                
  

  به توجه با
  

    
  

  كه از آنجا 
)5-4(                
  

ايي بر  در اينجا جملة هسته. به دست آوريم تابع پارش مولكول دو اتمي را توانيم بنابراين مي
  .اضافه شده است ،تابع پارشي كه در فصل سوم مطرح شده است

  

)5-5(                
 

  نشان دهيد  :خودآزمايي

)5-6(          2
2

3 2
 

  

استفاده كنيد كه در آن منحني انرژي پتانسيل  )1-5(از منحني ترسيمي در شكل  :خودآزمايي
اين منحني را تفسير  .رسم شده است  اي بر حسب فاصله بين هسته  اي  بين هسته
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براي ( ؟شود اي مي گيرد و از آن چه نتيجه صورت مي كنيد و بيان كنيد چه هنگامي كمينة 
  .).رجوع كنيد] 1[لاعات بيشتر به منبع اطّ
  ؛كنيم ميحالت يك اتم را به صورت زير مشخّص آنچه كه اشاره نموديم با 

  

)5-7(            , ,  
  

حالت الكتروني را نشان  حالت هسته و  حركت انتقال مركز جرم،  ةدهند نشان كه 
با اين  .شود جفت نشده است مشخّص مي و   با ساختار داخلي كه با در و اقع . دهد مي

پس  .گردد اي با الكتروني جفت نمي ترتيب كه پيشتر هم به آن اشاره شد، درجة آزادي هسته
بندادي  هنگردپارشي و در تابع متمايز كنيم  و  با اعداد كوانتومي  ها را آن توانيم مي

  ،يمرابطة زير را به دست آورهيم و قرارد
 
)5-8(    ∑ ∑ 2 2 2⁄ ∑ ,,  
  

  
  اي براي حالت پايه منحني انرژي پتانسيل بين هسته: 1-5شكل 
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و  ,ترتيب ه ب ،اند نشان داده شده )8-5( در رابطه و   دو جملة داخل پرانتز كه با
  .دهد را نشان مي 

 
  است؟  مستقل از حجم  چرا تابع پارش داخلي يا  :خودآزمايي

تابع پارش  به  00آنگاه با جمع و كم آن  ،نشان دهيم 00اگر انرژي حالت پايه را با 
  ؛نويسيم ميداخلي را چنين 

  

)5-9(          00 ∑ 00  
  

هاي بالايي نسبت  باعث داشتن انرژي برانگيختگي ،ها هاي دروني در اتم از آنجايي كه تحريك
  :داريم بنابر اين با تبهگني در تراز پايه  .شود مي به 

  

)5-10(            0 00  
  

  كه در آن
 

)5-11(              0 0 0  
 

 بر حسب عدد كوانتومي اسپين كلِّ توانيم را مي 0هاي هسته  كه تبهگني تراز پاية حالت
 ؛بنويسيم هسته 

  

)5-12(             0 هسته 2 1 
 

  .آيد تابع پارش كل به دست ميشديم، با استفاده از رابطة زير كه قبلاً با آن آشنا 
  

)5-13(            , ,  
  

  ،گيريم رابطة زير را در نظر مياينك 
  

  , , , ,
!
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  :در نتيجه داريم
)5-14(  

 , , 2 1 00  
  

توانيم ساختار داخلي، انرژي و آنتروپي و در يك كلام خواص  مي ,  با تابع پارش
اييمن نمترموديناميكي را معي.  

 ،هاي دواتمي را همانند آنچه در فصل سوم بحث شد ل از مولكولاينك گاز رقيق متشكّ  
بايد  ،جداي از حركت انتقالي كه عموماً براي يك ذره برقرار است ،گيريم كه در آن در نظر مي

نظر قرار داد و آنگاه تابع پارش را با  اي را مد حركت چرخشي، ارتعاشي، الكتروني، هسته
هاي پيشتر بحث كرديم،  و براي آن كه با آنچه در فصل نظر بگيريم اين موارد درتوجه به 

  . كنيم در اينجا زيرنويس هر حرف مشابه با قبل را به شكل ديگري لحاظ مي. تفاوتي بگذاريم
  

)5-15(         , , 1
!

  
 كه از آنجا

)5-16(          
  

مولكول دو اتمي بر حسب تابع الكترون ضرب در تابع موج  ,ج وجايي كه تابع م
 ؛يعني ؛شود اي نوشته مي هسته

  

)5-17(          , ,  
 به طوري كه

)5-18(          , ,  
  و 
)5-19(           
 

  :آيد تابع پارش به صورت زير درمي آنجاو از 
  

   ∑ 
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 )5-20(    ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  
  كه

)5-21(            
2

2  
  

 :ي مركز جرم است و از آنجا داريمحركت خطّ ةانداز كه 
  

)5-22(        3 2
3 2

  
  

انرژي حالت زمينة الكترونيكي ه در آن كبراي اين منظور نمودارهايي را ترسيم نمود راين   
انرژي  .معلوم شده است  اي مولكول دو اتمي به صورت تابعي از جدايي بين هسته

 جداسازي با انرژي نقطه ـ صفر ارتعاشي با
1
براي حالت  منحني ةكمين. داده شده است 2

در  ))3-5(شكل ( 0وسط خطِّ واصل دو اتم؛ يعني، در  الكترونيكي زمينة مولكول در
ها به  از آنجايي كه اولين حالت الكترونيكي تحريك شده، براي تقريباً تمام مولكول. تعادل است

از مقدار  اين انرژي بيشتر ،يعني ؛بيشتر است ةاندازة چندين الكترون ولت از انرژي حالت زمين
  .بگيريمتوانيم ناديده  ش الكترونيكي را ميراست، تمام جملات در تابع پا 
  2-5(به شكل  اين چرخنده. ا تابع پارش دوراني همانند يك چرخندة صلب استام( 

 است كه گشتاور لختي در آن برابر Iداراي لختي دوراني 
1
2  .   باشد مي 02

  چون

)5-23(      
2

2

2 1
2           , 0,1,2, …    

  

  از آن جايي كه تعداد جملات كوانتومي ممكن با توجه به
  

      , 1, … , 1,  
  

2 برابر 2است كه از آنجا  1 2    توانيم بپذيريم كه مي ،است 1
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)5-24(    ∑ ∑ 2 1
2 1 2

0 
  

 
 
 
 
 
 
  

  
  

  دوران يك مولكول چرخندة صلب) 2ـ  5(شكل 
  

  در حالي كه
 
)5-25(        

2 1
2 1

2 1
2 1  

 
بحث شود كه  اين باعث مي. بسيار كوچك است يعني ترازهاي انرژي در مقايسه با دماي 

وقتي فاصلة انرژي بين ترازها كم . توصيف كنيمآمار كلاسيكي  امولكول را ب يچرخشحركت 
 :داريم )24-5(رابطة از  و آنگاه بگيريمآن را پيوسته در نظر  توانيم مي است،

  

)5-26(              2
2  

 
ها  چون وقتي هسته ،منظور كرد تا اين رابطه تصحيح شود )26-5(اي را بايد در رابطة  ا نكتهام

تنها براي  )26- 5( تقسيم كرد وگرنه رابطة 2را بر عدد  )26-5( رابطةبايد  ،هستنديكسان 
  .هاي نامتشابه برقرار خواهد بود هسته

J

Ro 

me 

mc 
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با توجه به  توانيم مي ،بيشتر در دماهاي بالا قابل ملاحظه است ،هرچند موضوع ارتعاشي  
ن از رابطة زير معي راآن  انرژي ارتعاشي ،انرژي نوسانگر هماهنگ كه در فصل سوم بحث شد

 ،نيمك
  

)5-27(            1
2  

  

 .آيد تابع پارش طبق معمول به صورت زير به دست مي
  

)5-28(        ∑
1
20

1
2

1  
  

  آنگاه 1وقتي كه 
  

)5-29(            
1
2  

  

  :داريم و براي 
 
)5-30(            1  
  

 ،به صورت زير )38-3( يشتين در رابطهنو با تعريف دماي ارتعاشي همانند دماي مشخّصة ا
  

)5-31(                
  

  :داريم
 

)5-32(                 
  

 ،معلوم شده است كه انرژي ارتعاشي در دماهاي بالا تأثير زيادي بر تابع پارش كل و در نتيجه
  . دارد انرژي دروني دستگاه دو اتمي
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  گذارهاي فاز  2- 5
در واقع در آنجا به گازهاي كامل و . كرديم بيانرا بي لدر بخش پيش از گازهاي رقيق مطا  

ها هم كنشي با هم  تر درجات آزادي آن يهاي آن يا به عبارت كلّ ايده آلي پرداختيم كه اتم
گذارهاي فاز . ها را تا حدودي به حساب آوريم هم كنش كنيم تا اين بر اينك تلاش مي. نداشتند

باشد كه در آن بر هم  هاي بين ذرات دستگاه مي بهترين نمونه براي نشان دادن بر هم كنش
  .شود ها باعث همبستگي تعداد زيادي ذره مي كنش
 ،هاي با گذار فاز پيوسته بپردازيم ويژه دستگاهه ها ب كه بهتر به اندر كنش براي آن  

هرگاه نتوان تفاوتي  ،طوري كه اشاره شد همان. كنيم ها را به عنوان نمونه بيان مي فرومغناطيس
اين حالت  ،ه مشاهده كردهايي از حالت ماد چه از لحاظ فيزيكي و چه شيميايي در بين قسمت

فازهاي متفاوتي را همزمان در دستگاهي شاهد  ،صورت در غير اين .گويند ه را فاز ميماد
كند و اين باعث  وضعيت آن در يك زمان با زمان ديگر فرق مي ،هيم بود كه تحت شرايطيخوا

اگر به متغيرهاي ترموديناميكي در حوزة ميكروسكوپي نظري . شود تغيير و تبديل فاز مي
  ، ،  به   ، ،   هاي ترموديناميكي تغيير و تبديل فاز، گذار از مشخصّه ،بيفكنيم

هاي  امكان آن هم هست كه اين تغيير گذارها در برگيرندة تمام مشخصّه. پذيرد ميصورت 
  .تغيير كند ،اند ميكروسكوپي نشود و تنها يكي از اين پارامتر در زماني كه ديگر پارامترها ثابت

اگر پتانسيل . كنيم اين موضوع را با در نظر گرفتن پتانسيل ترموديناميكي كامل مي  
نسبت به دما پيوسته نباشد، به  ،ل آنولي مشتق او ؛هنگام گذار پيوسته باشد ترموديناميكي در

پتانسيل ترموديناميكي دستگاه را به عنوان نمونه، اگر . ل گوينداين گذار يك گذار مرتبة او
 ،يعني ؛ل آنو مشتق اوم انرژي آزاد گيبس بگيري

, ,…
را در زماني كه تنها پارامتر متغير  

در حالي كه  ؛پيوسته است آنگاه انرژي آزاد گيبس  ،در نظر بگيريم ،دما است
, ,…

 
، شاهد گسستگي به عبارت ديگر با وجود پيوستاري انرژي آزاد گيبس  .باشد پيوسته نمي

 ،عنيه؛ ييا جهش در آنتروپي دستگا
, ,…

  .خواهيم بود 
كه خود پتانسيل  جداي از آن ،يعني ؛گرفت بالا صورت نميجهش در آنتروپي  اما اگر  

آنگاه اين گذار را گذار مرتبة دوم  .ودل آن هم پيوسته بات اومشتقّ بود،ترموديناميكي پيوسته 
توان  اين گذار را مي. شاهد پيوستاري آنتروپي خواهيم بود ،دوم ةپس در گذار مرتب. گويند مي
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فلز  ةان مغناطيسي اعمال خارجي مشاهده كرد كه به يك حلقات در حذف ميددر ابررساني فلزّ
كند  ابررسانا با حذف ميدان مغناطيسي، خطوط ميدان را به سمت بيرون حلقة ابررسانا طرد مي

توانيم  ميل را ات اوپيوستگي مشتقّمورد  در اين. و ميدان در درون حلقه را به صفر ميرساند
  .گوييمر مرتبة دوم گذاباشيم كه به گذار مربوطه، شاهد 
بر ها در گازهاي حقيقي  نياز است به وجود اندركنش م،كه با گذارها آشنا شديحال   
ترموديناميكي دستگاه  صها را در بررسي خوا و نيروهاي بين مولكولي و اندازة مولكول گرديم

چون وقتي باشند  ها مي اين نيروها تابع بسيار قوي از فاصلة بين مولكول. به حساب آوريم
ها  هاي متناظر با آن همپوشاني تابع موج ،شوند ها به هم نزديك مي ها و الكترون ها، اتم مولكول

جونز نيروي بسيار قوي را شاهد خواهيم  - آيند كه با توجه به پتانسيل لينارد به صورتي درمي
برد بين مولكولي اين نيروهاي كوتاه . كنند ها ممانعت مي بود كه از نزديك شدن هرچه بيشتر آن

  ؛آيد به صورت زير در مي شوند كه بر حسب يك سري تواني از  فشاري را سبب مي
  

)5-33(          
2
2

2
3  

  

…در اين رابطه ضرايب    , سازند و به ضرايب  ن ميهاي مشخّصة گاز را معي كميت ,
هاي  به قدرت نيروي ،كه به دما وابسته هستند بر آنها علاوه  اين كميت. ويريال معروف هستند

توانيم آن را به صورت مقدار  مي )33-5(رابطة  كارگيريه بين مولكولي هم بستگي دارند و با ب
 ،بنويسيميافته هم  اشتي كار انجامدچشم

  

)5-34(          1
3 ∑  .  

 
بر  نيروي اعمالي از طرف مولكول  دهد كه در آن  يافته را مي كار انجام . در اينجا 
باشد كه بردار  مي و  ت بين دو مولكول بردار فاصلة موقعي در حالي كه  ؛است مولكول 

برابر است  باشد و از آنجا  مي و  ترتيب برابر ه ت هر مولكول از مبدا چارچوب بموقعي
  :با

  

)5-35(               
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 نويسيم، زيمانسكي رابطة زير را ميكنيم و همانند  مياستفاده  )35-5(و ) 34-5(از روابط 
  

)5-36(       13 ∑  .
2
2  

 
 رابطة زير ديديمكننده را به صورت  ذرات غير بر هم كنشتابع پارش 

  

)5-37(            
!

  
 

  :با بودكه از آنجا فشار برابر 
 
)5-38(            
 

  ها  از بر هم كنش بين مولكول توانيم ا در گازهاي حقيقي بر خلاف گازهاي كامل نميام
با اين توجه، تابع پارش يك دستگاه گاز حقيقي در حضور نيروهاي اندركشي . نيمصرف نظر ك

 كنيم كه منظور از تابع پارش گاز كامل ايده آل شروع ميبراي اين . آيد مي به دست
  

)5-39(          1
! 3 2  

  

شود كه  گاز به صورت پيوستار ظاهر مي دستگاه ،يابد ها كاهش مي وقتي فاصلة انرژي مولكول
  ،كنيم معلوم ميها  را با استفاده از انتگرال آن تابع پارش

 

)5-40(     1
!

1
3 2 … 1 …  

  

  :كه در آن انرژي پتانسيل داخلي برابر است با
 
)5-41(            ∑  
  

هم تفاوت  )41-5(رابطة . انتگرال حجمي رو به رويم پيداست كه ما با  )40-5(از رابطة 
اگر  ،به عبارتي .كند درستي بيان ميه اصلي بين گازهاي كامل ايده آل با گاز حقيقي را ب
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را برابر  )41-5(در رابطة  كافي است كه  م،خواهيد شرط كامل بودن گاز حقيقي را دريابي مي
 ؛يعني م؛صفر بگيري

 

)5-42(           ∑ 0  
  

  .باشد در حالي كه براي گاز حقيقي مخالف صفر مي .براي گاز كامل اين رابطه برقرار است
به رابطة تابع پارش گاز كامل ايده  0 را با  )40-5(توانيم رابطة  با اين اوصاف مي   

  :پس براي گاز كامل ايده آل داريم. نيمآل تبديل ك
 

   1
!

1
3 2 3 2⁄ … 1 …  

 
 و از آنجايي كه

  
)5-43(     1 2 …  
  

  مبا رابطة آشنايي كه قبلاً آن را ديدي .شود تابع پارش گاز كامل ايده آل برابر مي ،است
  

     1
! 3 2 3 2⁄  

 
 توانيم مي 4پس با توجه به  ؛است 0 كه در گازهاي حقيقي كرديم بيان  ديگر از طرف

1
  .بدانيمسهيم  جمله را در  2

  

1عبارت است از  ،هاي گاز حقيقي زوج مولكول نشان دهيد تعداد كلِّ :خودآزمايي
2  

  ،دهيم قرار مي )40-5( ي هكنيم و در رابط صورت زير جدا مي بنابراين ابتدا تابع نمايي را به
  

      …  
  

  با توجه بهآنگاه 
  

  

  … 1 … … ∑
1 …  
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 استفاده ازو با 
  

)5-44(          ∑ ∏  
  

نيروهاي بين مولكول به صورت رابطة زير بودن تابع نمايي را با وجود كوتاه برد  توانيم مي
  ؛هيمبسط د

  

    1 1
2

2 2  
 

  ،نيمتر ك توانيم رابطة بالا را ساده مي ،كه كميتي با مقدار كوچك است با معرّفي كميت 
  
  

      1
2

2 2  
  

  و از آنجا
 

)5-45(            1  
 

شود  مي) بزرگ(كوچك  مقدار  ،يابد) افزايش(چنانچه فاصلة بين دو مولكول كاهش   
قدري ه ب و با كاهش زياد فاصله، وقتي كه دو مولكول زيادي به هم نزديك شوند، مقدار 

  .توانيم از انتگرال حساب كنيم شود كه شاهد دستگاهي پيوستار خواهيم بود و مي ميكوچك 
  آوريم به دست مي )44-5(رابطة  در )45-5(جايگذاري رابطة  اينك با

  

)5-46(         ∏ 1 1 ∑  
 

 :و با استفاده از انتگرال داريم
  

)5-47(      # … 1 ∑ 1 … 
 

به انتگرال بالا را  توانيم ميبگيريم، در نظر  را كه اگر فقط جملة يك داخل پرانتز مبيني مي  
است كه تمايز گاز حقيقي و  پس  #،يعنييم؛ كار بره براي گازهاي كامل ايده آل ب
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تر بين  اندركنش قوي ،بيشتر باشد هرچه مقدار  .دهد گاز كامل ايده آل را نشان مي
 0دهد و براي گازهاي ايده آل  ها نشان مي ي گاز را به همراه اندازه مولكولها مولكول

  :است در حالي كه براي گازهاي حقيقي داريم
 
)5-48(               0  
  

2از طرفي چون تعداد 
همة  ديگر، هستند و به عبارت سانزوج مولكول گاز حقيقي يك 2

هاي گاز حقيقي برابر  را براي تمام اين زوج مولكول توانيم آنگاه مي ،اند ها با هم متشابه آن
 ؛نماييمرا به صورت زير محاسبه  )47-5(و انتگرال بگيريم 

  
)5-49(        # 1

2 1 2 12 1 221  
 

كه براي را از حجمي  2را اختيار كرديم و عامل  2و  1هاي  در اينجا زوج مولكول  
را بايد  )49-5(اينك انتگرال دو گانة در رابطة . نتيجه گرفتيم ،مولكول باقي مانده است 2
  .گيريم را در نظر مي )2-5(براي اين منظور شكل . نيمطريقي محاسبه كه ب

انتگرال توانيم  مي ،1ست محل مولكول ربا اختيار نمودن يك مبدا مختصات مناسب بر د  
و همة فضاي كروي اطراف  شود فرض مي ر آن كه د نيمتر محاسبه ك را راحت

2 يعني، ؛باشد 2تواند جا و محل مولكول  مي مولكول يك به شعاع  4 و در  2
  نتيجه

  
)5-50(      12 1 221 12  4 2

1  
  
  

12 با معرّفي    4 2
0 اين (باشد  مي 1ت مولكول كه مستقل از موقعي
12 آنگاهو ) نباشيمظرف هاي ديوارة  هنگامي درست است كه در كناره 1 221

2   آنگاه ،شود خيلي بزرگ مي قتي و 11
2 ~

2

  و  2
  
)5-51(      # 1

2
2 1 1

2

2 
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  آنگاه ،به حساب آوريم هاي بعدي را هم ، جملهحال اگر در بسط 
  

      # 1 2 
 

لين مرتبة تقريب مطابق با تا او توانيم ش بندادي بزرگ يك گاز حقيقي را ميرو بنابراين تابع پا
  ،يمصورت رابطة زير به دست آور 4
 

)5-52(      1
! 3 2 3 2⁄ 1 2  

  
  

دهد با تابع پارش يك گاز كامل  رابطة بالا كه تابع پارش يك گاز حقيقي را ميبا مقايسة   
كه تفاوت تنها در حضور جملة دوم كنيم  كه قبلا به دست آوريم، ملاحظه ميايده آل 

1 تابع پارش  توانيم پس مي. گرددها بر است كه اين به وجود اندركنش بين مولكول 2
  ،بنويسيملكول را چنين ناشي از بر هم كنش بين مو

  

)5-53(             1 2  
 

براي دستگاه گاز  )52-5(ش رتوابع ترموديناميكي را با داشتن تابع پا توانيم اينك مي  
به همراه  گيريم كه  لگاريتم مي )52-5(رابطة  براي اين منظور از. حقيقي به دست آورد

ماكروسكوپي ببرد و خواص ماكروسكوپي ترموديناميكي دستگاه تواند ما را به دنياي  ثابتي مي
  ،يمرا به دست آور

  

   3 2 3 2⁄ ! 1 2  
  و يا

  

)5-54(      1 2  
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2كه  اينك با فرض اين   :است داريم 1
  

       1 2 2 
 

10 حدود 2مقدار آلونسوفين    و از اين رورا به دست آورد  4
  

     2  
  بنابراين

)5-55(          
2

2 2  
  

  :آوريم كه عبارت است از به دست ميرا  در نتيجه فشار گازهاي حقيقي
  

    
2

2 2
2

2 2  
 

  :داريم و  ولي با توجه به 
 

)5-56(           
2

2 2  
  

ويريال  ةيك قضي ،لو در تقريب اورا به دست آوريم معادلة حالت گاز حقيقي توانستيم   
هاي بين مولكولي در گازهاي حقيقي را از گاز  است كه در واقع تفاوت فشار ناشي از اندركنش

 در مورد گاز كامل رابطة فشار، حجم و دما به صورت . كند كامل مشخّص مي
جملة اضافي شاهد است كه در اينجا 

2

2 ت علّ .هستيم كه باعث كاهش فشار شده است 2
هاي  مولكول شود تا گردد كه سبب مي برميها  بر هم كنش بين مولكول بهاين كاهش فشار 
ظرف داشته  ةبا ديوار يا اندركنش كمتري را هاي ظرف برسند و برخورد كمتري به ديواره

و نيز سهم ناشي از در نظر گرفتن (اين سهم نيروهاي بين مولكولي ديگر،  از طرف. باشند
  ،بنويسيمتوانيم به صورت رابطة زير  را مي) ها اندازه و حجم خود مولكول

  
  

آل ايده    سهم نمايانگر انحراف گازهاي حقيقي از گازهاي كامل 
2

2 2 
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  ،كنيم ميرا به صورت زير معرّفي دومين ضريب ويريال ايم،  نمودهكه با تقريبي كه مطرح 
 
)5-57(            1

2  
  

كننده  سخت غير بر هم كنش هاي هدومين ضريب ويريال را براي گازي كه از كر: خودآزمايي
  .محاسبه كنيد ،تشكيل شده است 0به شعاع 

 
  دستگاه آماري كلاسيكي 3- 5

ترموديناميكي را با استفاده از تابع پارش ي پرداختيم و توابع هاي خطّ تا حال به مولكول  
م ديدي و مشتمل بر تابع پارش انتقالي، چرخشي، ارتعاشي، الكتروني و اسپيني به دست آورديم

در واقع وقتي دما افزايش  .نيمتبديل ك را به   توانيم كه در دماهاي به اندازة كافي بالا مي
ها زياد گردد  ط مولكولگردد تا انرژي متوس مي د و باعثوش ميها بيشتر  يابد جنبش مولكول مي

شود و در حد اين اعداد كوانتومي بزرگ  و در نتيجه تعداد اعداد كوانتومي بيشتر و بيشتر مي
  .نماييمها را با مكانيك و يا ديناميك كلاسيكي بررسي  رفتار مولكول توانيم است كه مي

 يگيريم كه هاميلتون م كنش را در نظر مياينك دستگاه ذرات ايده آل كوانتومي بدون بر ه  
 ،نويسيم ميبه صورت رابطة زير را آن 

  

)5-58(          , ∑ ,1  
  

 ديگر از طرف. هستندام  ي ذره خطّة ه و تكانصترتيب مخته ب و  كه  مپيشتر ديدي  
  :اي شرودينگر داريم گيريم و بنا به معادله ذرات ايده آل بدون اسپين را در نظر مي

  
  

       
  
  

  به صورت را  اين است كه تابع موج  ،ا تفاوتي كه در اينجا وجود داردام
. بنويسيمبه صورت حاصل ضرب ويژه مقادير  نويسيم؛ بلكه آن را نميويژه توابع  ي ازمجموع
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ويژه تابع ذره را چنين  توانيم مي ،و از لحاظ آماري مستقل هستند اند ذرات يكساناز آنجايي كه 
  ،بنويسيم

 

)5-59(           ∏ 1  
  

  كه
  

       ∑ 1  
  

  و آنگاه
 

)5-60(             
 

,0,1,2و  كه داراي انرژي را ذره  با  ويژه حالت كنيم  مي اكنون فرض   … 
را ها  ويژه حالتكه  ياي ذره برابر است با مجموع انرژيدر اختيار داريم كه اين انرژي  ،است

  ؛برقرار باشندشرايط زير بايد  البتّه. اند اشغال كرده
  

       ∑ 
 

       ∑ 
  

 :عبارت است از 10اين حالت با استفاده از در نتيجه تابع موج 
  

)5-61(     ∏ 1
1

1 ∏ 2
1

1 1 …  
  

ه نياز نيست كه همواره البتّ .باشد برقرار مي براي تابع موج تك ذرة  كه 
آنگاه  ،در جاهايي كه ذرات تميزپذير هستندچرا كه  ؛نگران وضعيت تصحيح گيبس باشيم

∏ را بر !كند كه  تعويض ذرات ايجاب مي ها  تقسيم كنيم و از آنجا تعداد ميكرو حالت !
  ،ست آوريمرا به د

 
)5-62(            1

∏ !
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از عملگر تعوض كه در مكانيك كوانتوم با آن  ،شوند ذرات تعويض مي به دليل آن كه  
است كه براي تابع  1دانيم كه ويژه مقادير عملگر تعويض برابر  و مي كنيم مياستفاده م آشنايي

 .است 1در حالي كه اين براي تابع موج نامتقارن برابر . را داريم 1موج متقارن ويژه مقدار 
  

بر حسب ويژه توابع  توانيم را مي نشان دهيد كه تابع موج نامتقارن  :خودآزمايي
 ؛بنويسيمبه صورت زير  

  

)5-63(      

1 2

1 2

1 2

  

  
كه هر حالت در فضاي كلاسيكي كه جايگاهي به اندازة  مهاي جلوتر ديدي در فصل  

باشد كه چون تابع پارش بدون بعد  مي در كوانتوم متناظر با  كه كند را اشغال مي 
اي مختصات  ذره براي يك دستگاه . باشد داراي واحد اندازه حركت ضربدر طول مي است 

ه به مختصبه صورت زير مشخصّ ي دستگاه خطّ ةمكاني و تكان ةنقاط در فضاي فاز را با توج
  ،كنيم مي
 
)5-64(            , ,  
 

,كه دانيم ميتابع پارش بندادي  از   , با اين تفاوت كه انرژي ، ∑
ابتدا  ،يعني ؛كنيم مشخّص مي ,هر حالت يا نقطه در فضاي فاز را با هاميلتوني 

با توجه به انرژي جنبشي 
2

تابع پارش را كه نقاط پيوستاري در  ، و انرژي پتانسيل  2
كه انرژي  نآبه  توجهسپس با  .نويسيم ميبه صورت رابطة زير  كنند، ايجاد مياز فضاي ف
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رابطة پارش را در  ،ي و انرژي پتانسيل هم فقط تابع مكان استخطّ ةجنبشي تنها بر حسب تكان
  ،نويسيم مييك حالت پيوستار 

  

)5-65(      ∑ 1 … ∏ 1  
  

اين هاميلتوني را  ،گاز كامل ايده آل كه شامل ذرات زياد بدون ساختار استكه در مورد 
 بگيريم؛ يعني؛ ي در نظرخطّ ةتوانيم فقط بر حسب تكان مي

  

)5-66(          , ∑
2

21  
 

داراي  دانيد انتگرال فضاي فاز با توجه به تعداد ابعاد  طوري كه مي از طرف ديگر همان  
كه نگاه كلاسيكي تنها در دماهاي به اندازه  مفراموش نكنيالبتّه  ؛است ابعاد كنش به توان 

ذره تميزناپذير مورد نظر هيچ اندركشي با يكديگر ندارند و  كافي بالا صادق است كه در آن 
  :داريم ز آنجاتقسيم كنيم و ا !دليل تميزناپذيري ذرات لازم است كه آن را بر ه از آنجا ب

  

   
!

1
! 

3
, 

  

  .گردد برمي 3به همان ابعاد كنش به توان  3ت نوشتن علّ
~ حال اگر عنصر حجمي در نظر گرفته شود كه اصل عدم قطعيت  

3 
  ،ر در نظر بگيريممطابق با تغييرات زيرا انتگرال  توانيم آنگاه مي ،در آن برقرار باشد

 
)5-67(      ∑ 1

!
∑     1

! 
3  

 
توانيم با متغيرهاي كلاسيكي جفت  هاي آزادي كوانتومي اتم را نمي كه درجه ريمتوجه دا   

حالت يك تابع در اين . يمنداشت تا توجهي به كه  و همين امر است نماييمو جور 
هاي آزادي جفت نشده مكانيك كوانتومي  كه تابعي از دما هست و درجه نيمپارشي را معرّفي ك

ناميم كه به ما احتمال وجود يك حالت در  كوانتومي مي و آن را  يمنماي را بيان مي
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بريم كار را به  )67-5(توانيم رابطة  بنابر اين مي .دهد را مي ,دستگاه كلاسيكي 
 ،و بنويسيم

  

)5-68(      1
! 

3  
  و نيز

)5-69(         ,
,

,  
  

انرژي  ) تابع( كه تنها شامل انرژي جنبشييم اي در نظر گرفت به گونهرا  هاميلتوني  
توانيم تابع توزيع فضاي فاز را بر حسب متغيرهاي  است با اين حساب مي)  تابع( پتانسيل
 ؛بنويسيمآن  و تكانة خطّي  مكاني

  
)5-70(           ,  
  

گر و نيز فضاي مكاني  و از آنجا تابع احتمال براي ديدن دستگاه در جايگاهي از فضاي تكانه
  :ترتيب عبارتند ازه آيد كه ب به دست مي 

  

)5-71(             
 

  
 و

)5-72(             
 

  
  

شود و از  براحتي محاسبه مي )72-5(نشانگر انرژي جنبشي است با اين توجه انتگرال  كه 
 ،آنجا

)5-73(          1
!

2
2

3 2⁄
  

  

 كه به

)5-74(              
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توانيم آن را  دليل معلوم نبودن انرژي پتانسيل نميه ولي ب ؛انتگرال پيكربندي كلاسيكي گويند
  . نماييممحاسبه 

با هر دو حالت كوانتومي و  توانيم شود كه هاميلتوني يك مولكول را مي احساس مي  
كلاسيكي به درجات آزادي دستگاهي كه قابل پيدا كردن  كه  بگيريمكلاسيكي در نظر 

و چرخشي و يا فاصلة بين ترازهاي انتقالي و چرخشي كه بسيار  يمثل تابع پارش انتقال ؛هستند
كلاسيكي با نگاه  توانيم ولي درجات آزادي مربوط به ارتعاشات را نمي ؛آيد كار ميه كوچك ب
كل را  و در عوض بايد از مكانيك كوانتومي استفاده كنيم و به همين دليل نماييم تحليل 

  دانيم، ميمجموع هر دو هاميلتوني كلاسيكي و كوانتومي 
 
)5-75(           

 و از آنجا

)5-76(               
 كه 

)5-77(    1 , 1 1 …  
  

  .يمبا تابع پارش مربوط به هر كدام به دست آور توانيم پس هاميلتوني كل را مي
  

 .را به صورت زير بيابيد Iصلب با گشتاور لختي  ةهاميلتوني چرخند: خودآزمايي

  

)5-78(            1
2

2 2

2 
 

ثابت  هستند و از آنجامختصات مكاني و تكانة خطيّ به ترتيب  ، و  ،   كه در آن
 :ها برابر هستند با شود كه تابع پارش مي

  

)5-79(              8 2
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)5-80(              2  
  

هاميلتوني را به  رابطه µيافتة  با توجه به جرم كاهش توانيم براي نوسانگرهاي كلاسيكي مي  
  ،بنويسيمصورت زير 

  

)5-81(            
2

2
1
2

2  
   

  .فاز را مشخّص كنيد ةهاميلتوني، مسير نقط  با استفاده از معادلات حركت: خودآزمايي
 
  ماتريس چگالي ذرات بدون برهم كنش 4- 5

 ،ديواره را در نظر بگيريمهرچند بنا بود اندر كنش يا برهم كنش بين ذرات و نيز ذرات با   
هم كنش  يچيدگي مسأله در حال حاضر بهتر است تا نگاه جديدي به اين ذرات بي برپدليل ه ب

  ،نويسيم لي در هنگرد بندادي را ميبراي چنين ذراتي، ماتريس چگا. نماييم
 

)5-82( 1, 2, … , | | 1 , 2 , … , 1
1, 2, … , 1 , 2 , … ,  

  

ويژه مقدار . باشند مي و  دهنده به ترتيب تابع موج  در واقع نشان  و 
  ،يمتوانيم با استفاده از معادله شررودينگر به دست آور چنين دستگاهي را مي

 

)5-83(             
2

2 ∑ 2  
  

  :داريماي بهنجار شده  كار بردن شرايط مرزي تك ذرهه با ب حال
  
)5-84(            1 2⁄ .  
  

  كه از آنجا
  

)5-85(              2
1 3⁄  
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…هاي برداري با مؤلفّه كه  , 2, تابع موج كل دستگاه را بر حسب ويژه . باشند مي  1,0
  ،نويسيم ميابع وت

  

 ١, ٢, … , ١
√ !

∑
١ ١ , ٢ ٢ , … ,  

  

)5-86(  
   

١
√ !

∑
١ ١ , ٢ ٢ , … ,  

  

كه در جلوي  ها بسته به عملگر تعويض  است و براي فرميون 1ها  براي بوزون
  .باشد 1تواند گيرد، مقدار آن مي آكولاد قرار مي

كننده به رابطة زير  ات رياضي و در عين حال خستهبا كمي عملي )82-5(اينك از رابطة   
 است،مده آبه دست  10كه در رسيم  مي
  

   1 2 … 1 2 … 1 
 

  1
! 2 3 ∑ ∏

2 2

2
31  

)5-87(  

     1
! 2 2

3 2⁄
∑ ∏ 1  

 
  به صورت رابطة زير است، كه در آن تابع 

  

      
2 2⁄  

 
  :توان به صورت زير نوشت را مي  نشان دهيد كه در اينجا نيز طول موج گرمايي: خودآزمايي

  

 )5-88(          2
2  
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يشتر پاز طرف ديگر چون قصد داريم به ماتريس چگالي برسيم كه اهميت آن را يكي دو بخش 
 ،گيريم در نظر ميرابطة زير را  ،بيان كرديم

  

   1 2 … 1 2 … 1 
 

   ∑ 1 2 … | 1 2 … 1 
  

)5-89(  
      1

! 3 2⁄ ∑ ∏ 1  
 

  ،نويسيم مياي زير  را به صورت رابطهدر اينجا 
  

)5-90(             2 2⁄  
 

  .به صورت رابطة زير به دست آورد را بر حسب توابع   مك كوري
  

)5-91(      ∑ 1 ∑ ∑  
  

  با
  

)5-92(              
  

  اگر شرط
   

)5-93(            
3

2 3 2⁄ 1  
  

 :آنگاه تابع پارش دستگاه برابر است با ،بر قرار باشد
  

)5-94(            ,  
  

)5-95(            1
! 3

3 1
! 3  
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  ،شود مشخّص مي كاملاً )116-4(در نتيجه ماتريس چگالي با استفاده از رابطة 
  

)5-96(              
,

  
 

 ذير را در نظر بگيريد و با تصحيح طول كوانتومي پذرة آزاد تميزنا دستگاهي با  :مسأله
  ،است زير به صورتل تقريب او با ارشپنشان دهيد تابع 

  

   , 1
! 3 1 ∑ 2 2 2⁄ 3  

  
تابع پارش را  ،يرپذبراي دستگاه ذرات بدون برهم كنش تميزنا )91-5(با استفاده از رابطة  :حل

  ،نويسيم ميبه صورت زير 
  

 , 1
! 3 1 ∑ ∑ 3  

  
!كه بر  ت اينعلّ ل در تقريب او .گردد به تميزناپذيري ذرات آزاد برمي ،تقسيم كرديم 3

  :داريم
    , 1

! 3 1 ∑ 3  
  
 

  :داريم )91-5( و) 90-5(از روابط 
 

         
  

       
2

2 
  

              
2 2

2  
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  :بنابراين
   , 1

! 3 1 ∑ 2 2 2⁄ 3  
 

ور رابطة زير را در براي اين منظ .خواهيم تصحيح طول كوانتومي را بيشتر دنبال كنيم اينك مي
 گيريم، مينظر 

             ,  
 1

! 3 ∑  1 2 2

2
3  

  و يا

 , 1
! 3 ∑  1 2 2

2
3 

 

    1
! 3 ∏ 1 2 2

2
3  

  

  :دانيم كه مي

         ∏ 1 2 2

2 
 

  1 2 122
2 1 2 132

2  
  

  ،دهيم ميتصحيح طول كوانتومي را در تساوي زير نشان 
 

  ∏ 1 2 2

2 1 ∑  
2 2

2  
 

  ،آوريم هايت تابع پارش را به دست ميدر ن
  

   , 1
! 3 ∏ 1 2 2

2
3 
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)5-97(  
   , 1

! 3 1 ∑  
2 2

2
3 

  
  آيده ال  گاز چند اتمي  5-5

  تابع پارش در دماهاي پايين 1 ـ 5 ـ 5
با گاز ايده آل سرو كار داريم كه تك اتمي نيست و در نتيجه براي به دست آوردن توابع   

ساختار را  انرژي پتانسيل كلِّ .ها را در نظر بگيريم ملكولترموديناميكي نياز است كه ساختار 
ها نسبت به توابع ديگر انرژي  ولي برخي از اين پتانسيل ؛وردآبه دست  )1-5(بايد از رابطة 
هاي با حركت  ل از ملكولهاي گازي متشكّ توان دستگاه به عبارت ديگر مي. اند پتانسيل غالب

  :ستداخلي را عبارت از عوامل زير دان
  اي  عامل هسته -1
  عامل الكترون  -2
  عامل ارتعاشي  -3
  عامل دوراني -4
  

اي كه پيشتر به آن  گونه كنيم كه منظور از رقيق بودن همان ابتدا گاز را رقيق فرض مي  
ها اندر كنشي وجود ندارد و همچنين تبهگني هم صورت  اين است كه بين مولكول ،اشاره شد

  :نماييم شرط زير بيان ميها را با  اين. گيرد نمي
  

       
3

2 3 2⁄ 1  
  

  ،براي آن بنويسيمرا  رابطة زيرتوانيم  مي ،با لحاظ كردن تابع پارش كه تابعي از دما استاينك 
  

     1 , 3 2 3 2⁄  
 

  باشد كه ها مي هاي داخل دستگاه مولكول تابع پارش مربوط به حركت كه 
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       ∑  
  

بنابراين سهم  .باشد هاي دستگاه مي تراز انرژي مربوط به حركت دروني مولكول و در اينجا 
  .به دست آورد 10توان مطابق  حركت داخلي در كميات ترموديناميكي را مي

 
هاي يك دستگاه گازي نشان دهيد كه در درون  با احتساب حركت دروني مولكول: زماييآخود

 و آنتروپي  و پتانسيل شيميايي   ها انرژي آزاد هلمهولتز دستگاه كميت
 ؛از روابط زير به دست مي آيند وگرماي ويژه  و انرژي دروني 

  

)5-98(              
 

       1 
 

       
 

      2 
  

     2  
  

توانيم حاصل  دستگاه چند اتمي رقيق را مي تابع پارش كلِّ ،به آنچه توضيح داده شد بنا  
  ،بدانيمعامل بر شمرده شده  4ضرب تابع پارش هاي 

 

 )5-99(          
 

  ،كنيم بازنويسي ميرا به صورت رابطة زير  تابع پارش 
 
)5-100(             
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ت اين امر علّ. ها استتار است رسد كه تابع پارش انتقالي در ديگر جمله به نظر مي :خودآزمايي
  .را توضيح دهيد

  

هاي تك اتمي  براي مولكول ،مثلاًَ ؛هاي دستگاه بستگي دارد به شكل مولكول يافتن   
تنها  توانيم مي ،خيلي بيشتر باشد ديديم كه چنانچه انرژي يونيزاسيون از انرژي گرمايي 

اثر  توانيم به گازهاي بي ها را بدون هيچ يوني در نظر گرفت كه از جمله اين گازها مي اتم
 دانيم مي در كل براي اين نوع گازها در تراز پاية الكتروني. نيمآرگون اشاره ك نئون و -  هليوم

پين سباشد؛ اما در هسته به دليل وجود ا است و مرتبة تبهگني هم برابر يك مي 0
  :آنگاه نشان دهيم اي را با پين هستهسشاهد مرتبة تبهگني هستيم كه اگر ا

 

)5-101(            2 1  
  از آنجاو 
)5-102(      1 2 1 2 1  
  

هاي تك اتمي سهمي در گرماي ويژه آن  نشان دهيد كه حركت داخلي در مولكول: خودآزمايي
 .ندارد

 

ات قليايي كه در تراز پاية آن ساختار ريز بر خلاف مرتبة تبهگني وجود براي فلزّ: خودآزمايي
  :ثابت كنيد كه ،ندارد

  

)5-103(       2 1 2 1 2 1  
  

  .هاي داخلي سهمي در گرماي ويژه نخواهند داشت در اينجا هم نشان دهيد كه حركت
 )٠  و  0 ات قليايبراي فلزّ: راهنمايي(
 

اينك چنانچه عدد . بوده است 0كه  بود در حالي ٠در خودآزمايي آخر  
آنگاه انتظار وجود ساختار ريز را در اين حالت داريم  ،صفر باشد مخالفهم lكوانتومي سمتي 

 توانيم همان مي ،اي است پيني و زاويهسكه شامل هر دو تكانة ا و با استفاده از مرتبة تبهگني 
  ،بنويسيم، چنين نموديمكه بيان  طور
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        ١ 
 

        ٢ ١  
  كه
)5-104(          ∑ 2 1  
  و

      , 1, … ,  
  

  :ثابت كنيد ،است در حالتي كه : خودآزمايي
 

      2 1 2 1 
 

  .دنها نيز سهمي در گرماي ويژه دستگاه ندار در اينجا هم نشان دهيد اين
ا اگرام 

          
  و يا

                1  
  در نتيجه

     2 1 0
0

  
 
در اينجا با احتساب هر دو جمله، سهم حركت دروني . باشد انرژي تراز مي ةكمين 0

  .هاي دستگاه را در گرماي ويژه خواهيم داشت مولكول
 10در اينجا از . اتمي مي پردازيم هاي دو اينك همانند فصل دوم به دستگاه مولكول  

  كه وقتييابيم  ميدر
  

       104 105   
 

شود كه در اين دما بيشتر  بيشتر مي قدرها از ها آن وند مولكولياست آنگاه انرژي پ
  هرچند در اينجا به ازاي .ها در حالت پايه خواهند بود مولكول
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0

0
  ,

0

0
 

  

  به ازاي ،در گرماي ويژه ندارند يها نقش هاي داخلي مولكول حركت
 

        
0

0
  

  
تابع پارش الكتروني را به صورت رابطة زير تقريب  توانيم مي ،باشد كه نمونة بارز آن گاز 

  بزنيم،
  

)5-105(            0 1  
  

  .است همان مقدار انرژي  كه 
 

 :ثابت كنيد: خودآزمايي

  
)5-106(         

2

1 0
1 1 1

0
  

  

  :آنگاه نشان دهيد كه
  

       0 
 

      0  
  

  . را بر حسب دما ترسيم نماييد نمودار  و در دماي معمولي 
  

ها را در اينجا در نظر  تحقيق كنيد كه چرا نياز نيست تا انرژي الكتروني مولكول: خودآزمايي
توان تابع توزيع در  اتمي است و در نتيجه مي گازهاي دوه روال كار و تحليل مثل البتّ ؛بگيريم
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دا كرد و با كمي تفاوت نسبت به يها را در بين حالات دوراني قابل دسترس پ تعادل مولكول
 ،اتمي را هم نوشت توان روابط مربوط به چند مي 7- 2بخش 

  

)5-107(           
 

  ،نويسيم مياتمي به صورت زير  چنددستگاه را براي   ، )47-2(همانند رابطة 
 

       2 1 
 

        
2

2 
  

  كه مدر كوانتوم ديدي
  

    2 , , 2 1 , , 
  

       2 2 1 
  آنگاه
       

2 1
2 

 
  كه به صورت )151-2(با تعريف دماي مشخّصة چرخشي در رابطة 

 
        

2

2 
 

 :برابر است با )141-2(توزيع تعادلي مثل رابطة  ،بوده است
  

)5-108(        2 1 1 ⁄ 
  

 و همين طور داريم
       ∑ 
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     ∑ 2 1
1

 
  

  :شود با بدين ترتيب تابع پارش چرخشي برابر مي
  

)5-109(         ∑ 2 1 1 ⁄ 
 

هاي دوراني  دماي آستانه براي حالت . است )153-2(كه شبيه تابع پارش دواتمي در رابطة 
  ؛تر است گازها از دماي اطاق به مراتب كوچك بيشترشود كه براي  هم خوانده مي

 
    2 

 
    2 ∑ 2 1 1 

 
      2 ∑ 1 2 

 
      ∑ 1  

 
ن در اين قسمت يپسنظر گرفتن اتفاوت اين قسمت با آنچه كه در فصل دوم مطرح شد، در 

 ،را به صورت زير در نظر گرفتيمرا بكار ببريم و آنگاه مرتبة تبهگني  كه  باشد مي
  

)5-110(             2 1 
 

     
2 1

2   , 0,1,2, …  
 

  ام از مركز جرم مولكول فاصله هستة  ،مثلاً ؛اي از هم قرار گيرند كه ها به فاصله چنانچه اتم
  :آنگاه لختي دوراني برابر خواهد بود با ،باشد 
 

)5-111(            ∑ 2 
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 در واقع شكل يك مولكول تأثير. ستها تنها يك فرض ا توجه داريم كه خطي بودن اتم  
ها  اين فرضشود به راحتي بر  دارد كه نمي چنان زيادي بر ويژگي دوراني مولكول چند اتمي آن

 ،مثلاً ؛ها متقارن و يا نامتقارن باشند ا ممكن است كه جداي از آن مولكولام ؛تكية اساسي نمود
در  توان با ضرب كردن  متقارن است و اين را مي 2بر خلاف  2هاي گاز مولكول

تابع  ،يعني ؛كننده بر تقارن يا عدم تقارن به تصحيح فرمول تابع پارش پرداخت ضريبي دلالت
اي مداري كل  زاويه ةكار گرفتن تكانه عبارتي ببه ن و يپسرا با احتساب ا )109-5(پارش رابطة 

  ،بنويسيم، به صورت رابطة زير  اي  به جاي تكانة زاويه 
 

)5-112(        1 ∑ 2 1 1 ⁄  
  

  :آنگاه ،به رو باشيم وستار رويهنگامي كه با دستگاهي پ
  

)5-113(         1 2 1 2 1 ⁄
0  

 
همان معني و مفهوم را دارد كه در بالا براي متقارن و نامتقارني مطرح شد ولي  در اينجا   

به گفتة مك  »در داخل خودش«توان آن مولكول را  هايي دارد كه مي در واقع اشاره به تعداد راه
2براي  اين عدد تقارني  ،مثلاً ؛لوري چرخاند ولي  ؛است 3و 2برابر  بترتيه ب و   

حول يك محور تقارن سه  ند پيودر متان به دليل حضور چهار  ها بر اساس بررسي
به دليل  باشد و مي 12و  4و نيز براي اتيلن و بنزن به ترتيب برابر  12تايي اين عدد تقارن برابر 

در ، كه تميزپذير نيستندرا هايي  ه در كلاسيك تعداد ميكروحالتعدد تقارني است ك همين
  .آورند ميكار نه شمارش فضاي فاز ب

  

را  ي، عدد تقارني هاي غير خطّ اي مولكول ة گروه ـ گروه نقطهبا استفاده از نظري: خودآزمايي
  .تجزيه كنيد

  برقرار باشد،ايم كه اگر رابطة زير  مواجه 1با  )113-5(در رابطة 
  

)5-114(            1  
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  :از اين رو داريم. صرف نظر كنيم در برابر  1توانيم از  آنگاه مي
 

       1 2
  

  كه
      1 2 1 2 2 ⁄

0  
  و يا

   

)5-115(            √ 3 2⁄
  

  آنگاه
    √ 3

2
3
2 

 
  .باشد هاي ترموديناميكي مورد نياز قابل استخراج مي كه از آنجا ساير كميت

كه در اينجا مطرح است، اين است تانسور لختي دوراني موضوعي كه در ارتباط با اينك   
هاي  آرايه از اين رو،. دوراني در حال چرخش باشد شود امكان دارد خود محور ملاحظه مي

اي  بنابراين اگر در موضوع چرخش فقط تكانة زاويه. ماتريس لختي دوراني يكسان نباشد
هاي تكانه و حركت چرخشي محور دوران  بايد سهم مربوط به مؤلفّه ،را وارد نكنيم مولكول 

  :دهيم كه نشان مي را نيز وارد كنيم كه اين عدد كوانتومي را با 
 

     , ١, … , ١, 
 

       ٠,١,٢, …  
 

 :ترازهاي انرژي عبارتند ازآنگاه 
  

)5-116(        
2

2
1

1
2 1

3

1
2

 
  

 كه با مرتبة چندگانگي
  

)5-117(          2 1 
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  :يمتوانيم تابع پارش را به صورت زير به دست آور مي
 

)5-118(          √
1 2

1 2⁄
  

 كه

                1
2

2 1
 

)5-119( 

        2
2

2 3
  

  

1ه فرض شده كه البتّ   .است 2
 

1اگر : خودآزمايي 2   :باشد، آنگاه نشان دهيد كه 3
 

     √
1

1 2⁄

2

1 2⁄

3

1 2⁄
  

  يا و

)5-120(            √ 3

1 2 3

1 2⁄
  

 
. يمتوابع ترموديناميكي را به دست آور توانيم مي تابع پارش طوري كه بيان شد با داشتن همان

  به صورت زير است،آنتروپي را  ،به عنوان يك نمونه
 

 √ 3
2

1
2 1 2 3  

 
  :همين طور انرژي دروني عبارت است از و

  

    2 3
2  

 يا و

       3
2 
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 :و گرماي ويژه در حجم ثابت برابر است با
  

)5-121(            3
2  

  تابع پارش ارتعاشي 5-2- 5
ها  اتمي يكسان را براي چند توانيم روابط تقريباً مي )170-2(تا  )159-2(همانند روابط   

  .بنويسيمهم 
 بر سطح افق صافي جاكه  ثابت فنر  و اي به جرم  ي سادهابتدا در مورد يك فنر خطّ  

  .آيد به دست مي  كه بسامد حركت جسم از رابطةدانيم  ميشود  جا ميه ب
 ها با فنرهايي با ثابت فنر  كه اتم نيمر كاتمي تصو حال اگر براي يك مولكول چند  

  و داريمبريم  كار ميه ب را به جاي جرم  يافته  جرم كاهشآنگاه . كنند نوسان مي
 

       
1 2⁄

  
  

  :و انرژي برابر است با
  

      ∑ 1
21 

 
  :عبارت خواهد بود با ،همچنين مقدار ترازهاي اشغالي ارتعاشي

 

    
1
2  

  

  با دماي مشخّصة ارتعاشي
 

         
  :داريم

 

      
1
2 ⁄  
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  در نتيجه با توجه به .باشد با كمي تفاوت مي )162-2(كه شبيه رابطة 
  

)5-122(        ∑
1
2 1 ⁄

 
هاي  در مورد حالتايي كه نياز است در كنار مطالب در بالا بيان گردد، اين است كه  نكته  

حالت نامتقارن دو  يابه حالت متقارن وبا توجه هاي چرخش مولكول نياز است  هسته و حالت
يكسان باشند، به  و  هاي  اتمحال چنانچه . گيريم ميدر نظر  و يا نايكسانيكسان را اتم 
  .گويند مي  ها  آن به و اگر متفاوت باشند،  ها  آن

اي و عامل چرخشي  يكسان نيستند را در نظر بگيريم آنگاه عامل هسته و  اگر وضعيتي كه 
  :اي و چرخشي به ترتيب عبارتند از باشند كه مرتبة تبهگني هسته جدا از هم مي

  

)5-123(        2 1 2 1 
 

  .لحاظ شده بود )109-5(براي چرخش تابع پارش در رابطة  اين پيشتربينيم  مي همانطوري كه
 

  .ثابت كنيد كه انرژي آزاد هلمهولتز مستقل از حجم دستگاه است: خودآزمايي
ها سهمي در فشار  كه ويژگي هاي داخلي مولكولدر مي يابيم از نتيجة خودآزمايي بالا   

در بحث كلاسيكي همواره بر قرار  رابطة  ،به عبارت ديگر. فشار گاز ندارند
با وجود مدهاي ارتعاشي و دوراني براي دماهاي مابين دماي دوراني و ارتعاشي  ،يعني ؛است
  :داريم

  

    7
2   , 5

2   , 7
5 

  

براي  جملة ارتعاشي را در نظر گرفتيم؛ چرا كهتنها تابع پارش انتقالي و دوراني در آن  كه
  :بنابراين. ت استيحائز اهم دماهاي 

 
     9

2   , 7
2   , 9

7 
 

  .باشد برقرار مي براي بيشتر گازها شرط  در دماي اتاق معمولاً
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باشند آنگاه  هر دو از از نوع  ،مثلاً ؛يكسان باشند و  هاي  حال اگر مولكول  
ت حاكم در دماهاي بسيار بالا به وضعيرابطة تابع  شود كه در آن ت كلاسيكي نزديك ميوضعي

 ،پارش زير برقرار است

)5-124(          2 1 2
2 

 
نگاه كوانتومي به با  بايدا در دماهاي پايين ديگر حالت كلاسيكي برقرار نيست و در عوض ام

  . تجزيه و تحليل آن بپردازيم
 1آنگاه بسته به اينكه عدد كوانتومي سمتي  ،گيريم وقتي تابع موج چرخشي را در نظر مي  

به ترتيب تابع موج متقارن و نامتقارن را خواهيم داشت كه در مورد تابع موج  ،زوج يا فرد باشد
2توانيم از  اي مي عامل هسته 1 2حالت به تعداد  2 1 2 تابع موج  1

2متقارن و مقدار    :داريم براي  ا داشته باشيم كهتابع موج نامتقارن ر 1
 

      2 
 

  :دانيم كه از مكانيك كوانتوم مي
 

ها حالت         كلّ  ∑ 2 1 2 1 2  
 

  :زوج را در نظر بگيريم حال اگر 
  

هاي تعدادحالت متقارن         ∑ 2 10,1,…,2  
  

    2 1 2 1  
 

هاي تعدادحالت نامتقارن         ∑ 2 10,1,…,2  
  

      2 1  
  

2ها رابطة  توانيم براي هسته طور مشابه ميه ب را بنويسيم كه براي دو هستة يكسان  1
  .داريم 
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  ]. رجوع شود به منابع در آخر كتاب لاعات بيشتربراي اطّ[
  

  به صورت رابطة با توزيع فرمي ديراكتابع پارش 
 

)5-125(    2 1 2 1 2 1 
  به صورت رابطة انيشتين-با توزيع بوزو 
  

)5-126(     2 1 2 1 2 1  
  

  .آيد درمي
  
  كاربرد ترموديناميك آماري  6- 5

 :هايي براي واكنش شيميايي برقرار است كه هاي شيميايي در گاز فرمول در تعادل  

  
)5-127(          ∑ ∑  
  
 

هاي در انرژي دروني دستگاه را جهت حصول  جاييه ب كنيم و جا از اصل وردشي استفاده مي
  .سازي بهينة كميت نيست) يا بيشينه(اصل وردشي چيزي جز كمينه . آوريم تعادل به دست مي

  

  
 ,به نقطه  ,مسيرهاي متفاوت رسيدن از نقطه ) 3-5(شكل 
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 تابع معلومي چون بايد حتماً ،پردازيمب Jبخواهيم به مقدار اكسترمم تابعي مثل  اگر حال  
,  ،مقدار معلومي ندارد  هرچند  .داشته باشيم ،است 0 كهرا  ,0
توان از يك  از مسيرهاي مختلفي مي) 3-5(در شكل . است ها متمركز بر بهينه مقدار  بررسي
  .رفت به نقطه  نقطه 
بهترين مسير اختيار  ،به  شمار مسير موجود در رفتن از  اين است كه از بي ،هدف  
كنيم كه يكي به اندازه  اختيار مي) 4-5(براي اين منظور دو مسير نوعي را مطابق شكل . شود

  .بالاتر از ديگري قرار دارد 
  

  
  به  دو مسير نوعي از ) 4-5(شكل 

  
ها بر يك پارامتر  توان در اختلاف آن مي ،شود كه در مسيرها مشاهده ميرا تغييري   
كه اين دو را به ترتيب به احترام  نيمكنندة اندازة تغيير و يك تابع بيانگر تغيير خلاصه ك تعيين

  :دهيم كه نشان مي و  با  9جورج آرفكن 
 

     , , 0   
 

        , , 0    
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  :نويسيم كه را به صورت زير مي آنگاه تابع 
 

      3
2 

  
  

)5-128(      , , , ,  2
1

 
  توجه به

              
1     0

0     0
 

 

شرطي كه با آن رابطة زير برقرار باشد را به  ديگر به عبارت بنا داريم تا مقدار اكسترمم 
 ،دست آوريم

)5-129(            
0

0 

 
  :آنگاه داريم ،باشند مي تابعي از   ، و خود ،   و تابعي از  چون 

  

                
 

       
  كه

             
 

        
 

  .گيري جز به جز حل كنيد طريق انتگراله انتگرال جملة دوم سمت را ب: خودآزمايي
  در نتيجه با

  

       0  
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  آيد رابطة زير به دست مي

      0  
  

  .باشد معادله لاگرانژ مينوعي همان ه كه ب
  

 ؛توان رابطة زير را استخراج كرد ينشان دهيد كه تحت اين شرايط م: خودآزمايي
  

)5-130(             
 

ت در ضريب و تغييرات تعداد مول با محدودي بريم ميكار ه برا اينك اصل وردشي   
  .آوريم ميبه دست  راعنصرسنجي 

به صورت را  ها  توانيم وردش در انرژي دروني با تغييرات تعداد مول ميبه عبارت ديگر 
 ،بنويسيمزير رابطة 

  

)5-131(            ∑  
  

 كند كه اكنون شرط تعادل ايجاب مي. پتانسيل شيميايي است كه 
  

)5-132(            , , 0  
  

 و در نتيجه
       ∑ 0 

  

را  كميتي مثل  ينكا. باشند هاي موجود در واكنش شيميايي تعادلي مي مؤلفّهنشانگر   
 )127-5(را شرح دهيم و آن به تركيب در طرفين رابطة  مهمكنيم تا يكي دو موضوع  معرّفي مي

با معادلة زير  rمعرّفي شود، آنگاه كميت  اگر چگالي مقدار به صورت . گردد بر مي
  ؛شود تعريف مي
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 آيد كه به دست مي 3قانون كنش جرم با استفاده از 
  
)5-133(        0 ∑ ∏  
 

  :و از آنجا قانون كنش جرم عبارت است از
 

)5-134(          ∏ ∏ 1 

به  و  ها را همانند چندرلر براي پتانسيل شيميايي  يك عبارت مولكول توانيم حال مي
 كه براي يك دستگاه شامل گاز كامل كلاسيكي با تابع پارش يمدست آور

  

)5-135(          , , ∏
!

  
  

  ،آوريم مي را با استفاده از رابطة انرژي آزاد هلمهولتز به دست پتانسيل شيميايي 
 

      ∏
!

  
  

  :كه با گرفتن لگاريتم از طرفين داريم
 

    ∑ ! ∑    
  

  و آنگاه از
   

, ,
  

  :داريم
)5-136(            3  
  

پتانسيل  توانيم با استفاده از آن نيز در نتيجه ميشناسيم و  را از قبل مي 2كه 
به دست آوريم كه اين طول موج گرمايي خود از  شيميايي را بر حسب طول موج گرمايي

را و نيز مقدار ثابت تعادل   توانيم از آنجا هم مي .گردد مربوط مي با  جرم  طريق
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تابعي از  ،هم اشاره شد ه ثابت تعادل همان طوري كه قبلاًكه البتّ يمررا به دست آو شيميايي 
 كه در روابط به دليل آن. باشد دما مي

  

)5-137(          
3

  
  و

)5-138(            ∏ 3 
  

 ازي بود كه كاربردهاي زيادي هاي مهم تابع دما هستند و اين از يافته و  هاي  كميت
  .به دو نمونة آن پرداختيممثال هاي زيركه در  توان سراغ گرفت آن در شيمي مي

 

است كه فرآيند در يك گاز رقيق  و   هاي ايزوله مولكول با حالت دستگاهي شامل  :مثال
  .باشد Δ اگر اختلاف انرژي دو حالت ايزومري ،گيرد صورت مي

  تابع پارش بندادي ) الف
  شرط تعادل ) ب
  .انحراف معيار در افت و خيز را به دست آوريد) جو 
2اگر واكنشي به صورت ) د   .پيدا نماييدن را آباشد تابع پارش و ثابت تعادل  2

توانيم از قانون  كنيم كه با توجه به تابع پارش مي استفاده مي )107-5(از رابطة ) الف :حل
  ،بنويسيمتوزيع بولتزمن آن را چنين 

  

      

  يا و
 )5-139(              
  

 .نويسيم به صورت زير مي )134-5(تابع پارش بندادي را با رابطة 
  

)5-140(            ∏ 1
!

1
!

2
!
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  از طرف ديگر

       1
!

2
!

  
  كه

     1  2 ! !  
 
 :كارگيري تقريب استرلينگ داريمه با ب

  
)5-141(    1  2 
  

  .باشند مي و   هاي ايزومر  اي وزن دار به حالت به ترتيب مجموعه 2و  1
 .آيد هاي شيميايي با كمينه نمودن انرژي آزاد هلمهولتز به دست مي شرط تعادل) ب

  

)5-142(          0  
  

  هكه البتّ
  

)5-143(             
 

 )143-5(كه رابطه كنيم  ميرا بازنويسي  )140-5(با اين توجه تابع پارش بندادي و نيز رابطة 
 ،بنويسيمتابع پارش را به صورت زير  توانيم مي  دهد كه با تعداد كلِّ نشان مي

  

)5-144(            1 2
!

  
  :نتيجه داريم در

     ∑ 1
!

2
!,

1 2
!

  
 
143-5(و) 142-5(ا در روابط ام( كار  و سر و  به جاي خود  و  ط با متوس

  ؛كنيم از لگاريتم شروع مي. آوريم ها را به دست طپس لازم است اين متوس .داريم
 

 ∑  1  2, 
 

    1 2  
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)5-145(          3
2  

 
  :داريم 2و  1گيري نسبت به تابع پارش  و با مشتق

 

     
2,

1
1

1
1 2

  
  ويا

       1
1 2

  
  و از آنجا

  

)5-146(        1 1 2,

1
1 2

  
 و نيز

  

)5-147(        1 2 1,

2
1 2

  
  

 شود كه ملاحظه مي
  

)5-148(              1
2

 
  

  :كه آيند ميعي به دست ط افت و خيز مربانحراف معيار و واريانس را به راحتي با متوس) ج
 

    1
1 2 1 2,

1 2 1
1 2 2  

  و يا
      

1 2,

2
1 2 2 

 
     1

1
1

1 2
2

1 2

1
1

  
  كه از آنجا

  

)5-149(      2 1 1 2,
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  و نيز
)5-150(      2 2 2 1,

  
  

 :داريم )150-3( رابطةاز ) د
  

)5-151(          3
3

4
4

1
1

2
2

3 3 4 4

1 1 2 2  

 
دهيم و ثابت  قرار مي )151-5(از رابطة  ها فشار جزئي را با توجه به  به جاي غلظت

  ،آوريم را به دست مي )كه تابعي از دما است( تعادل بر حسب فشار
 

)5-152(             3
3

4
4

1
1

2
2  

 
نشان دهيد كه نسبت ثابت تعادل بر حسب فشار به ثابت تعادل بر حسب غلظت : خودآزمايي
 :برابر است با

)5-153(          3 4 1 2 

 
  :ات قليايي كه عبارت است ازدر واكنش بخار فلزّ

 
       2 2  

 
1 و در آن 2 ، 2 0 ، 3 4و  1   . است 0
  :با رابطة

     1 2 1 
  

  :داريم )152-5(از رابطة 
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)5-154(             31 40

1
2

20
  

  

 ،كه از آنجارا ديمر بناميم 3را مونومر و  1بهتر است  2و  در اينجا با توجه به 
  

)5-155(              
 

  ؛را به دست آوريم توانيم ثابت تعادل  مي )144-5(از رابطة 
  

      
3 3 4 4

1 1 2 2

3

1 2  

  و يا

)5-156(            
3

1 2  
  

اتمي يك گاز كامل  به ترتيب تابع پارش تك اتمي و مولكول دو 2و  1كه تابع پارش 
در  .باشد كه به دليل آن كه فقط سهم الكتروني و انتقالي را براي گازهاي تك اتمي داريم مي

بايد سهم ارتعاشي و چرخشي را نيز در نظر  ،ها ها جداي از اين سهم اتمي حالي كه براي دو
 طوري كه در فصل سوم بحث نموديم، تابع پارش را به صورت زير همانحال . بگيريم

 :نويسيم مي

)5-157(      1 , 2
2

3 2⁄
 

  و

)5-158(    3 2 , 2 2
2

3 2⁄

2
0

1 ⁄  
 

0كنيم كه  ملاحظه مي 1كه از 
1
 و  ،  0 مقادير ثابت هاي مولكولي. 2

  .اند داده شده )2-5(در جدول 
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 1هاي مولكولي براي چند مولكول دو اتمي  ثابت )2-5(جدول 
  

  :مشخّص شده است كه
  

   0 17 3  ⁄  , 229  , 0 221 ⁄ 
  

 ؛يممقدار زير را به دست آور 2با ) 157-5( ةتوانيم از رابط مي  100در 
  

)5-159(          1 1/31 1027   
  

 ،توانيم بنويسيم هم مي )158-5(و از رابطة 
  
)5-159(          2 1/22 1035   
  

  :داريم )156- 5(كه از رابطة 
  

   
3

1 2
1

1/38 10 16 103
8/22 1035

1/31 1027 2  
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  :در نتيجه
  

)5-160(         0/5 10 6 2
0/0475 1  

 
0/0475كه نزديك به مقدار تجربي    .است 1

  

) 2-5(مك كوري مقادير مشخّصة دماهاي چرخشي و ارتعاشي را در جدول : خودآزمايي
ت اختلافات را هاي متفاوت علّ ها براي مولكول ليست كرده است كه با مقايسة مقادير آن

  .توضيح دهيد
  
  همپاري انرژي 7- 5

 - معادلات فوكرها  در فيزيك آماري مطرح هستند كه از جملة آنموارد بسيار زياد ديگري   
تا حدودي پيچيده دارند  آيزينگ مدل هستند كه نياز به بحث و بررسي ،زنجيرة ماركو ك،پلان

كنيم  مند توصيه مي ها از حوصلة اين كتاب خارج است و به دانشجويان علاقه و پرداختن به آن
 ها به آنشتر كه بي كه با توجه به منابع در آخر كتاب، اين موضوعات جالب را بخوانند، هرچند

   .دهند تري را به دست مي گردد، نتايج واقعي مربوط ميمكانيك آماري غير تعادلي 
تواند ما را در  پردازيم كه در بسياري از موارد مي ميپاري انرژي هم در اينجا به موضوع  

دهند كه  نشان مي ،اند مطالبي كه در اين كتاب مطرح شده. بررسي مطالب آماري كمك نمايد
 ،روند كه در يكديگر ميرا اثر  ناشي از پخش شدن مقداري از گازهاي بي ير آنتروپتغيي
  ؛بنويسيمتوانيم به صورت زير  مي
 
)5-161(          ∑    
  

  .باشد مي به چگالي  نسبت احتمال  كه در آن 
يم و از آنجا رابطة دبه دست آور توانيم به صورت ماتريس و با استفاده از  را مي چگالي 

  :زير را بنويسيم
 

)5-162(               ∑  
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  و يا
)5-163(           ∑  
 

  .كنيم كند كه نتيجة فشرده آن را چنين بيان مي ي را بازگو مياي مهم نكته ،اين رابطة ساده
برابر  ،آيد وجود ميه اثر در همب كه از پخش شدن تعدادي از گازهاي بي يتغيير آنتروپ«

شود كه  دهنده ايجاد مي است كه با انبساط آزاد هريك از گازهاي تشكيل يتغيير آنتروپ
  ».كنند حجمي برابر حجم كل را اشغال مي ,گازها در دما و فشار  هريك از اين

را براي يك مخلوط گازهاي ي كنيم و تغيير آنتروپ استفادهتوانيم  مي )161-5(از رابطة    
كه از هر كدام تنها  كنيم مي فرض ،به عبارت ديگر. نئون در هم به دست آوريم اثر هليوم و بي

1توانيم  مي )163-5(آنگاه با استفاده از رابطة  ،يك مول در اختيار داريم
براي هر دو را  2

 :برابر است با  يآنتروپگاز به دست آوريم كه از آنجا تغيير 

  
)5-164(     ∑  2 
 

    1
2

1
2 2 2  

 
  ت دو گاز از لحاظ گرمايي يا اين محاسبات با اين شرط كه هيچ تفاوتي در وضعي
تر در اين رابطه به  نكتة مهم. اند به دست آمده ،ها وجود ندارد گازي آن يهاي آنتروپ ثابت

2باشد كه  حضور دو گاز نئون و هليوم در مخلوط گازها مي ها را  تغيير آنتروپي در آن 2
نگاه پخش شدن يك گاز در آ ،بودند در حالي كه اگر هر دو گاز از يك نوع مي. شود سبب مي

چون  ؛شدگي نبايد مطرح شود كه اين پخش؟ طبيعي است شتدا  گاز ديگر چه معني و مفهومي
 ،تحت شرايطي كه بيان كرديم ،ها شدگي آن در واقع هر دو گاز يكي هستند و دليلي در پخش

اي را باعث  نظمي وجود ندارد كه تغيير آنتروپي هيچ بي ،به عبارت ديگر .وجود نخواهد داشت
  .ايم آن را مطرح كرده ،ترگردد كه پيش اين به همان تناقض يا پارادكس گيبس برمي. شود

اين است كه آنتروپي مخلوطي از  ،كند و آن موضوع ديگري را هم مطرح مي ،قضية گيبس  
كه به گاز  است دهندة مخلوط برابر مجموع آنتروپي هريك از گازهاي تشكيل ،اثر گازهاي بي
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مخلوط را ه اگر گاز جزء مزبور به تنهايي بتواند حجمي برابر حجم البتّ ؛جزء معروف است
  .اشغال كند

 اثر را در نظر بگيريم كه در دستگاهي به حجم  پس اگر مخلوط گازهاي كامل بي  
در هاي مناسبي از يكديگر جدا شده باشند،  اند و آنگاه اين گازها به وسيلة ديواره محبوس شده
 گازهااگر اين . (خواهند بود و دماي يكسان  اين گازها در فشار يكسان  آن صورت

… , , … ها به ترتيب فرض شوند كه عدد مولي آن , , , در  يعني، ؛.)باشد ,
اثر دستگاه را مجموع  آيد كه آنتروپي مخلوط گازهاي بي حضور ديواره ها مشكلي پيش نمي

…آنتروپي هر يك از گازهاي  , , است  برقرارزماني وضعيت طبيعي است كه اين . بدانيم ,
 ةوگرنه قضيوضعيت مزبور برقرار است دما و فشار ثابت  كه با زها در يكديكر نفوذ نكنندكه گا

  .افتد گيبس از اعتبار مي
. گردد يك نكتة ديگر به عدم در دسترس بودن جايگاه ممتاز و سرعت مرجع ذره برمي  

كه را م و كاملي ظّمن كاملاً ةتوانيد يك شبك گفتيم كه مي .اي را بيان كرديم براي اين مورد نمونه
ها  در يك بلور در نظر گرفت كه به دليل تميز بودن جايگاه ،عاري از هر گونه نقص است

كه  ها علي رغم آن اين مولكولبدانيم؛ چرا كه براي ذرات تميزپذير  يك نمونه را ها آنتوان  مي
از همسايگانش  ها هرگز مشكلي در تميز دادن آن ،توانند حول مواضع ثابت خود نوسان كنند مي

رو به رو گازهاي حقيقي گويي با شود  وقتي وضعيت از كامل بودن خارج مي. وجود ندارد
 بنابراين همان. افتند از اعتبار ميموارد در بالا ، به دليل وجود اندركنش بين ذراتهستيم و 

به ازاي مقادير عدد صحيح م، طوري كه در مورد ذرة كوانتومي در چاه پتانسيل كوانتومي ديدي
دانيم تمام  و علاوه بر آن مي يمتوانيم يك حالت كوانتومي را براي ذره به دست آور ها مي 

12هاي با مقدار ثابت  حالت 22 تعداد . داراي انرژي يكساني هستند 32
اد ذراتي كه تراز را پر از تعد) تبهگن تراز( مربوط به يك تراز انرژي  هاي كوانتومي  حالت
ك حالت كوانتومي ه يرسد كه در هر لحظ بعيد به نظر مي از اين رو. بيشتر است بسيار ،كنند مي

  :ه اساس مكانيك آماري هم بر اين چينه چيده شده است كهالبتّ ؛را بيش از يك ذره اشغال كند
   ».احتمال اشغال تمام حالات كوانتومي يكسان است«
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اي وجود ندارد كه آن ذره نسبت به ساير ذرات شانس  تي براي ذرهارجحييعني هيچ   
توانند با احتمالي يكسان حالت  ها مي بلكه همة آن ؛بيشتري در اشغال جايگاهي داشته باشد

توانند به  را مي حالت كوانتومي با انرژي  پس هر ذره تعداد . اي را اشغال كنند كوانتومي
طوري كه به  آنگاه همان ،ذره در دستگاه مورد نظر باشد اگر  .طريق اشغال كند تعداد 

حالت كوانتومي برابر  چنين توزيع ذرة تميزپذير بين  ها اين تعداد كل راه ،ايم دست آورده
  :است كه توزيع عبارت است از 

 

        
!

  
  

  .باشد درجة آزادي مي داراي  ،گيريم كه هر ذره مي دستگاه ذراتي را در نظر: مثال
  :ط انرژي ذرات برابر است باكه متوس دهيدنشان ) الف 
 

        2  
 

  .كنيدها را پيدا  ، گرماي ويژة آشناي دستگاه اتمfاز آنجا با مقدارهاي مختلف) ب
. گيريدبهاي هليوم در نظر  ها را اتم ها و يك بار ديگر آن بار ذرات دستگاه را الكترون يك) ج

هاي  هاي هليوم قابل مقايسه با حالت ها بر خلاف حالت اتم كه تعداد الكترون دهيدنشان 
  .اند كوانتومي

 

جنبشي هاي مختلفي نظير انرژي  كنيم انرژي ذرات شامل انرژي براي اين منظور فرض مي :حل
 2ها را بر حسب تكانه به صورت  همة اين انرژي. چرخشي و ارتعاشي هستند انتقالي،

  ؛توانيم بنويسيم رابطة زير را مي آنگاه چنانچه براي يك گاز كامل كلاسيكي داريم،. نويسيم مي
 

     ∑ 2  2
0 

  
 

     ∑ ∑ ∑ 2  
  با نوشتنو 

  

      ∑ 2 ∏ 2  
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 ؛آوريم ست رابطة زير را به دست ميدرجة آزادي ا داراي دستگاه كه  و اين
  

)5-165(    ∏ 2
  0 ∏ 2

  0  
  
 

    و     با
  

  :داريم
  

  
2
  0

1 2⁄ 2
  0

1 2⁄  
 

در اين   پس  ،است نسبت به  باشد و چون انرژي مشتق  مي مستقل از  كه 
  ؛مشتق دخالتي نخواهد داشت

 
   ∏ 1 2⁄

1 ∑  21 
 

     2  
  

  :گيريم كه و از آنجا نتيجه مي
 

      2  
 

از طرف ديگر با افزايش تعداد ذرات تميزناپذيري كه بدون هيچ اندركنشي تا حد تعداد ) ب
كه در بدانيم عي جملة مرب  توانيم انرژي كل را مجموع مي ،روند ذرات كلاسيكي پيش مي
ه حال تعادل انرژي متوس1برابر ط هر ذر

پاري هم«اين همان اصل مشهور . است 2
به عنوان نمونه دستگاه گاز كامل تك اتمي را در نظر . يا تقسيم مساوي انرژي است »انرژي
بنابراين براي . باشد مي 3 ،يعني ؛گيريم كه هر ذره داراي سه درجة آزادي انتقالي است مي

  :اتم داريم براي  )160-5(است و از رابطة   انرژي برابر، اتم يك مول گاز كامل با 
 

        3 
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      3
2

3
2  

 
  :برابرند با 1كه براي يك مول 

 

        3
2 

 
       3

2  
 
دست هاي كوانتومي در واحد فاصلة انرژي را به صورت رابطة زير به  وقتي تعداد حالت) ج

  :آورديم
  

      2 2
2

3 2⁄ 1 2⁄  
  

3با  كه  ممي بيني   جرم يك اتم هليوم حدود  ديگر از طرف. رابطة مستقيم دارد ⁄2
الكترون و هليوم را معلوم و يكسان  حال اگر انرژي . برابر جرم يك الكترون است 10000

ها را به  توانيم نسبت آن آيد، مي همان طوري كه از منابع در آخر كتاب بر مي آنگاه ،فرض كنيم
  دست آوريم كه

 

    
3 2⁄

104 3 2⁄ 106  
 

هاي كوانتومي در يك گاز معمولي هليوم حدود يك ميليون برابر تعداد  يعني تعداد حالت
در اين حجم . سانتي متر مكعب استدر يك  هاي كوانتومي در يك گاز الكترون در مثلاً حالت

ت را اتم سديم كه يك الكترون ظرفي درحالي كه براي مثلاً. اتم هليوم وجود دارد 1019حدود 
كه تعداد  كنيم جداي از آن ملاحظه مي. الكترون وجود دارد 1023در همين حجم حدود  ،دارد

10هاي كوانتومي الكترون  تعداد حالت ،هاي هليوم است برابر تعداد اتم 104ها  الكترون برابر  6
هاي  ها و تعداد حالت طبيعي است كه تعداد الكترون. باشد هاي هليوم مي هاي اتم تعداد حالت

علاوه بر آن طبق . هاي هليوم چنين نيست درحالي كه براي اتم .كوانتومي قابل قياس هستند
پس در . پين مخالف قابل اشغال استسبا ا اصل طرد پائولي هر حالت كوانتومي با دو الكترون
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 ترين حالت انرژي تا يك انرژي فرمي  توانند در پايين ها نمي دماي صفر مطلق تمام الكترون
  .پر كنند

  

  با تعريف دماي فرمي به صورت رابطة زير: خودآزمايي
 

         
  

  انرژي اشغال شده به صورتسب حالت ها بر ح و تعداد فرميون
 

     2 2 2
2

1 2⁄ 1 2⁄
0  

 
 كه نشان دهيد

  

)5-166(        3
8

2 3⁄ 2

2
2 3⁄

  
  

هاي نزديك به  شود كه انرژي الكترون هنگامي دريافت مي )166-5(نكتة مهم در رابطه   
آنگاه مي بينيم كه انرژي به دست آمده آن برابر  .هم در يك فلز در صفر مطلق را محاسبه كنيم

يا همان انرژي نقطة صفر گاز (اين انرژي . است  50000انرژي يك گاز معمولي در دماي 
گرفت مس را در نظر  چندلر به عنوان يك برآورد. چند صد هزار ژول بر مول است) الكترون

7/1 برابر كه حجم مولي آن 10 3 3

 
ازاي هر دو اتم مس يك الكترون آزاد  است و به 

  :كه تعداد الكترون برابر است با داريم
  

     3 1026   
 

  
 

  :داريم )166-5(با جاگذاري اين اعداد در رابطة 
 

       5 104   
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ها نزديك به  هايي كه انرژي آن تنها الكترون ،يابد بنابراين وقتي دماي يك فلز افزايش مي  
كه اين افزايش دما انرژي  طوريه ب .هاي بالاتر روند توانند به حالت هستند مي انرژي فرمي 

 ةبراي محاسب. يابد اي افزايش نمي به طور قابل ملاحظه دروني دستگاه با توجه به 
ات تميزناپذير كه از اصل  ةنياز به ارائ ،فلزت گرمايي مولي سهم الكترون در ظرفيآماري از ذر
هاي كوانتومي و تعداد ذرات تقريبا  كه در آن تعداد حالت ، داريمكنند طرد پائولي پيروي مي

آشناي را به صورت رابطة  ديراك-توزيع فرميتابع شود تا  اين باعث مي.  برابرند
  :ر بنويسيمزي
 

       
1

  
 

  :ها را به دست آوريم كه و از آنجا انرژي دروني كل دستگاه فرميون
 

      
3

2 3 2⁄

3 2⁄

10  
  

دست به گيري  و پس از انتگرال نيمتوانيم از بسط تابع نمايي استفاده ك مي توجه به  با
  آوريم كه

 

      
2

2  
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 ل فصل پنجمئمسا
  :هاميلتوني دستگاه ذرات كلاسيكي را به صورت زير در نظر بگيريد )5-1

 

            1, 2, … , 
   

 ∑ 2
1 ∑ 2

1 1, … , , 1, … ,  
  

اصل هم ارزي پارش انرژي را به دست آوريد و از آنجا هر جملة . ثابت هستند و  كه 
1عي در انرژي، سهم مرب

2 ت گرماي ويژه به دست آوريدرا براي ظرفي. 
  

5-2( ه به اصل هانرژي متوس؛م ارزي يكسان انرژي به دست آوريدط را با توج  
 

    1
2

2 , 2 , 2 1
2

2, 2, 2  
  

  :ي نشان دهيد كهاتمي خطّ هاي چند براي مولكول )5-3
 

 2
2

3 2⁄
∏

2⁄

1 ⁄
3 5

1 1
⁄ 

  

  .)مك لوري مراجعه شود 3-8به بخش : راهنمايي( 
 

 .اتمي غير خطي تكرار كنيد هاي چند را براي مولكول )3-5(مسالة  )5-4
 

  :مي عبارت است ازتا نشان دهيد آنتروپي ارتعاشي يك گاز دو )5-5
 

  ⁄ 1 1 ⁄ 
 

 .شود ايجاد مي ميل كند چه تغييري در مقدار  ∞و نيز  0وقتي 
  

  ؛ل ايزوتوپي زير را در نظر بگيريدواكنش تباد )5-6
 

    4 3 
 

 .را نشان دهيد درستي آن. كند در دماهاي به اندازه كافي بالا به يك ميل ميكه 
  

گيرد، را به  ق صورت ميدر فاز گازي رقي  1000ثابت تعادل واكنش زير كه در دماي  )5-7
 ؛دست آوريد

       2 2 
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تابع پارش دستگاه ذرات كلاسيكي را با استفاده از طول موج گرمايي به صورت زير به  )5-8
  :دست آوريد

     1
! 3 

 

,اهي شامل پنج ذرة تميزپذير گستد )5-9 , , نشان دهيد كه تابع . در اختيار است ,
  :عبارت است از ,كلاسيكي اين دستگاه در فضاي  پارش

 

  
3

! ! ! ! !
, 

 

 .طريقي محاسبه كنيده را نوشته و انتگرال را ب ,و آنگاه 
  

فشار اين گاز كامل از ثابت كنيد كه . هاي بدون ساختار مفروض استدستگاهي از  )5-10
  :آيد رابطة زير به دست مي

  4
√  3  2 1 2

0 √  3 ∑ 1 1
5 2⁄1  

 

3پس از آن نشان دهيد كه انرژي دروني برابر 
است و بررسي كنيد در دماي پايين و يا در  2

   .گيرد چگالي بالا چه تغييراتي در آن صورت مي
 


