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 و پیوستگی حد

 

بیان حد و محاسبه حد و قضایای مهم مربوط  در این فصل تعاریف

 میشود. بعد از آن پیوستگی توابع را بررسی خواهیم کرد.
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   . عبارت ابتدا با یک مثال مفهوم حد را توضیح میدهیم :مقدمه  
𝑥2−1

𝑥−1
میل میكند به کمک  1ه سمت ب xوقتي مقادیر آن را   

 اشین حساب در جدول پایین محاسبه کردیم. م

 

         

 

مقادیر یک نزدیک مي شوند، عدد ها به xاز جدول بالا دیده میشود که وقتي 
𝑥2−1

𝑥−1
ویند حد میگ .نزدیک مي گردند 2به عدد   

𝑓(𝑥)     تابع =
𝑥2−1

𝑥−1
𝐥𝐢𝐦 باشد ومي نویسند : مي 2رابر ل میكند بیم 1ه سمت ب xوقتي 

𝒙→𝟏

𝒙𝟐−𝟏

𝒙−𝟏
= 𝟐   . 

  تعریف حد:

limمي گوییم 
𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = 𝑙 که( 𝑎 ممكن است در قلمرو 𝑓 باشد یا نباشد ولي 𝑓 در یک همسایگي از 𝑎 تعریف شد )ه است

휀   هر اگر برای > 𝛿داده شده بتوان   0 > 𝑥كه به ازای هرای یافت بطوری 0 ∈ 𝐷𝑓 که 

𝟎 < |𝒙 − 𝒂| < 𝜹 آنگاه  |𝒇(𝒙) − 𝒍| < 𝜺. 

 کمک نمادهای ریاضي  بهحد  تعریف

∀𝜺 > 𝟎  ∃𝜹 > 𝟎 ∶ 𝟎 < |𝒙 − 𝜶| < 𝜹  ⇒   |𝒇(𝒙) − 𝒍| < 𝜺 ↔   𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂
𝒇(𝒙) = 𝒍 

 

lim ه از تعریف حد نشان دهیدبا استفاد مثال
𝑥→3

𝑥2 = 9   

휀فرض کنید > 𝛿باید بتوان ، داده شده باشد0 > 0که xه به ازای هر کیافت 0 < |𝑥 − 3| < 𝛿   داشته باشیم

|𝑥2 − 9| < 휀 

𝑥2|پس داریم     − 9| < 휀  ⇒   |𝑥 − 3|. |𝑥 + 3| < 휀   ⇒   |𝑥 − 3| <
𝜀

|𝑥+3|
 

در چنین مواقع برای
ε

|𝑥+3|
𝛿 برای این کار فرض کنیم  کران پائین مشخص مي کنیم .یک    =  باشد از  1

|𝑥 − 3| < 𝛿   یک کران برای𝑥  پیدا میكنیم. پس 

|𝒙 − 𝟑| < 𝟏 → −𝟏 < 𝒙 − 𝟑 < 𝟏 → 𝟐 < 𝒙 < 𝟒    

2 حال به کمک   < 𝑥 < 𝑥|یک کران برای   4 +  پیدا میكنیم  |3

x 0.9,0.999,0.9999, 1.00001,1.0001 

𝑥2 − 1

𝑥 − 1
 

1.9,1.999,1.9999,        2.0001,2.0001 
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𝟐 < 𝒙 < 𝟒  → 𝟓 < 𝐱 + 𝟑 < 𝟕 → 𝟓 < |𝒙 + 𝟑| < 𝟕 

 پس:

휀

|𝑥 + 3|
>
휀

7
 

𝛿کافي هست  = min {1,
𝜀

7
 انتخاب شود.  {

 اگر بخواهیم صحت جواب خود را بررسي کنیم به شكل زیر عمل میكنیم. 

0فرض مي کنیم  < 𝛿 ≤ min {1,
𝜀

7
𝑥|طوری باشد که  x باشد وفرض کنیم { − 3| < 𝛿.باشد 

𝑥2|بنابر این داریم: − 9| = |𝑥 − 3||𝑥 + 3| < 𝛿   ⇒   |𝑥 + 3| ≤
𝜀

7
|𝑥 + 3| <

𝜀

|𝑥+3|
. |𝑥 + 3| = 휀 

 در صورت وجود منحصر به فرد است. fحد تابع  قضیه:

lim  فرض کنید : اثبات 
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) خلف(و برابر هانبیش از یكي باشد )بر 𝑙1  و𝑙2     :یعني 

𝑙1 ≠ 𝑙2 , lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑙1    ,     lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑙2 

𝑙1 حال چون ≠ 𝑙2بنابر این𝑙1 − 𝑙2 ≠ یعني 0
𝑙1−𝑙2

2
≠ | بنابراین: 0

𝑙1−𝑙2

2
| > 0 

휀 حال فرض مي کنیم = |
1

4
(𝑙1 − 𝑙2)|:وداریم 

 lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑙1  ∶   휀 > 0   ∃𝛿1 > 0  ∶    0 < |𝑥 − 𝑎| <𝛿 1   ⇒    |𝑓(𝑥) − 𝑙1| < 휀 

 lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑙2  ∶   휀 > 0   ∃ 𝛿2 > 0 ∶   0 < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿2   ⇒   |𝑓(𝑥) − 𝑙2| < 휀 

𝛿 حال اگر = min (𝛿 1, 𝛿2): بنابراین 𝛿 >  پس خواهیم داشت: 0

 ∀𝑥 ∶   |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 ≤ 𝛿 1   ⇒   |𝑓(𝑥) − 𝑙1| < 휀 

∀𝑥 ∶   |𝑥 − 𝑎| < 𝛿 ≤ 𝛿2   ⇒   |𝑓(𝑥) − 𝑙2| < 휀 

𝑙1|وداریم: − 𝑙2| = |𝑙1 − 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥) − 𝑙2| ≤ |𝑙1 − 𝑓(𝑥)| + |𝑓(𝑥) − 𝑙2| 

⇒  = |𝑓(𝑥) − 𝑙1| + |𝑓(𝑥) − 𝑙2| < 휀 + 휀 = 2휀 = 2 ×
1

4
|𝑙1 − 𝑙2| =

1

2
|𝑙1 − 𝑙2| 

𝑙1یعني این رابطه ،یک تناقض آشكار است پش فرض خلف باطل بوده وحد در صورت وجود بیش از یكي نخواهد بود یعني = 𝑙2. 
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 راست( )حد چپ و حدود یک طرفه

(:حد راست )تعریف  

limم     مي نویسی
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) = 𝑙  تابع( f در نقطه 𝑎 از راست دارای حد 𝑙  در اینجا  ست.ا xنقطه به  ها از سمت راست 𝑎 

0نز دیک مي شوند(اگر برای هر   < 휀،0 < 𝛿 یافت شود بطوریكه به ازای  هر 𝑥 :که 

∀휀 > 0  ∃𝛿 > 0      ∀𝑥 ∶ 0 < 𝑥 − 𝑎 < 𝛿  ⇒   |𝑓(𝑥) − 𝑙| < 휀           

lim مي نویسیم : تعریف حد چپ
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) = 𝑙   0اگر به ازای هر < 휀 ،0 < 𝛿 :یافت شود ،بطوری که 

∀𝑥 ∶ 0 < 𝑎 − 𝑥 < 𝛿  ⇒   |𝑓(𝑥) − 𝑙| < 휀           

.د چپ و راست موجود و برابر باشندموجود است اگر وتنها اگر حدو تابع حد  قضیه:  

lim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) = 𝑙 = lim
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥)      ⇔ lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑙 

𝑓(𝑥)تابع علامت را در نظر بگیرید. همانطور که مي دانید :مثال = 𝑠𝑔𝑛(𝑥) = {
1        𝑥 > 0
0        𝑥 = 0
−1         𝑥 < 0

  وقتي این تابع حد .    

𝑥 →  وجود ندارد زیرا  0

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) =  زیرا: 1

∀휀 > 0   ∃𝛿 > 0 , ∀𝑥 ,0 < 𝑥 − 0 < 𝛿   ⇒    |𝑓(𝑥) − 1| < 휀  که هر𝛿 >  ،جواب ما مي باشد.0

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) =  زیرا: 1−

∀휀 > 0   ∃𝛿 > 0, ∀𝑥  ,0 < 0 − 𝑥 < 𝛿   ⇒    |𝑓(𝑥) + 1| < 휀  که هر𝛿 >  جواب ما مي باشد.0

𝑠𝑔𝑛(𝑥)پس تابع  = 𝑓(𝑥).  1چون.  مي باشد -1 چپحد  و1دارای حد راست ≠ 𝑥وقتي پس این تابع 1− →  .حد ندارد 0

limبعبارت دیگر
𝑥→0+

𝑓(𝑥) ≠ lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥)   پسlim
𝑥→0

𝑓(𝑥) .موجود نیست 

 حدود نامتناهی:

1)  lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = +∞  ⇒  ∀𝑁 > 0   ∃𝛿 > 0, ∀𝑥  ,0 < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿   ⇒    𝑓(𝑥) > 𝑁 

𝐥𝐢𝐦 مثال:
𝒙→𝟓

𝟓

(𝒙−𝟓)𝟐
= +∞                 
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∀𝑵 > 0   ∃𝜹 > 0  ∶ ∀𝒙,

𝟎 < |𝒙 − 𝟓| < 𝜹   ⇒    
𝟓

(𝒙 − 𝟓)𝟐
> 𝑵   ⇒    (𝒙 − 𝟓)𝟐 <

𝟓

𝑵
    

⇒   |𝒙 − 𝟓| < √
𝟓

𝑵
 

0 پس کافیست  < 𝛿 < √
5

𝑁
 اختیار شود.

 ت جواب را بررسي کنید میتوانید به شیوه زیر عمل کنید.نكته: اگر بخواهید صح

𝑥|       امتحان مسئله: − 5| < 𝛿 < √
5

N
   ⇒    |x − 5| < √

5

N
   ⇒    (x − 5)2 <

5

N
 

 ⇒    
1

(𝑥 − 5)2
>
𝑁

5
   ⇒    

5

(𝑥 − 5)2
> 𝑁 

 

2) lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = −∞  ⇒  ∀𝑁 < 0   ∃𝛿 > 0, ∀𝑥  ,0 < |𝑥 − 𝑎| < 𝛿   ⇒    𝑓(𝑥) < 𝑁 

 حدود در بینهایت:

limاگر
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑙اگر به ازای هر휀 > 𝑁،وجود داشته باشد0 >  ی که:0

∀𝑥 > 𝑁   ⇒    |𝑓(𝑥) − 𝑙| < 휀 

lim با استفاده از تعریف حد نشان دهید که  :المث
𝑥→+∞

1

𝑥3
= 0 

휀فرض کنید  > 𝑁 داده باشد باید0 > 𝑥∀ی بیابیم که 0 > 𝑁   ⇒    |
1

𝑥3
− 0| < 휀 

|
1

𝑥3
− 0| < 휀   ⇒    

1

𝑥3
< 휀  ⇒   𝑥3 >

1

휀
   ⇒    𝑥 > √

1

휀

3

 

𝑁وری انتخاب شود که:ط   Nیعني کافي است که  > (
1

𝜀
)
1

3. 

lim       تعاریف       نکته:
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 𝑙وlim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) =  .نیز متشابهند     ∞±
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 ان شده هست.تعدادی از قضایا مفید برای محاسبه حد بی از بیان تكنیكهای محاسبه حد،قبل 

lim :1قضیه
𝑥→𝑎
(𝑓1 ± 𝑓2 ±⋯± 𝑓𝑛) = lim

𝑥→𝑎
𝑓1(𝑥) ± lim

𝑥→𝑎
𝑓2 (𝑥) ± ⋯± lim

𝑥→𝑎
𝑓𝑛(𝑥)         

lim :2 قضیه
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥) = lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) . lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥)            .وهمینطور حاصلضرب توان متناهي تابع 

lim:3 قضیه
𝑥→𝑎
(
𝑓

𝑔
)(𝑥) =

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥)
limمشروط بر اینكه         

𝑥→𝑎
𝑔(𝑥) ≠ 0. 

lim اگر   :4 قضیه
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑙و𝑛 ∈ ℕو𝑙 ≥ lim:آنگاه0
𝑥→𝑎

√𝑓(𝑥)
𝑛 = √𝑙

𝑛. 

lim :5 قضیه
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑙      و 𝑙 < 𝑛  و 0 ∈ ℕو(𝑘 ∈ ℤ)𝑛 = 2𝑘 − lim آنگاه:1
𝑥→𝑎

√𝑓(𝑥)
𝑛

= √𝑙
𝑛. 

 

 محاسبه حد: تکنیکهای

limمعمولا برای محاسبه حد 
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)  ابتدا جای𝑥  مقدار𝑎   را قرار میدهیم. اگر توانستیم𝑓(𝑎) را حساب کنیم که کار تمام

limهست. بعنوان مثال 
𝑥→2

𝑥2 + 2 = 𝟎مانند در عبارت داده شده با حالتهایي   𝑎. اما در اکثر مواقع با جانشاني 6

𝟎
∞یا 

∞
 

و امثالهم مواجه میشویم. در اینصورت باید از تكنیكهای دیگری استفاده کنیم. در این قسمت به اختصار بعضي از این تكنیكها را 

 مورد بررسي قرار مي دهیم.

 استفاده از اتحادها -1

lim
𝑥→3

𝑥2 − 9

𝑥 − 3
= lim
𝑥→3

(𝑥 − 3)(𝑥 + 3)

𝑥 − 3
= lim
𝑥→3
(𝑥 + 3) = 6 

 استفاده از روابط مثلثاتی -2

lim
𝑥→0

sin 2𝑥

sin𝑥
= lim
𝑥→0

2 sin 𝑥 cos𝑥

sin 𝑥
= lim
𝑥→0
2 cos 𝑥 = 2 

 استفاده از قاعده هوپیتال -3

 .فرض کنید که یکی از دو حالت مختلف حدهای مبهم زیر را داشته باشیم

    lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=
0

0
lim    یا     

𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=
∞

∞
 

limمیتوانیم از   𝑔(𝑥)و   𝑓(𝑥)در صورت مشتق پذیری 
𝑥→𝑎

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
limبجای   

𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 استفاده کنیم . بعبارت دیگر  

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= lim
𝑥→𝑎

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
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 ) صفر صفرم های مبهمنکته بسیار مهم دیگر این است که اگر بعد از اعمال قاعده هوپیتال، دوباره به حالت
0

0
یا بینهایت به روی  ( 

 ) بینهایت
∞

∞
رسیدیم، کافی است که یک بار دیگر قاعده هوپیتال را اعمال و حد را محاسبه کنیم. این عمل را تا محاسبه نهایی حد و  ( 

 .دهیمابهام کامل انجام میرفع 

lim
𝑥→1

𝑥3 − 1

𝑥 − 1
= lim
𝑥→1

3𝑥2

1
= 3. 

lim
𝑥→∞

𝑒𝑥

𝑥2
= lim
𝑥→∞

𝑒𝑥

2𝑥
= lim
𝑥→∞

𝑒𝑥

2
= ∞. 

 

 استفاده از قاعده هم ارزیها -4

sin 𝑥 ≈ 𝑥.               cos 𝑥 ≈ 1 −
𝑥2

2
.          

یک تابع مشتق پذیر باشد. در این صورت   𝑓(𝑥)بدین منظور از بسط تیلور یا مک لورن استفاده میكنیم. فرض کنیم 

 بسط تیلور آن 

 

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) + (𝑥 − 𝑎)𝑓′(𝑎) +
(𝑥 − 𝑎)2

2!
𝑓"(𝑎) + ⋯+

(𝑥 − 𝑎)𝑛

𝑛!
𝑓(𝑛)(𝑎) 

𝑎حال اگر در رابطه بالا  =  ل میشود. باشد بسط مک لورن حاص 0

 

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) + 𝑥𝑓′(0) +
𝑥2

2!
𝑓"(0) + ⋯+

𝑥𝑛

𝑛!
𝑓(𝑛)(0) 

sinمثال : بسط مک لورن توابع  𝑥   ،cos 𝑥   و𝑒𝑥  .را بنویسید 

f(x)برای تابع  = sin 𝑥  میدانیم که 

𝑓′(𝑥) =    cos 𝑥  → 𝑓′(0) = 1.                   𝑓′′(𝑥) =  − sin 𝑥  → 𝑓′′(0) = 0. 

𝑓′′′(𝑥) =  − cos 𝑥  → 𝑓′′′(0) = −1.          𝑓(4)(𝑥) =   sin 𝑥  → 𝑓(4)(0) = 0. 

 

𝑓(𝑥) = sin 𝑥 = sin 0 + 𝑥𝑓′(0) +
𝑥2

2!
𝑓"(0) + ⋯+

𝑥𝑛

𝑛!
𝑓(𝑛)(0) 

sin 𝑥 = 𝑥 −
𝑥3

3!
+
𝑥5

5!
−
𝑥7

7!
+ ⋯ 

𝑥قتي  پس و → sinمیتوانیم بجای  0 𝑥  از𝑥  استفاده کنیم. بعبارت دیگرsin 𝑥 ≈ 𝑥. 

 به همین شیوه شما میتوانید بسط مک لورن  را حساب کنید.

cos 𝑥 = 1 −
𝑥2

2!
+
𝑥4

4!
−
𝑥6

6!
+ ⋯ 

cos پس داریم  𝑥 ≈ 1 −
𝑥2

2
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sin: اگر در استفاده از هم ارزی برای 1نكته 𝑥   در یک عبارت جمله𝑥3   وجود داشت بهتر هست از این هم ارزی

sinاستفاده کنید  𝑥 ≈ 𝑥 −
𝑥3

3!
 

𝑥: میدانیم اگر 2نكته  → 𝑎𝑥آنگاه  0 → sinپس میتوانیم از رابطه  0 𝑎𝑥 ≈ 𝑎𝑥 .استفاده کنیم 

 

lim
𝑥→0

sin 2𝑥

sin 𝑥
= lim
𝑥→0

2𝑥

𝑥
= 2.              lim

𝑥→0

x − sin 𝑥

𝑥3
= lim
𝑥→0

𝑥3

6
𝑥3
=
1

6
 

 

lim
𝑥→0

sin 𝑥 sin 2𝑥  ⋯     sin 𝑛𝑥

𝑥𝑛
= lim
𝑥→0

?

𝑥𝑛
= 𝑛! 

 استفاده از قضایا ی ریاضی -5

lim قضیه:
𝑡→∞

(1 +
1

𝑡
)𝑡 = 𝑒   اگر از تغییر متغیر𝑥 =

1

𝑡
limاستفاده کنیم داریم  

𝑥→0
(1 + 𝑥)

1

𝑥 = 𝑒 

 

limحد عبارت مقابل را حساب کنید       مثال
𝑥→0
(1 + 𝑎𝑥)

𝑏

𝑥 

 

𝑎𝑥 برای محاسبه حد بالا از تغییر متغیر = 𝑡 استفاده مي کنیم پس 

𝑎𝑥 = 𝑡 → 𝑥 =
𝑡

𝑎
                    

lim
𝑥→0
(1 + 𝑎𝑥)

𝑏

𝑥 = lim
𝑡→0
(1 + 𝑡)

𝑎𝑏

𝑡=(lim
𝑡→0
 (1 + 𝑡)

1

𝑡)𝑎𝑏 = 𝑒𝑎𝑏 

 

|𝑓(𝑥)|کراندار باشد یعني  𝑓(𝑥)اگر تابع  قضیه: ≤ 𝑀  وlim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = limآنگاه        0
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥)𝑓(𝑥) = 0 

 مثال

lim
𝑥→0
𝑥 sin

1

𝑥
= lim
𝑥→0
𝑥 = 0 

 

sin|ه بخاطر اینك
1

𝑥
| ≤  از قضیه بالا استفاده کردیم. 1

 موجود باشند و ℎ(𝑥)و  𝑓(𝑥)  ،𝑔(𝑥)هر گاه توابع  قضیه ساندویچ )فشار یا فشردگی(:

𝑔(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ ℎ(𝑥)    اگر حدود .ℎ(𝑥)  و𝑔(𝑥)  وقتي𝑥 → 𝑎 موجود و برابر𝑙 .باشد 

limآنگاه   
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑙 . 

limت مقابل را حساب کنید      حد عبار مثال
𝑥→0

𝑥 [
1

𝑥
] 

𝑡میدانیم که  − 1 ≤ [𝑡] ≤ 𝑡 پس 

1

𝑥
− 1 ≤ [

1

𝑥
] ≤

1

𝑥
   → 𝑥 (

1

𝑥
− 1) ≤ 𝑥 [

1

𝑥
] ≤ 𝑥

1

𝑥
  → 1 − 𝑥 ≤ 𝑥 [

1

𝑥
] ≤ 1 
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limاز طرفي 
𝑥→0

1 − 𝑥 = lim
𝑥→0
 1 = limپس طبق قاعده ساندویچ   1

𝑥→0
𝑥 [
1

𝑥
] = 1 

limعبارت مقابل را حساب کنید      حد  تمرین
𝑥→0

𝑥2 [
2

𝑥2
] 

limحد عبارت مقابل را به کمک قضیه ساندویچ حساب کنید       تمرین
𝑥→0

𝑥2 sin
1

𝑥
 

 

𝟎رفع ابهام برای حالتهای  ×∞  

 ) صفر صفرمبرای رفع ابهام ابتدا آن را بصورت 
0

0
 ) هایتیا بینهایت به روی بین ( 

∞

∞
 در آورده و سپس رفع ابهام میكنیم.  ( 

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)
1

1
𝑔(𝑥)

  

limمثال: حد مقابل را حساب کنید
𝑥→−∞

𝑥𝑒𝑥 

      lim
𝑥→−∞

𝑥𝑒𝑥 = lim
𝑥→−∞

 𝑥
1
1

𝑒𝑥

= lim
𝑥→−∞

 
𝑥

𝑒−𝑥
= lim
𝑥→−∞

1

−𝑒−𝑥
= 0 

  ∞−∞رفع ابهام برای حالتهای 

 برای رفع ابهام میتوان از اتحاد ها یا مخرج مشترک گیری استفاده نمود. الف(

limمثال: حد مقابل را حساب کنید            
𝑥→+∞

√𝑥2 + 2𝑥 − 𝑥 

lim
𝑥→+∞

√𝑥2 + 2𝑥 − 𝑥 = lim
𝑥→+∞

√𝑥2 + 2𝑥 − 𝑥 ×
√𝑥2 + 2𝑥 + 𝑥

√𝑥2 + 2𝑥 + 𝑥
= lim
𝑥→+∞

𝑥2 + 2𝑥 − 𝑥2

𝑥(√1 +
2
𝑥 + 1)

= 1 

limمثال: حد مقابل را حساب کنید            
𝑥→

𝜋

2

1

cos𝑥
− tan 𝑥 

lim
𝑥→
𝜋
2

1

cos 𝑥
− tan 𝑥 = lim

𝑥→
𝜋
2

1

cos 𝑥
−
sin 𝑥

cos 𝑥
= lim
𝑥→
𝜋
2

1 − sin 𝑥

cos 𝑥
= lim
𝑡→0

1 − sin(𝑡 +
𝜋
2)

cos(𝑡 +
𝜋
2)

= lim
𝑡→0

1 − cos 𝑡

− sin 𝑡
= lim
𝑡→0

1 − (1 −
𝑡2

2 )

−𝑡
= lim
𝑡→0

𝑡

−2
= 𝟎 

𝑙𝑖𝑚هرگاه  ب(
𝑥→𝑎
ℎ(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)  بصورت زیر عمل مي کنیمدرآید در این حالت  ∞−∞بصورت 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎
ℎ(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚

𝑥→𝑎
 𝑔(𝑥) (

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
− 1) 

𝑙𝑖𝑚حال اگر 
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
≠ 𝑙𝑖𝑚رفع ابهام مي کنیم ولي چنانچه  1

𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= 𝟎تابع بصورت   1 در مي آید که   ∞×

 گفته شده حل میشود. مطابق روش های

 

 𝟎𝟎، و ∞𝟏،  ∞𝟎،  ∞∞رفع ابهام برای حالتهای 

 گرفته میشود. lnبرای رفع ابهام این توابع قاعده بر این هست که از طرفین تابع لگاریتم طبیعي 

𝑦 = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)   → ln 𝑦 = ln 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑥) ln 𝑓(𝑥) 
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lim
𝑥→𝑎

ln 𝑦 = lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) ln 𝑓(𝑥)   

 

limسپس حد 
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) ln 𝑓(𝑥)    را طبق روشهای گفته شده محاسبه میكنیم. اگر این حد برابر𝑠 .باشد 

lnانگاه  𝑦 = 𝑠    →     𝑦 = 𝑒𝑠                               

 

limمثال: حد مقابل را حساب کنید            
𝑥→∞

𝑥
1

𝑥 

𝑥با جایگذاری  → 𝑥در عبارت  ∞
1

𝑥  داریم برای حل 0∞حالت مبهم𝑦 = 𝑥
1

𝑥  در نظر میگیریم و از طرفینln  

 مي گیریم  

lim
𝑥→∞

ln 𝑦 = lim
𝑥→∞

1

𝑥
ln 𝑥 = lim

𝑥→∞
 

1
𝑥
1
= 0 

𝑦پس  = 𝑒0 = limیعني  1
𝑥→∞

𝑥
1

𝑥 = 1 

limعدد ثابتي باشد. آنگاه حد مقابل را حساب کنید             𝐴: اگر مرینت
𝑡→1+

(1 − (𝑡 − 1)𝐴)
2

𝑡2−1 

 

 دکتر منیری -مدرسین: دکتر جعفری   1398-12- 28تاریخ     -  1ریاضي عمومي  1 تمرین شماره

ز قاعده هوپیتال فقط در یک توجه : استفاده ا) .حدود عبارات زیر را در صورت وجود محاسبه کنید -1

 (دلخواه مجاز هستیدمورد 

limالف(  
𝑛→∞

(
𝑛

𝑛+1
)
𝑛

 

limب(     
𝑥→+∞

(
2𝑥+1

2𝑥−1
)
2𝑥−4

 

limج(      
𝑛→∞

[𝑥]+[2𝑥]+⋯+[𝑛𝑥]

𝑛2
𝒚می دانیم  راهنمایی:       − 𝟏 < [𝒚] ≤ 𝒚 

 

 حل: 

 قضیه گفته شده در قسمت تكنیكهای محاسبه حد استفاده میكنیم.برای حل ب از 

lim    قضیه:  داریم طبق  
𝑡→∞

(1 +
1

𝑡
)𝑡 = 𝑒   
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اکنون برای محاسبه حد سعي میكنیم با افزودن و کاستن و سپس تغییر متغیر عبارت داخل پرانتز 

(
2𝑥+1

2𝑥−1
 را در قالب قضیه بالا بازنویسي کنیم (

lim
𝑥→+∞

(
2𝑥 + 1

2𝑥 − 1
)
2𝑥−4

= lim
𝑥→+∞

(
2𝑥 + 1 − 1 + 1

2𝑥 − 1
)
2𝑥−4

 

 

= lim
𝑥→+∞

(
2𝑥 − 1 + 2

2𝑥 − 1
)
2𝑥−4

= lim
𝑥→+∞

(1 +
2

2𝑥 − 1
)
2𝑥−4

= 

2اکنون از تغییر متغیر استفاده میكینم برای اینكار 

2𝑥−1
=
1

𝑡
 میگیریم.   

2𝑥پس  − 1 = 2𝑡 → 𝑥 =
2𝑡+1

2
𝑥از طرفي واضح هست که وقتي     → +∞  

𝑡آنگاه  → +∞. 

lim
𝑥→+∞

(1 +
2

2𝑥 − 1
)
2𝑥−4

= lim
𝑡→+∞

(1 +
1

𝑡
)
2
2𝑡+1
2
−4

 

 

= lim
𝑡→+∞

(1 +
1

𝑡
)
2𝑡−3

= lim
𝑡→+∞

(1 +
1

𝑡
)
2𝑡

× lim
𝑡→+∞

(1 +
1

𝑡
)
−3

 

 

= lim
𝑡→+∞

[(1 +
1

𝑡
)
𝑡

]
2

× lim
𝑡→+∞

(1 +
1

𝑡
)
−3
= 𝑒2 × 1−3 = 𝑒2 
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 پیوستگی:

𝑥 در نقطه را 𝑓(𝑥)تابع تعریف: = 𝑎 :از قلمروش،پیوسته نامیم،هرگاه lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎)                                

𝑥در  𝑓(𝑥)بعبارت دیگر تابع  = 𝑎 هست اگر نقطه  هپیوست 𝑎 جزو دامنه اش باشد و مقدار تابع در این نقطه 𝑓(𝑎) بعبا حد تا 

lim
𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) .برابر باشد 

𝑓(𝑥) تمام توابع چند جمله ای مانند ین ترتیببه ا = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝑥
1 + 𝑎0  نقاط مجموع در تمام

lim زیرا، اعداد حقیقي پیوسته اند
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑛𝑎
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑎

𝑛−1 +⋯+ 𝑎1𝑎
1 + 𝑎0 = 𝑓(𝑎)  تمام توابع . همچنین

 . آنها یكي مي باشد خود پیوسته اند زیرا حد آنها با مقداردامنه  گویا در قلمرو 

𝑥√تابع
m  ،اگر را در نظر بگیرید m واگر  فرد باشد،در تمام اعداد حقیقي پیوسته استm زوج باشد در نقاطℝ+ ∪ پیوسته  {0}

𝑓(𝑥)همچنین تابع. است  = √𝑔(𝑥)
𝑚،  اگرm فرد باشد ،در تمام قلمرو 𝑔(𝑥)،  خود تابع  پیوسته است مگر در نقاطي که 

𝑔(𝑥)  پیوسته نباشد واگر m  زوج باشد ،تابع 𝑓تابع در نقاطي پیوسته است که  𝑔.پیوسته و نامنفي باشد 

𝑥در نقطه   𝑔(𝑥)و  𝑓(𝑥)هر گاه توابع  قضیه : = 𝑎  پیوسته باشند آنگاه𝑓. 𝑔     و𝑓 ± 𝑔   در نقطه𝑥 = 𝑎  پیوسته هستند

همچنین  و 
𝑓

𝑔
𝑥نیز در   = 𝑎 پیوسته هست به شرطي 𝑔(𝑎) ≠  باشد. 0

 را بررسي کنید.با ضابطه زیر 𝑓  پیوستگي تابع  مثال:

𝑓(𝑥) = {
|𝑥 − [𝑥]|        زوج  باشد [𝑥] اگر

|𝑥 − [𝑥 + اگر [𝑥] فرد  باشد       |[1
 

𝑥]مي دانیم حل:  + 1] = [𝑥] + 𝑥|پس بجای  1 − [𝑥 + 𝑥|میتوانیم از  |[1 − 1 − [𝑥]| استفاده کنیم 

(𝑥) =

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

⋮
|𝑥 + 2|           − 3 ≤ 𝑥 < −2      [𝑥] = −3
 |𝑥 + 2|           − 2 ≤ 𝑥 < −1      [𝑥] = −2
 |𝑥|           − 1 ≤ 𝑥 < 0              [𝑥] = −1
|𝑥|          0 ≤ 𝑥 < 1               [𝑥] = 0

 |𝑥 − 2|          1 ≤ 𝑥 < 2        [𝑥] = 1

 |𝑥 − 2|          2 ≤ 𝑥 < 3       [𝑥] = 2
|𝑥 − 4|          3 ≤ 𝑥 < 4       [𝑥] = 3
|𝑥 − 4|          4 ≤ 𝑥 < 5       [𝑥] = 4

⋮

   → 𝑓(𝑥) =

{
 
 
 
 

 
 
 
 

⋮
−𝑥 − 2      − 3 ≤ 𝑥 < −2   
𝑥 + 2        − 2 ≤ 𝑥 < −1      
−𝑥        − 1 ≤ 𝑥 < 0      
𝑥          0 ≤ 𝑥 < 1     
2 −  𝑥          1 ≤ 𝑥 < 2   
𝑥 − 2          2 ≤ 𝑥 < 3   
4 − 𝑥          3 ≤ 𝑥 < 4  
𝑥 − 4          4 ≤ 𝑥 < 5  

⋮

 

⋯د در هر فاصله باز ماننواضح هست که  , (−3,−2), (−2,−1), (−1,0), (0,1), (1,2), برابر  𝑓(𝑥) تابع    ⋯,(2,3)

 در نقاط صحیح بررسي نمود:را  پیوستگي تابع . بنابر این باید تنها پیوسته استکه با یک تابع خطي مي باشد 
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lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1−

𝑥 = lim
𝑥→1−

𝑥 = 1 

ولي   lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1+

(2 − 𝑥) = 1   ⇒    lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = 1   ,   𝑓(𝑥) = 2 − 1 = 1 

limچون
𝑥→1

𝑓(𝑥) = 𝑓(1) پس تابع در نقطه𝑥 =  پیوسته مي باشد حال داریم: 1

  lim
𝑥→−2−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−2−

(−𝑥 − 2) = 2 + 2 = 0     , lim
𝑥→−2+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−2+

(𝑥 + 2) = −2 + 2 = 0 

𝑓(−2) = −2 + 2 = 0    ⇒     lim
𝑥→−2

𝑓(𝑥) = 𝑓(−2) 

𝑎∀)مي توان نشان داد که  به همین ترتیب ∈ ℤ) lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) یعني در تمام نقاطℤ باشد  وچون در  پیوسته مي

ℝ− ℤ ثابت شد( در تمام نقاط  وسته بودهم به عنوان یک تابع خطي ،پی( ℝ  یوسته مي باشد.پ 

𝑓(𝑥) را طوری بیابید که تابع: 𝑑 مقدار مثال: = {
√𝑥+𝑎3
3

−𝑎

𝑥
    𝑥 ≠ 0    

𝑑                  𝑥 = 0
𝑎)با فرض  در نقطه صفر پیوسته باشد  ≠ 0). 

𝑓(0)حل:    = 𝑑 

𝑥در نقطه  برای اینكه تابع  = limمي بایست: د،یوسته باشپ  0
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 𝑑:بنابراین داریم. 

lim
𝑥→0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0

√𝑥 + 𝑎3
3

− 𝑎

𝑥
= lim
𝑥→0

√𝑥 + 𝑎3
3

− 𝑎

𝑥
×
√(𝑥 + 𝑎3)2
3

+ 𝑎2 + 𝑎√𝑥 + 𝑎3
3

√(𝑥 + 𝑎3)2
3

+ 𝑎2 + 𝑎√𝑥 + 𝑎3
3

 

= lim
𝑥→0

𝑥 + 𝑎3 − 𝑎3

𝑥[√𝑥 + 𝑎
3

+ 𝑎2 + 𝑎√𝑥 + 𝑎3
3

]
= lim
𝑥→0

1

√𝑥 + 𝑎
3

+ 𝑎2 + 𝑎√𝑥 + 𝑎3
3 =

1

𝑎2 + 𝑎2 + 𝑎2
=
1

3𝑎2
 

𝑑پس کافي هست  =
1

3𝑎2
 باشد. 

 پیوستگی چپ و راست: 

limهرگاه 
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎)       .و بطور مشابه هرگاه  گوییم تابع پیوستگي راست داردlim
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎)       گوییم

 پیوستگي چپ دارد.

 نامیم و به صورت زیر محاسبه میشود:جهش: اختلاف حد و جپ و راست در صورت وجود را جهش ميتعریف 

𝐽 = −حد راست|  |حد چپ

𝑓(𝑥)تابعجهش  مثال: = {
[𝑥]        𝑥 ≠ 1
1          𝑥 = 1

𝑥 را در  =  محاسبه کنید. 1
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𝐽 = | lim
𝑥→1+

[𝑥] − lim
𝑥→1−

[𝑥]| = |1 − 0| = 1 

𝑓(𝑥)مثال:تابع = [𝑥] .برای این تابع داریم: را در نظر بگیرید 

𝑓(𝑥) =

{
  
 

  
 

⋮
 −2          − 2 ≤ 𝑥 < −1
  −1          − 1 ≤ 𝑥 < 0
0          0 ≤ 𝑥 < 1
 1          1 ≤ 𝑥 < 2
 2          2 ≤ 𝑥 < 3

⋮

 

 چون به وضوح تابع در صفر پیوسته نمي باشد 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

0 lim         و             ,0=
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0−

−1 = −1 

𝑓(0) اما داریم در نقطه صفر حد ندارد( 𝑓)چون   = limکه: 0
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 𝑓(0)   .وئیم که تابع در چنین صورتي گ 𝑓  در

limنقطه صفر از راست پیوسته است ولي چون 
𝑥→0−

𝑓(𝑥) ≠ 𝑓(0)بنابراین تابع 𝑓  در صفراز چب نا پیوسته است بنابراین قضیه

 زیر را مطرح مي کنیم:

𝑥 در  𝑓 تابعقضیه: = 𝑎پیوسته است اگر وتنها اگر تابع 𝑓 در 𝑎. هم از راست وهم ازچپ پیوسته است 

limاز راست پیوسته است 𝑎  در نقطه 𝑓 تابع
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎)                  ⇐             

limاز چپ پیوسته است 𝑎  در نقطه  𝑓 تابع
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎)                  ⇐             

,𝑎]در فاصله بسته    𝑓تابع تعریف: 𝑏]  ابعاگر ت گوییم.پیوسته 𝑓  در تمام نقاط(𝑎, 𝑏) پیوسته باشد ودر نقطه  𝑎 ازراست 

 از چپ پیوسته باشد. 𝑏  ودرنقطه

,𝑎]در بازه  𝑓اگر تابع برای توابع پیوسته:  Maxو  minقضیه  𝑏] پیوسته باشد آنگاه یک مقدارmin   و یک مقدارMax در

,𝑎]بازه  𝑏] .دارد 

𝑖𝑓 𝑓 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]   → ∃ 𝑚,𝑀𝜖ℝ    𝑠. 𝑡  ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]   𝑚 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀 

 Intermediate Value Theorem            قضیه مقدار میانی:

,𝑎]در فاصله بسته  𝑓 فرض کنید تابع  𝑏]  باشدپیوسته 

𝑐 باشد آنگاه𝑓(𝑏) و𝑓(𝑎) عددی بین 𝑘و   ∈ (𝑎, 𝑏):ای هست که 

𝑓(𝑐) = 𝑘 
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 نیز داشته باشد. نكته: توجه کنید میتواند بیشتر از یک ریشه 

 مثلا به شكل مقابل توجه کنید. 

𝑥3نشان دهید که معادله مثال : − 4𝑥2 + 𝑥 + 3 =  دارد.[1,2]در فاصله ریشه ای  0

𝑓(𝑥)قرار میدهیم حل: = 𝑥3 − 4𝑥2 + 𝑥 + پیوسته  ℝبرتابع چند جمله ای پیوسته است )زیرا [1,2]در فاصله   𝑓 تابع3

𝑓(1)و (. همچنین است = 𝑓(2)و1 = 𝑘چون 3− = 𝑓(2)قرار دارد )یعني  𝑓(2)و 𝑓(1) ،بین0 < 0 < 𝑓(1). ) بنا بر

𝑐∃  قضیه مقدار میاني ∈ (1,2)   𝑓(𝑐) =  ریشه دارد..  یعني این معادله در فاصله داده شده یک 0

𝑥∀اگر  کنید،قضیه مقدار میاني ثابت  به کمک  مثال: ∈ [0,1]    0 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ ،آنگاه اشد بپیوسته [0,1]رد 𝑓و باشد  1

∃𝑐 ∈ 𝑓(𝑐) هست که (0,1) = 𝑐. 

𝑔(𝑥)بصورت  𝑔(𝑥)ابتدا تابع  حل: = 𝑓(𝑥) − 𝑥کنیم. حال شرایط قضیه مقدار میاني را روی این تابع بررسي تعریف مي

𝑔(𝑥)میكنیم.  = 𝑓(𝑥) − 𝑥   ⇒    𝑔(0) = 𝑓(0) − 0 = 𝑓(0) ≥ 0       (1) 

𝑔(1) = 𝑓(1) − 1 ≤ 0     (2) 

(1), (2)   ⇒  ∃𝑐 ∈ (0,1)    𝑔(𝑐) = 0    ⇒     𝑓(𝑐) − 𝑐 = 0         𝑓(𝑐) = 𝑐 

 ررسي کنید.رابزیر ابع وت پیوستگي مثال:

1) ℎ(𝑥) = √
2 − 𝑥

5 + 𝑥
 ,      2) 𝑓(𝑥) = |𝑥 − 5| ,       3)  𝑔(𝑥) =   

𝑥

|𝑥|
, 

  4) 𝑙(𝑥) =  𝑥2(𝑥−2 + 𝑥
−1
2 )3   ,          5)  𝑞(𝑥) =    (

2

𝑥 − 3
−

𝑥

𝑥2 − 1
)
1
3     

ℎ(𝑥)(1 داریم:   ℎ(𝑥)برای تابع حل:  = √
2−𝑥

5+𝑥
        → 𝑥 = −5,          

2−𝑥

5+𝑥
< 0 

 مي باشد .بقیه ناپیوستگي ها را تشكیل مي دهند.(5,2−)پس پیوستگي ها،بازه

 

𝑓(𝑥)(2پیوسته است.جا همه  = |𝑥 − 5|                                               ⇒            

𝑥 این تابع فقط در نقطه  = 𝑔(𝑥)(3ناپیوسته است.0 =
𝑥

|𝑥|
                                 ⇒ 
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4)𝑙(𝑥) = 𝑥2(𝑥−2 + 𝑥
−1
2 )3               ⇒    𝑙(𝑥) = 𝑥2(

1

𝑥2
+
1

√𝑥
)3 

𝑥بنابراین نقاط  ≤  .ها را تشكیل مي دهندناپیوستگي 0

𝑥 در نقاط = −1 ، 𝑥 = 𝑥 و1 = 𝑞(𝑥)(5ناپیوسته است.3 = (
2

𝑥−3
−

𝑥

𝑥2−1
)
1

3                             ⇒          

 

 Bolzano's theorem  قضیه بولزانو:

,𝑎]در فاصله بسته  𝑓 فرض کنید تابع  𝑏]  باشد پیوسته𝑓(𝑎) و 𝑓(𝑏) ( مختلف العلامت باشند یعني𝑓(𝑎) × 𝑓(𝑏) < ( در 0

,𝑎)حداقل یک ریشه در  𝑓اینصورت تابع  𝑏) .دارد 

 نكته: قضیه بولزانو حالت خاصي از قضیه مقدار میاني مي باشد.

 آیا عددی وجود دارد که یک واحد کمتر از مكعب خود باشد. آیا مي توانید در مورد تعداد این اعداد صحبت کنید. مثال:

𝑥3وجود دارد که    𝑥باید ببینیم عددی مانند باشد  𝑥 حل: فرض کنیم این عدد − 1 = 𝑥 حال تابع .𝑓(𝑥)  را بصورت زیر تعریف

𝑓(𝑥) میكینم: = 𝑥3 − 𝑥 −  اگر این تابع ریشه داشته باشد. جواب حاصل خواهد شد. 1

𝑓(1) = −1 < 𝑓(2)           و          0 = 5 > 0   → 𝑓(1)𝑓(2) < 0 →  طبق قضیه بولزانو ریشه دارد

 مشتق مي گیریم. 𝑓(𝑥)هست. اکنون برای مشخص کردن تعداد ریشه ها در این فاصله از تابع   (1,2)یشه در فاصله این ر

𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 1
در فاصله (1,2)
→        𝑓′(𝑥) >  تابع صعودی است 0

 پس دقیقا یک ریشه دارد.

,𝑎]در بازه  𝑓(𝑥): اگر تابع  قضیه 𝑏] باشد. آنگاه برد پیوسته باشد و صعودی اکید𝑓(𝑥)   برابرهست با[𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)]  و همچنین

𝑓−1(𝑥)  کنیدروی بازه بسته[𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)]  .پیوسته و صعودی اکید هست 

 

𝑓(𝑥)فرض کنیدمثال: = [1 − 𝑥2]2− و ≤ 𝑥 ≤ limآیا  .  2
𝑥→0

𝑓(𝑥)  آیا وجود دارد؟ 𝑓(𝑥)؟در صفر پیوسته است 

𝑥 → 0− → −1 < 𝑥 < 0    ⇒     0 < 1 − 𝑥2 < 1    ⇒      [1 − 𝑥2] = 0 

⇒   lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0−

0 = 0 
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𝑥 → 0+ → 0 < 𝑥 < 1   ⇒     0 < 1 − 𝑥2 < 1    ⇒     [1 − 𝑥2] = 0     

⇒      lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

0 = 0     ⇒     lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 0 

𝑓(0)هست  1برابرند پس تابع حد دارد.  اما مقدار تابع در صفر برابر  حدود چپ و راست = بنابراین .که با حد تابع برابر نیست  1

 این تابع در صفر پیوسته نیست.

𝑓(𝑥)اگر مثال: = √𝑥 − 𝑔(𝑥)و3 = 𝑥 +  در آن نقاط پیوسته است.fog   ونقاطي که fog   .مطلوب است تعریف2

(𝑓𝑜𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥 + 2) = √(𝑥 + 2) − 3 = √𝑥 − 1 

𝑓𝑜𝑔 در𝑥پیوسته است اگر𝑔(𝑥)در نقطه𝑥پیوسته و𝑓در g(x)پیوسته باشد. 

 در تمام نقاط ناپیوسته است. بنابراین داریم:g حال 

𝑥 در 𝑓 شرط پیوسته بودن  = 𝑦 

⇒    𝑦 − 3 ≥ 0    ⇒     𝑥 − 1 ≥ 0    ⇒     𝑥 ≥ 1 

𝑓(𝑥)مثال: = 𝑠𝑔𝑛 𝑥و𝑔(𝑥) = 𝑥2 −  در آنها پیوسته مي باشد. 𝑓𝑜𝑔ونقاطي که𝑓𝑜𝑔است.مطلوب 1

𝑓𝑜𝑔(𝑥)حل: = 𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑓(𝑥2 − 1) = 𝑠𝑔𝑛 (𝑥2 − 1) = {
−1                             𝑥 ∈ (−1,1)
0                                   𝑥 = 1,−1
1            𝑥 ∈ (−∞,−1) ∪ (1,+∞)

 

𝑥 در نقطه  𝑠𝑔𝑛 )تابع  =  مي باشد(پیوسته ن 0

𝑔(𝑥)از طرفي پیوسته است و 𝑥 در𝑔 دلخواه 𝑥  پس به ازای هر  = 𝑥2 − 1 = 𝑦       ⇐             

𝑦پیوسته باشد  y باید در  𝑓 شرط  ≠ 0    ⇒     𝑥2 − 1 ≠ 0     ⇒     𝑥 = +1, −1              ⇐             

𝑥ناپیوستگي های تابع  = +1,−1         . 

𝑓(𝑥)فرض کنید مثال: = {
1   𝑥 ∈ ℤ    
0   𝑥 ∉ ℤ      

(در چه نقاطي تابع 3دارای حد است.𝑓در چه نقاطي  (𝑓   2 نمودار_1مطلوب است.  

𝑓.پیوسته است 

 : نمودار این تابع به شكل هست: حل

 داریم 𝑚 در هر عدد صحیح مانند    

lim
𝑥→𝑚+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→𝑚−

𝑓(𝑥) = limیعني0
𝑥→𝑚

𝑓(𝑥) = 0 
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 در هر نقطه غیر صحیح نیز دارای حد است که حد آن برابر با صفر است. 𝑓 ان نتیجه گرفت که تابعتو ز مشابهي ميربه ط

 در تمام نقاط از اعداد حقیقي دارای حد صفر است.𝑓 تابع  بنابراین

ر اعداد غیر صحیح مي باشد. پس در هیچ عدد صحیح تابع پیوسته نیست.ولي د 1تابع قدارمدر اعدادصحیح ،حد تابع صفر است ولي 

 مي باشد.پس در تمام نقاط غیر صحیح تابع پیوسته است. 0ومقدار تابع نیز  0،حد تابع 

 

 


