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پراکندگی معیارهای و گشتاورها Lecture 5

گشتاورها

می کنيم تعريف زير صورت به و داده نمايش µ′
k نماد با را X ام k مرتبه گشتاور :X ام k مرتبه گشتاور

µ′
k = E(Xk)

k = ۰ → µ′
۰ = E(X۰) = E(۱) = ۱

k = ۱ → µ′
۱ = E(X)

k = ۲ → µ′
۲ = E(X۲)

می دهند. نمايش µ با را آن و می شود ناميده X ميانگين يا X توزيع ميانگين X اول مرتبه گشتاور تذکر:
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پراکندگی معیارهای و گشتاورها Lecture 5

میانگین: حول ام k گشتاور

می شود تعريف زير صورت به ميانگين حول ام k گشتاور

µk = E
[
(X− µ)k

]
µ۱ = E(X− µ) = E(X)− µ = ۰
µ۲ = E [(X− µ)۲]

واریانس:

می کنند تعريف زير صورت به را آن و داده نمايش σ۲ يا و σ۲
X يا Var(X) نمادهای با را X تصادفی متغير واريانس

Var(X) = E [(X− µ)۲]

واریانس: محاسباتی فرمول

Var(X) = E(X۲)− E۲(X) = E(X۲)− µ۲

اثبات:
Var(X) = E [(X− µ)۲] = E(X۲ − ۲µX+ µ۲)

= E(X۲)− ۲µE(X) + µ۲ = E(X۲)− ۲µ۲ + µ۲ = E(X۲)− µ۲
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متغير چهار احتمال توزيع های يافته های شکل اين در است. تصادفی متغير توزيع پراکندگی منعکس کننده واريانس، چگونه که می دهد نشان زير شکل
می شود، ديده که همانطور داده ايم. نشان را ۰٫۸۸ و ۱٫۶۶ ،۳٫۱۸ ،۵٫۲۶ برابر ترتيب به واريانس هايی و µ = ۵ يکسان ميانگين با تصادفی
می کند القا را نکته اين σ۲ بزرگ مقدار يک و است، محتملتر ميانگين نزديک مقداری آوردن بدست که می کند القا را نکته اين σ۲ کوچک مقدار يک

دارد. زيادی احتمال نيست ميانگين نزديک که مقداری آوردن بدست که
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واریانس: خواص

۱) Var(aX+ b) = a۲Var(X)

۲) b = ۰ ⇒ Var(aX) = a۲Var(X)

۳) a = ۰ ⇒ Var(b) = ۰
۴) a = ۱ ⇒ Var(X+ b) = Var(X)

اثبات:

Var(aX+ b) = E(aX+ b− E(aX+ b))۲ = E(aX+ b− aE(X)− b)۲

= a۲E(X− E(X))۲ = a۲Var(X)
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معیار: انحراف

ديگر عبارت به می دهند، نمايش σX نماد با را آن و گويند معيار انحراف را واريانس مثبت جذر

σX =
√

Var(X)

نيست. حساس اندازه گيری واحد به واريانس برعکس معيار انحراف کنيد توجه
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.۱ مثال
کنيد. محاسبه را X واريانس می شود، ظاهر همگن تاس يک ريختن در که باشد عددی X اگر

می باشد: زير صورت به X احتمال تابع پاسخ:

x ۱ ۲ ۳ ۴ ۵ ۶
f(x) ۱

۶
۱
۶

۱
۶

۱
۶

۱
۶

۱
۶

داريم واريانس محاسباتی فرمول از استفاده با

Var(X) = E(X۲)− E۲(X) = E(X۲)− µ۲

آن در که
E(X) =

۶∑
x=۱

x× ۱
۶ = (۱ + ۲ + ۳ + ۴ + ۵ + ۶)× ۱

۶ =
۷
۲

E(X۲) =
۶∑

x=۱
x۲ × ۱

۶ = (۱۲ × ۱
۶ ) + (۲۲ × ۱

۶ ) + . . .+ (۶۲ × ۱
۶ ) =

۹۱
۶

بنابراين
Var(X) =

۹۱
۶ − ۴۹

۴ =
۳۵
۲
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مارکوف: نامساوی

داريم a مثبت مقدار هر برای آن گاه باشد، E(X) ميانگين با تصادفی تغير ميک X اگر

P(X ≥ a) ≤ E(X)

a

دهيد. قرار
∑

انتگرال، بجای است کافی گسسته حالت برای می شود. اثبات پيوسته حالت برای اثبات:

E(X) =

∫ ∞

۰
xfX(x) dx =

∫ a

۰
xfX(x) dx+

∫ ∞

a
xfX(x) dx

≥
∫ ∞

a
xfX(x) dx ≥

∫ ∞

a
afX(x) dx = a

∫ ∞

a
fX(x) dx = aP(X ≥ a)

⇒ E(X) ≥ aP(X ≥ a) ⇒ P(X ≥ a) ≤ E(X)

a
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چبیشف: نامساوی

داريم k مثبت مقدار هر برای آن گاه باشد، σ۲ واريانس و µ ميانگين با تصادفی متغير يک X اگر

P (|X− µ|≥ kσ) ≤ ۱
k۲
, بالا کران

P (|X− µ|< kσ) ≥ ۱ − ۱
k۲
, پايين کران

kσ اندازه به µ از که گيرد قرار فاصله ای درون X تصادفی متغير اين که احتمال که است اين بيانگر دوم نامساوی شکل، اساس بر

باشد. می ۱ − ۱
k۲

حداقل باشد، داشته انحراف

داريم مارکف نامساوی از استفاده با اثبات:

P (|X− µ|≥ kσ) = P ((X− µ)۲ ≥ k۲σ۲)

≤ E(X− µ)۲

k۲σ۲ =
σ۲

k۲σ۲ =
۱
k۲

1 −
1

k2

µ−kσ µ+kσ
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.۲ مثال
باشد، زير صورت به X چگالی تابع اگر

fX(x) = ۳x۲, ۰ < x < ۱
بيابيد. P( ۱

۲ < X < ۱) برای پايين کران يک چبيشف نامساوی از استفاده با الف)

کنيد. مقايسه احتمال اين دقيق مقدار با را فوق کران ب)

الف) پاسخ:

µ = E(X) =

∫ ۱

۰
۳x۳dx =

۳
۴ x

۴
∣∣∣۱
۰
=

۳
۴

E(X۲) =

∫ ۱

۰
۳x۴dx =

۳
۵ x

۵
∣∣∣۱
۰
=

۳
۵

σ۲ = E(X۲)− E۲(X) =
۳
۵ − ۹

۱۶ =
۳
۸۰ ⇒ σ =

√ ۳
۸۰

P(
۱
۲ < X < ۱) = P(

۱
۲ − µ < X− µ < ۱ − µ) = P(

۱
۲ − ۳

۴ < X− µ < ۱ − ۳
۴ )

= P(
−۱
۴ < X− µ <

۱
۴ ) = P(|X− µ|< ۱

۴ )
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.۲ مثال ادامه
طرفی از

kσ =
۱
۴ ⇒ k

√ ۳
۸۰ =

۱
۴ ⇒ k =

√۵
۳

P(|X− µ|< ۱
۴ ) ≥ ۱ − ۱

۵
۳
=

۲
۵

بنابراين
P(

۱
۲ < X < ۱) ≥ ۲

۵
ب)

P(
۱
۲ < X < ۱) =

∫ ۱

۱
۲

۳x۲dx = x۳
∣∣∣۱۱

۲
= ۱ − ۱

۸ =
۷
۸
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.۳ مثال
کنيد: فرض X گسسته متغير برای

.P(|X|≥ ۱) کران محاسبه و دقيق مقدار مطلوبست

پاسخ:

x ۲- ۰ ۲
f(x) ۱

۸
۳
۴

۱
۸

P(|X|≥ ۱) = P(X ≥ ۱) + P(X ≤ −۱) = P(X = ۲) + P(X = −۲) = ۲
۸

داريم مارکف نامساوی از استفاده با

P(|X|≥ ۱) ≤ E(|X|)
۱ = E(|X|) = (۲ × ۱

۴ ) + (۰ × ۳
۴ ) =

۱
۲

|x| ۰ ۲
f(x) ۳

۴
۱
۴
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است. زير چگالی تابع دارای X تصادفی متغير .۱ مسأله

f(x) =
۱
۲ , −۱ < x < ۱

کنيد. محاسبه را Var(۲X− ۳) و Var(X)

کنيد. پيدا P(|X|> ۳
۴ ) برای بالايی کران ۱ مسأله در .۲ مسأله

.P(X = µX) = ۱ کنيد ثابت ،(Var(X) = ۰) باشد صفر با برابر X واريانس اگر .۳ مسأله

کند اختيار µ+ kσ و µ− kσ بين مقداری X تصادفی متغير اينکه احتمال وقتی چبيشف، قضيه در .۴ مسأله
۰٫۹۵ حداقل الف)
۰٫۹۹ حداقل ب)

بود؟ خواهد چه k مقدار است،
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پراکندگی معیارهای و گشتاورها Lecture 5

است: زير به صورت آن احتمال چگالی تابع که است تصادفی متغيری کافه ای در (دقيقه) مشتری يک به غذا تحويل برای لازم زمان مدت .۵ مسأله

f(x) =
۱
۴ e−

x
۴ , x > ۰

بيابيد. را تصادفی متغير اين واريانس الف)
بماند؟ منتظر غذا تحويل برای دقيقه ۵ از بيش مشتری يک دارد احتمال چقدر ب)

نظر در µ = ۴۱ ميانگين با تصادفی متغيری به عنوان می توان می گيرند زبان امتحان در عالی مدرسه يک دانشجويان که را نمره هايی .۶ مسأله
کنيد. پيدا بگيرد بيشتر يا ۶۵ برابر نمره ای دانشجويی آنکه احتمال برای بالايی کران گرفت.

و µ = ۱۲۴ با تصادفی متغيری به صورت می توان است شده صادر معينی ماه طول در معين شهری در که را ازدواج گواهی های تعداد .۷ مسأله
در مزبور ماه طول در ازدواج گواهی ۱۸۴ و ۶۴ بين تعدادی که کرد ادعا می توان احتمالی چه با چبيشف، قضيه بر بنا گرفت. درنظر σ = ۷٫۵

است؟ شده صادر شهر اين

کافه در مشتری يک غذای تحويل برای که زمانی مدت درباره ی بريم، به کار k = ۱٫۵ با را چبيشف قضيه اگر ۵ مسأله به مراجعه با .۸ مسأله
است؟ چقدر متناظر احتمال کرد؟ می توان حکمی چه می شود صرف
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