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مهم پیوسته توزیع های Lecture 10

مهم پیوسته توزیع های

:(Uniform distribution) یکنواخت توزیع

تابع هرگاه ،X ∼ U(α, β) می نویسیم و می باشد (α, β) فاصله در یکنواخت توزیع دارای X تصادفی متغیر گوییم

باشد زیر به صورت X چگالی

f(x) =
١

β − α
, α < x < β

α β

1

β − α

x

f(x)
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مهم پیوسته توزیع های Lecture 10

١ قضیه

می باشد زیر به صورت آن واریانس و ریاضی امید آن گاه ،X ∼ U(α, β) اگر

(الف E(X) =
α+ β

٢
; (ب Var(X) =

(β − α)٢

١٢

می شود محاسبه زیر به صورت یکنواخت توزیع در X٢ و X امیدریاضی الف) اثبات:

E(X) =

∫ β

α

x
( ١

β − α

)
dx =

١

β − α
(
x٢

٢
)
∣∣∣β
α
=

β٢ − α٢

٢(β − α)
=

α+ β

٢

E(X٢) =

∫ β

α

x٢
( ١

β − α

)
dx =

١

β − α
(
x٣

٣
)
∣∣∣β
α
=

β٣ − α٣

٣(β − α)
=

β٢ + αβ + α٢

٣

داریم واریانس تعریف از استفاده با ب)

Var(X) = E(X٢)− E٢(X) =
β٢ + αβ + α٢

٣
−
(α+ β

٢

)٢
=

(β − α)٢

١٢
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:(Exponential distribution) نمایی توزیع

باشد زیر به صورت چگالی تابع دارای هرگاه گوییم λ > ٠ پارامتر با نمایی توزیع دارای را X پیوسته متغیر

f(x) = λe−λx, x ≥ ٠

می دهیم. نمایش E(λ) نماد با را توزیع این

باشد: نمایی می تواند آن ها توزیع که هستند مثال هایی جمله از زیر تصادفی متغیرهای

پست، اداره به مراجعه دو ورودی بین زمانی فاصله -١

زمین لرزه، دو بین زمانی فاصله -٢

تقاطع، یک در تصادف دو بین زمانی فاصله -٣

الکترونیکی، لوازم و قطعات عمر طول -۴

بیمه، اداره به بیمه شونده یک مراجعه تا انتظار زمان -۵

رادیواکتیو. مواد عمر طول -۶

x
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x)
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مهم پیوسته توزیع های Lecture 10

: نمایی توزیع تابع

FX(x) =

∫ x

٠
λe−λxdx = ١ − e−λx, x ≥ ٠

٢ قضیه

آن گاه: ،X ∼ E(λ) اگر

١) E(X) =
١

λ
, ٢) Var(X) =

١

λ٢
, ٣) MX(t) =

λ

λ− t

(١ جزء) به جزء روش (از اثبات:

E(X) =

∫ ∞

٠
xλe−λxdx =

١

λ

E(X٢) =

∫ ∞

٠
x٢λe−λxdx =

٢

λ٢

(٢
Var(X) = E(X٢)− E٢(X) =

٢

λ٢
− ١

λ٢
=

١

λ٢

(٣
MX(t) = E(etX) =

∫ ∞

٠
etxλe−λxdx =

∫ ∞

٠
λe−(λ−t)xdx =

λ

λ− t
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مهم پیوسته توزیع های Lecture 10

.١ مثال
است. روز ۴/٢ میانگین با نمایی تصادفی متغیر روز) حسب (بر X رادیواکتیو ایزوتوپ یک از ذره هر عمر طول

است؟ چقدر کند عمر روز ٧ از بیش ایزوتوپ این از ذره یک آنکه احتمال الف)

است؟ چقدر ایزوتوپ این عمر نیم ب)

باشد. روز ۵ تا ٢ بین ایزوتوپ ذره هر عمر طول که بیابید را آن احتمال ج)

بنابراین .λ = ٠٫٢٣٨ یعنی و است ۴/٢ برابر ١
λ مثال این در پس ،E(X) = ١

λ نمایی توزیع در چون حل.

fX(x) = λ e−λx = ٠٫٢٣٨ e−٠٫٢٣٨x, x > ٠.

آورد: به دست زیر به صورت و چگالی تابع پایه بر می توان را نظر مورد احتمال مقدار الف)

P(X > ٧) =

∫ ∞

٧
f(x) dx =

∫ ∞

٧
٠٫٢٣٨ e−٠٫٢٣٨x dx = −e−٠٫٢٣٨x

∣∣∣∞
٧

= −(٠−e−٧×٠٫٢٣٨) = ٠٫١٨٩

دوم: روش

FX(x) = P(X ≤ x) = ١ − e−٠٫٢٣٨x, x > ٠ نمایی) توزیع تجمعی توزیع (تابع

=⇒ P(X > ٧) = ١ − P(X ≤ ٧) = ١ − FX(٧) = ١ − (١ − e−٧×٠٫٢٣٨) = ٠٫١٨٩
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مهم پیوسته توزیع های Lecture 10

ادامه

که بیابیم طوری را m مقدار یعنی بیابیم. را عمر طول میانه باید ایزوتوپ نیم عمر محاسبه منظور به ب)

P(X ≤ m) =

∫ m

٠
f(x) dx =

١

٢

لذا

P(X ≤ m) =

∫ m

٠
٠٫٢٣٨ e−٠٫٢٣٨x dx = ١ − e−٠٫٢٣٨m =

١

٢

=⇒ e−٠٫٢٣٨m =
١

٢
−→ −٠٫٢٣٨m = log(

١

٢
) = log(١)− log(٢) −→ m =

log(٢)

٠٫٢٣٨
= ٢٫٩١٢

ج)

P(٢ < X < ۵) =

∫ ۵

٢
٠٫٢٣٨ e−٠٫٢٣٨x dx = ١ − e−٠٫٢٣٨x

∣∣∣۵
٢
= e−٢×٠٫٢٣٨ − e−٠٫٢٣٨×۵ = ٠٫٣١٧

۴۴ / ٨ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:

A. A
sg

ha
rz

ad
eh



مهم پیوسته توزیع های Lecture 10

.٢ مثال

قبل درست شخصی اگر است. λ = ١
١٠ پارامتر با نمایی تصادفی متغیر یک دقیقه حسب بر تلفنی مکالمه یک زمان مدت کنید فرض

شما اینکه احتمال محاسبه است مطلوب برسد، تلفن باجه به شما از

بمانید. منتظر دقیقه ٢٠ تا ١٠ بین ب) دقیقه ١٠ از بیش الف)

الف)

P(X > ١٠) = ١ − P(X ≤ ١٠) = ١ − FX(١٠) = e−
١٠
١٠ = e−١ = ٠٫٣۶٨

ب)

P(١٠ < X < ٢٠) =

∫ ٢٠

١٠

١

١٠
e−

x
١٠ dx = −e−

x
١٠

∣∣∣٢٠

١٠
= e−١ − e−٢ = ٠٫٢٣٣

ب) حل دوم روش

P(١٠ < X < ٢٠) = P(X < ١٠)− P(X < ٢٠) = FX(١٠)− FX(٢٠) = e−١ − e−٢ = ٠٫٢٣٣
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مهم پیوسته توزیع های Lecture 10

نمایی: توزیع بی حافظگی خاصیت

آن گاه باشد، نمایی توزیع دارای X اگر

P(X > s+ t|X > t) = P(X > s) (١)

این که احتمال ندارد. ارتباطی آن کارکرد زمان با ابزار عمر که معناست بدین (١) صورت این در باشد، ابزار نوع یک عمر طول X اگر

کند. کار نیز دیگر سال s حداقل کرده، کار سال t از بیش که کارکرده ایی ابزار این که احتمال با است برابر کند، کار سال s از بیشتر نو، ابزار

علت:

P(X > s+ t|X > t) =
P(X > s+ t, X > t)

P(X > t)
=

P(X > s+ t)

P(X > t)
=

e−λ(s+t)

e−λt

= e−λs = P(X > s)
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مهم پیوسته توزیع های Lecture 10

.٣ مثال

را خود تلویزیون احمد اگر سال. ١٠ میانگین با و نمایی توزیع با تصادفی است متغیری سال) (برحسب تلویزیون دستگاه یک عمر طول

است؟ چقدر کند، کار نیز دیگر سال ١٠ او تلویزیون این که احتمال باشد، خریده پیش سال ١٠

نمایی تصادفی متغیر یک X چون می باشد. λ = ١
١٠ پارامتر با نمایی توزیع دارای که باشد تلویزیون عمر طول X کنید فرض پاسخ:

بنابراین است، بی تاثیر عمرش طول در آن کارکرد مدت لذا است،

P(X > ٢٠|X > ١٠) = P(X > ١٠) = e−
١٠
١٠ = e−١ ≃ ٠٫٣٧

.۴ مثال

است. ساعت) (هزار ٧/۶ میانگین با نمایی توزیع آنها عمر طول که می شوند ساخته قطعاتی تولید، خط یک در

است؟ چقدر کند، کار ساعت) (هزار ۵ از بیش نوع این از قطعه ای آنکه احتمال الف)

است؟ چقدر کند کار دیگر ساعت) (هزار ۵ آنکه احتمال است، کرده کار ساعت) (هزار ٢ قطعه یک کنید فرض ب)

داریم قطعات. عمر طول تصادفی متغیر :X الف)

fX(x) =
١

٧٫۶
e−

x
٧٫۶ , x > ٠

P(X > ۵) =

∫ ∞

۵

١

٧٫۶
e−

x
٧٫۶ dx = ٠٫۵٢
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مهم پیوسته توزیع های Lecture 10

ادامه
داریم نمایی توزیع حافظه فقدان ویژگی بر بنا نیز دوم حالت در ب)

P(X > ۵ + ٢|X > ٢) = P(X > ٧|X > ٢) = P(X > ۵) = ٠٫۵٢
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مهم پیوسته توزیع های Lecture 10

: گاما توزیع

زیر احتمال چگالی تابع با X تصادفی متغیر

f(x) =
λαe−λxxα−١

Γ(α)
, x ≥ ٠

آن در که گوییم λ > ٠ α > ٠ ،α, λ پارامترهای با گاما توزیع دارای را

Γ(α) =

∫ ∞

٠
yα−١e−ydy, α > ٠

داریم λx = y, λdx = dy گرفتن نظر در با و
∫∞
−∞ f(x)dx = ١ چگالی تابع ویژگی به توجه با علت:

١ =

∫ ∞

−∞
f(x)dx =

∫ ∞

٠

λαe−λxxα−١

Γ(α)
dx =

∫ ∞

٠

λe−λx(λx)α−١

Γ(α)
dx

=

∫ ∞

٠

e−yyα−١

Γ(α)
dy

بنابراین
⇒ ١

Γ(α)

∫ ∞

٠
e−yyα−١dy = ١ ⇒ Γ(α) =

∫ ∞

٠
yα−١e−ydy

۴۴ / ١٣ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:

A. A
sg

ha
rz

ad
eh



مهم پیوسته توزیع های Lecture 10

تذکر:

داریم متغیر تغییر گرفتن نظر در با و جزء به جزء انتگرال گیری از استفاده }با
yα−١ = u ⇒ (α− ١)yα−٢dy = du

e−ydy = dv ⇒ −e−y = v

Γ(α) =

∫ ∞

٠
yα−١e−ydy = uv−

∫
vdu = −yα−١e−y|∞٠ −

∫ ∞

٠
−(α− ١)e−yyα−٢dy

= (α− ١)

∫ ∞

٠
e−yyα−٢dy = (α− ١)Γ(α− ١)

Γ(١) =

∫ ∞

٠
y٠e−ydy =

∫ ∞

٠
e−ydy = ١, Γ(α) = (α− ١)! , Γ(

١

٢
) =

√
π
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مهم پیوسته توزیع های Lecture 10

تذکر:

است. λ پارامتر با نمایی توزیع همان (١, λ) پارامترهای با گاما توزیع

x

f(
x)
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α = 
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2
, λ = 

1

2
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مهم پیوسته توزیع های Lecture 10

٣ قضیه

باشد: (α, λ) پارامترهای با گاما توزیع دارای X اگر

١) E(X) =
α

λ
, ٢) Var(X) =

α

λ٢
, ٣) MX(t) =

( λ

λ− t

)α
داریم n ≥ ٠ مقادیر همه برای اثبات:

E(Xn) =

∫ ∞

٠
xn
λαe−λxxα−١

Γ(α)
dx =

λα

Γ(α)

∫ ∞

٠
e−λxxn+α−١dx

بنابراین ،dt = λdx داریم t = λx گرفتن نظر در با

E(Xn) =
λα

Γ(α)

∫ ∞

٠
e−t
( tn+α−١

λn+α−١

) dt

λ

=
λα

Γ(α)λn+α

∫ ∞

٠
e−ttn+α−١dt =

Γ(n+ α)

Γ(α)λn
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مهم پیوسته توزیع های Lecture 10

می شود نتیجه n = ١ برای (١

E(X) =
Γ(α+ ١)

Γ(α)λ١
=

αΓ(α)

Γ(α)λ
=

α

λ

می شود نتیجه n = ٢ برای (٢

E(X٢) =
Γ(α+ ٢)

Γ(α)λ٢
=

(α+ ١)αΓ(α)

Γ(α)λ٢
=

α(α+ ١)

λ٢

که می شود نتیجه واریانس تعریف از استفاده با و

Var(X) = E(X٢)− E٢(X) =
α(α+ ١)

λ٢
−
(α
λ

)٢
=

α

λ٢
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مهم پیوسته توزیع های Lecture 10

(٣

MX(t) = E(etX) =

∫ ∞

٠
etx
λαe−λxxα−١

Γ(α)
dx =

∫ ∞

٠

λαe−(λ−t)xxα−١

Γ(α)
dx

داریم لذا و dz = (λ− t)dx که می شود نتیجه z = (λ− t)x گرفتن نظر در با

MX(t) =

∫ ∞

٠

λαe−(λ−t)xxα−١

Γ(α)
dx =

λα

Γ(α)

∫ ∞

٠
e−z
( z

λ− t

)α−١ dz

λ− t

=
λα

Γ(α)(λ− t)α

∫ ∞

٠
e−zzα−١dz =

( λ

λ− t

)α
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مهم پیوسته توزیع های Lecture 10

:(Normal distribution) نرمال توزیع

چگالی تابع هرگاه ،X ∼ N(µ, σ٢) می نویسیم و است σ٢ و µ پارامترهای با نرمال توزیع دارای X تصادفی متغیر گوییم

باشد زیر صورت به X

f(x) =
١√

٢πσ٢
e−

(x−µ)٢

٢σ٢ , −∞ < x < ∞

.٠ < σ٢ و −∞ < µ < ∞ آن در که

دیگر عبارت به یا شود، ١ با برابر f(x) نمودار زیر سطح است لازم است، چگالی تابع f(x) این که بررسی برای

لذا ،
∫∞
−∞ f(x)dx = ١∫ ∞

−∞
f(x)dx =

١√
٢πσ٢

∫ ∞

−∞
e−

(x−µ)٢

٢σ٢ dx

داریم z = x−µ
σ ⇒ dz = dx

σ متغیر تغییر با

١√
٢πσ٢

∫ ∞

−∞
e−

z٢

٢ σdz =
١√
٢π

∫ ∞

−∞
e−

z٢

٢ dz =
٢√
٢π

∫ ∞

٠
e−

z٢

٢ dz
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مهم پیوسته توزیع های Lecture 10

داریم I =
∫∞

٠ e−
z٢

٢ dz گرفتن نظر در با

I٢ =

∫ ∞

٠

∫ ∞

٠
e−

x٢+y٢

٢ dx dy

آن گاه ،

{
x = r cos θ

y = r sin θ
⇒ r٢ = x٢ + y٢, dx dy = rdr dθ قطبی مختصات گرفتن نظر در با

I٢ =

∫ π
٢

٠

∫ ∞

٠
e−

r٢

٢ rdr dθ =

∫ π
٢

٠
e−

r٢

٢

∣∣∣٠
∞

dθ =
π

٢
⇒ I =

√
π

٢

∫بنابراین ∞

−∞
f(x)dx =

٢√
٢π

(I) =
(√π

٢

)( ٢√
٢π

)
= ١

است. چگالی تابع یک f(x) بنابراین
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استاندارد: نرمال توزیع

نرمال متغیر معمولا می باشد. σ٢ = ١ و µ = ٠ پارامترهای با نرمال توزیع از خاص حالت استاندارد نرمال توزیع

می دهند. نمایش Z با را استاندارد

تعریف

می نویسیم و می باشد σ٢ = ١ و µ = ٠ پارامترهای با استاندارد نرمال توزیع دارای Z تصادفی متغیر گوییم

باشد زیر صورت به Z چگالی تابع هرگاه Z ∼ N(٠, ١)

fZ(z) =
١√
٢π

e−
z٢

٢ , −∞ < z < ∞
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۴ قضیه

آن گاه: ،Z ∼ N(٠, ١) اگر

(الف E(Z) = ٠ (ب Var(Z) = ١ (ج MZ(t) = e
t٢

٢

الف) اثبات:

E(Z) =

∫ ∞

−∞
zfZ(z)dz =

١√
٢π

∫ ∞

−∞
ze−

z٢

٢ dz = ٠

ب)

E(Z٢) =

∫ ∞

−∞
z٢fZ(z)dz =

١√
٢π

∫ ∞

−∞
z٢e−

z٢

٢ dz =
٢√
٢π

∫ ∞

٠
z٢e−

z٢

٢ dz = ١

داریم واریانس تعریف از استفاده با و

Var(Z) = E(Z٢)− E٢(Z) = ١ − ٠ = ١
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ج)

MZ(t) = E(etZ) =

∫ ∞

−∞
etzfZ(z)dz =

١√
٢π

∫ ∞

−∞
etze−

z٢

٢ dz

=
١√
٢π

∫ ∞

−∞
e−

(z−t)٢−t٢

٢ dz =
١√
٢π

e
t٢

٢

∫ ∞

−∞
e−

(z−t)٢

٢ dz

داریم y = z− t ⇒ dy = dz متغیر تغییر از استفاده با

MZ(t) =
١√
٢π

e
t٢

٢

∫ ∞

−∞
e−

(z−t)٢

٢ dz =
١√
٢π

e
t٢

٢

∫ ∞

−∞
e−

y٢

٢ dy = e
t٢

٢
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محاسبه را Z واریانس و امیدریاضی می توان زیر صورت به گشتاور مولد تابع دوم و اول مرتبه مشتق از استفاده با هم چنین

نمود.

M′
Z(t) =

dMZ(t)

dt
= te

t٢

٢ ⇒ E(Z) =
dMZ(t)

dt

∣∣∣
t=٠

= ٠

M′′
Z(t) =

d٢MZ(t)

dt٢
= e

t٢

٢ + t٢e
t٢

٢ ⇒ E(Z٢) =
d٢MZ(t)

dt٢

∣∣∣
t=٠

= ١

داریم واریانس تعریف از استفاده با و

Var(Z) = E(Z٢)− E٢(Z) = ١ − ٠ = ١
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۵ قضیه

دیگر عبارت به بود. خواهد استاندارد نرمال توزیع دارای Z = X−µ
σ تصادفی متغیر آن گاه ،X ∼ N(µ, σ٢) اگر

X ∼ N(µ, σ٢) ⇒ Z =
X− µ

σ
∼ N(٠, ١)

اثبات:

FZ(z) = P(Z ≤ z) = P(
X− µ

σ
≤ z) = P(X ≤ µ+ σz) =

∫ µ+σz

−∞

١√
٢πσ٢

e−
(x−µ)٢

٢σ٢ dx

داریم y =
x− µ

σ
⇒ dy = dx

σ متغیر تغییر از استفاده با

FZ(z) =

∫ z

−∞

١√
٢πσ٢

e
−y٢

٢ σdy =

∫ z

−∞

١√
٢π

e
−y٢

٢ dy

می شود محاسبه زیر صورت به چگالی تابع توزیع، تابع مشتق طریق از و

fZ(z) =
FZ(z)

dZ
=

d

dZ

∫ z

−∞

١√
٢π

e
−y٢

٢ dy =
١√
٢π

e
−z٢

٢ , −∞ < z < ∞
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۶ قضیه

آن گاه ،X ∼ N(µ, σ٢) اگر

(الف E(X) = µ (ب Var(X) = σ٢ (ج MX(t) = eµt+σ٢ t٢

٢

لذا و Z = X−µ
σ ∼ N(٠, ١) آن گاه ،X ∼ N(µ, σ٢) اگر شد، گفته قبلا که همان طور اثبات:

الف)

E(Z) = ٠ ⇒ E
(X− µ

σ

)
=

١

σ
E(X− µ) = ٠ ⇒ E(X− µ) = ٠ ⇒ E(X) = µ

ب)

Var(Z) = ١ ⇒ Var
(X− µ

σ

)
=

١

σ٢
Var(X− µ) =

١

σ٢
Var(X) =١ ⇒ Var(X) = σ٢

بنابراین ،MZ(t) = e
t٢

٢ شد گفته قبلا که همان طور ج)

MX(t) = Mσz+µ(t) = E(eσzt+µt) = eµtE(eσzt) = eµtMZ(σt)

= eµte
σ٢ t٢

٢ = eµt+σ٢ t٢

٢
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نرمال: چگالی تابع و استاندارد نرمال چگالی تابع نمودارهای رسم

داریم آن مشتق و f(z) = ١√
٢π

e−
z٢

٢ استاندارد نرمال چگالی تابع از استفاده با

f′(z) =
−z√

٢π
e−

z٢

٢ = ٠ ⇒ z = ٠
z −∞ ٠ +∞

f′(z) + ٠ −
f(z) ٠ ↗ ١√

٢π
↘ ٠

z

f(z)
1

2π

µ

استاندارد نرمال منحنی نرمال منحنی

P(−∞ < Z < ∞) = ١, P(Z < ٠) =
١

٢
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استاندارد: نرمال توزیع تابع

می باشد زیر صورت به می دهند نمایش Φ(z) با معمولا که را Z توزیع تابع آن صورت در ،Z ∼ N(٠, ١) اگر

Φ(z) = P(Z ≤ z) =

∫ z

−∞

١√
٢π

e−
u٢

٢ du

نرمال توزیع جدول روی از می توان را آن مقادیر و است شده محاسبه کامپیوتر وسیله به z مختلف مقادیر برای Φ(z) مقدار

کرد. پیدا استاندارد

Φ(١) = P(Z ≤ ١) = ٠.٨۴١٣

Φ(١.۵) = P(Z ≤ ١.۵) = ٠.٩٣٣٢

Φ(٢.۶٩) = P(Z ≤ ٢.۶٩) = ٠.٩٩۶۴

z
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.۵ مثال
گفته درسی استاد باشد. نرمال تصادفی متغیر است، شده انتخاب تصادف به که دانشجویی احتمال درس امتحان نمره ،X کنید فرض
نمرات آن گاه باشد، σ نمرات معیار انحراف و µ نمرات میانگین که شود متوجه اگر می برد. منحنی روی را امتحانی نمرات که است

می دهد. نسبت آن ها به زیر صورت به را حرفی

نمرات دامنه X ≥ µ+ σ µ ≤ X < µ+ σ µ− σ ≤ X < µ µ− ٢σ ≤ X < µ− σ X < µ− ٢σ

حرفی نمرات ممتاز = A خوب = B متوسط = C ضعیف = D ضعیف بسیار = F

F و D ،C ،B ،A نمرات ترتیب به که دانشجویانی درصد است. برده منحنی روی را دانشجویان نمرات احتمال درس استاد کنید فرض

است؟ چقدر گرفته اند
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.۵ مثال

داریم لذا ، X−µ
σ ∼ N(٠, ١) بنابراین می باشد، σ٢, µ پارامترهای با نرمال توزیع دارای X تصادفی متغیر پاسخ:

P(X ≥ µ+ σ) = P(
X− µ

σ
≥ ١) = ١ − Φ(١) = ٠.١۵٨٧

P(µ ≤ X < µ+ σ) = P(٠ ≤ X− µ

σ
< ١) = Φ(١)− Φ(٠) = ٠.٣۴١٣

P(µ− σ ≤ X < µ) = P(−١ ≤ X− µ

σ
< ٠) = Φ(٠)− Φ(−١)

= Φ(٠)− ١ +Φ(١) = ٠.٣۴١٣

P(µ− ٢σ ≤ X < µ− σ) = P(−٢ ≤ X− µ

σ
< −١) = Φ(−١)− Φ(−٢)

= ١ − Φ(١)− ١ +Φ(٢) = Φ(٢)− Φ(١) = ٠.١٣۵٩

P(X < µ− ٢σ) = P(
X− µ

σ
< −٢) = Φ(−٢) = ١ − Φ(٢) = ٠.٠٢٢٨

روی را امتحانی نمرات مدرسی اگر می گیرند. F نمره ٢% و D نمره ١۴% ،C نمره ٣۴% ،B نمره ٣۴% ،A نمره ١۶% تقریبا بنابراین

بدهد. آخر الی و B نمره آن ها ٣۴% به ،A نمره دانشجویان ١۶% به σ و µ محاسبه جای به می تواند ببرد، منحنی
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.۶ مثال

نفر یک نمره ست. ١٠٠ معیار انحراف و ۵٠٠ میانگین با نرمال توزیع دارای داشته اند، شرکت نفر ١٠٠٠٠٠ آن در که امتحانی نمرات

داد؟ قرار اول نفرات ١٠% زمره در را او بتوان تا باشد چقدر

که کنیم تعیین چنان را x می خواهیم باشد. ١٠٠ معیار انحراف و ۵٠٠ میانگین با نرمال تصادفی متغیر یک X کنید فرض پاسخ:

بنابراین ،P(X < x) = ٠٫٩ یا P(X ≥ x) = ٠٫١

P(
X− ۵٠٠

١٠٠
<

x− ۵٠٠

١٠٠
) = ٠٫٩ ⇒ Φ(

x− ۵٠٠

١٠٠
) = ٠٫٩

حداقل باید نفر یک بنابراین .x = ۶٢٨ یا x−۵٠٠
١٠٠ = ١٫٢٨ نتیجه در Φ(١٫٢٨) = ٠٫٨٩٩٧ داریم نرمال جدول از استفاده با

بگیرد. قرار اول نفرات ١٠% گروه در تا بیاورد امتیاز ۶٢٨
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:(Chi square distribution) دو کای توزیع

باشد زیر صورت به آن چگالی تابع اگر تنها و اگر است، دو کای توزیع دارای X پیوسته تصادفی متغیر

f(x) =
x
ν−٢

٢ e−
x
٢

٢
ν
٢ Γ(ν٢ )

, x ≥ ٠

می نامند. آزادی درجه را ν آن در که می دهیم، نمایش χ٢(ν) نماد با را توزیع این

می باشد. λ = ١
٢ و α = ν

٢ آن در که است گاما توزیع از خاصی حالت دو کای توزیع

x

f(
x)

0 1 2 3 4 5 6

0.
0

0.
2

0.
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1
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٧ قضیه

آن گاه: ،X ∼ χ٢(ν) اگر

١) E(X) = ν, ٢) Var(X) = ٢ν, ٣) MX(t) =
( ١

١ − ٢t

) ν
٢

λ = ١
٢ و α = ν

٢ صورت به پارامترها صورتی که در گاما توزیع گشتاور مولد تابع و واریانس امید، از استفاده با اثبات:

می شود. اثبات راحتی به قضیه شده اند، تعریف

نکته:

دارای متغیرها مربعات مجموع آن گاه باشند، استاندارد نرمال توزیع دارای مستقل تصادفی متغیرهای Z١, . . . , Zk اگر

می باشد زیر صورت به دو کای توزیع

Q =
k∑

i=١

Z٢
i ∼ χ٢(k)

می باشد. Z٢ ∼ χ(١)٢ آن گاه k = ١، اگر خاص حالت عنوان به
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:(Beta distribution) بتا توزیع

باشد زیر صورت به آن چگالی تابع اگر تنها و اگر است، بتا توزیع دارای X پیوسته تصادفی متغیر

f(x) =
Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)
xα−١)١ − x)β−١, ٠ < x < ١

می باشد. β > ٠, α > ٠ آن در که می دهیم، نمایش Be(α, β) نماد با را توزیع این

بنابراین و می باشد یک با برابر بتا توزیع منحنی زیر مساحت چگالی، تابع ویژگی های به توجه با

B(α, β) =

∫ ١

٠
xα−١)١ − x)β−١dx =

Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)

می نامند. بتا تابع را B(α, β) تابع

می باشد. α = β = ١ پارامترهای با بتا توزیع از خاصی حالت ،(٠, ١) فاصله در یکنواخت توزیع
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است شده داده نمایش زیر شکل در پارامتر مختلف مقادیر ازای به بتا چگالی تابع نمودار

x

f(
x)
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٨ قضیه

آن گاه: ،X ∼ Be(α, β) اگر

١) E(X) =
α

α+ β
, ٢) Var(X) =

αβ

(α+ β)٢(α+ β + ١)

(١ اثبات:

E(X) =
Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)

∫ ١

٠
x.xα−١)١ − x)β−١dx =

Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)

∫ ١

٠
xα(١ − x)β−١dx

=
Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)
.
Γ(α+ ١)Γ(β)

Γ(α+ β + ١)
=

Γ(α+ β)

Γ(α)
.

αΓ(α)

(α+ β)Γ(α+ β)
=

α

α+ β
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(٢

E(X) =
Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)

∫ ١

٠
x٢.xα−١)١ − x)β−١dx =

Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)

∫ ١

٠
xα+١)١ − x)β−١dx

=
Γ(α+ β)

Γ(α)Γ(β)
.
Γ(α+ ٢)Γ(β)

Γ(α+ β + ٢)
=

α(α+ ١)

(α+ β + ١)(α+ β)

داریم واریانس تعریف از استفاده با بنابراین

Var(X) = E(X٢)− E٢(X) =
α(α+ ١)

(α+ β + ١)(α+ β)
−
( α

α+ β

)٢

=
αβ

(α+ β)٢(α+ β + ١)
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:(Cauchy distribution) کوشی توزیع

باشد زیر صورت به آن چگالی تابع اگر تنها و اگر است، کوشی توزیع دارای X پیوسته تصادفی متغیر

f(x) =
β
π

(x− α)٢ + β٢
, −∞ < x < ∞

می باشد. β > ٠, −∞ < α < ∞ آن در که می دهیم، نمایش C(α, β) نماد با را توزیع این

است. نشده تعریف آن واریانس و امید و ندارد وجود کوشی توزیع گشتاور مولد تابع
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مهم پیوسته توزیع های Lecture 10

: (Bivariate Normal distribution) متغیره دو نرمال توزیع

باشد زیر صورت به آن ها توام احتمال چگالی تابع هرگاه هستند، متغیره دو نرمال توزیع دارای Y و X تصادفی متغیر

f(x, y) =
١

٢πσ١σ٢
√

١ − ρ٢
e−

( x−µ١
σ١ )

٢
−٢ρ( x−µ١

σ١ )( y−µ٢
σ٢ )+( y−µ٢

σ٢ )
٢

٢(١−ρ٢) ,
−∞ < x < ∞
−∞ < y < ∞

نماد با را متغیره دو نرمال توزیع .−١ < ρ < ١ و σ٢, σ١ > ٠ ، −∞ < µ١, µ٢ < ∞ آن در که

. می دهیم نشان (X,Y) ∼ N٢(µ١, µ٢, σ١, σ٢, ρ)

نکته:

میانگین با نرمال توزیع X = x شرط به Y شرطی چگالی باشند، متغیره دو نرمال توزیع دارای Y و X اگر

با نرمال توزیع ،Y = y شرط به X شرطی چگالی و σ٢
Y|X = σ٢

١)٢ − ρ٢) واریانس و µY|X = µ٢ + ρσ٢

σ١
(x− µ١)

است. σ٢
X|Y = σ٢

١)١ − ρ٢) واریانس و µX|Y = µ١ + ρσ١

σ٢
(y− µ٢) میانگین
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مهم پیوسته توزیع های Lecture 10
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دومتغیره نرمال توزیع منحنی شکل:
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مهم پیوسته توزیع های Lecture 10

٩ قضیه

آن گاه باشد، (µ١, µ٢, σ١, σ٢, ρ) پارامترهای با متغیره دو نرمال توزیع دارای Z = (X,Y)′ اگر

١) E(Z) = µ =

(
µ١

µ٢

)
, ٢) Var(Z) = ΣZ =

(
σ٢

١ ρσ١σ٢

ρσ١σ٢ σ٢
٢

)
,

٣) MZ(t
′) = eµ

′ t+ ١
٢ t
′Σt

می باشد. t =

(
t١
t٢

)
آن در که
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مهم پیوسته توزیع های Lecture 10

: (Bivariate standard Normal distribution) متغیره دو استاندارد نرمال توزیع

احتمال چگالی تابع هرگاه می باشند، ρ همبستگی ضریب با متغیره دو استاندارد نرمال توزیع دارای Y و X تصادفی متغیر

باشد زیر صورت به آن ها توام

f(x, y) =
١

٢π
√

١ − ρ٢
e
− x٢−٢ρxy+y٢

٢(١−ρ٢) ,
−∞ < x < ∞
−∞ < y < ∞

.−١ < ρ < ١ آن در که

. می دهیم نشان (X,Y) ∼ N٠)٢, ٠, ١, ١, ρ) نماد با را متغیره دو استاندارد نرمال توزیع
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