
١ احتمال

گشتاور مولد تابع

نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:

١٣ / ١ نشلی اصغرزاده دکتر مدرس:

A. A
sg

ha
rza

de
h



گشتاور مولد تابع Lecture 6

گشتاور: مولد تابع

می کنیم تعریف زیر صورت به را آن و داده نمایش MX(t) با را X گشتاور مولد تابع باشد، تصادفی متغیر یک X اگر

MX(t) = E(etX)

داریم گسسته حالت در

MX(t) = E(etX) = E
[ ∞∑

r=٠

(tX)r

r!

]
=

∞∑
r=٠

tr

r!
E(Xr)

= ١ +
t

١!
E(X) + . . .+

tk

k!
E(Xk) + . . .

می باشد. E(Xk) همان MX(t) بسط در
tk

k!
ضریب می شود، مشاهده که همان طور
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گشتاور مولد تابع Lecture 6

.١ مثال

کنید. محاسبه را E(X٢) و E(X) آن کمک به و یافته را X گشتاور مولد تابع باشد، زیر چگالی تابع دارای X اگر

fX(x) = e−x, x > ٠

پاسخ:

MX(t) = E(etX) =

∫ ∞

٠
etxe−xdx =

∫ ∞

٠
e(t−١)xdx =

e(t−١)x

١ − t

∣∣∣٠

∞
=

١

١ − t
, ٠ < t < ١

داریم هندسی تصاعد از استفاده با

MX(t) = ١ + t+ t٢ + . . . = ١ +
t

١!
+

t٢

٢!
٢! + . . .+

tk

k!
k! + . . .

بنابراین
E(X) = ١, , E(X٢) = ٢, E(X٣) = ٣!

کلی حالت در و
E(Xk) = k!
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گشتاور مولد تابع Lecture 6

قضیه:

.
drMX(t)

d tr

∣∣∣
t=٠

= E(Xr) آن گاه باشد، داشته وجود MX(t) اگر

پیوسته: حالت در اثبات

drMX(t)

d tr
=

drE(etX)

d tr
=

dr

d tr

∫ ∞

−∞
etxfX(x)dx

=

∫ ∞

−∞

dr

d tr
etxfX(x)dx =

∫ ∞

−∞
xretxfX(x)dx

d etX

d t
= XetX,

d٢etX

d t٢
= X٢etX, . . . ,

dretX

d tr
= XretX

بنابراین

drMX(t)

d tr

∣∣∣
t=٠

=

∫ ∞

−∞
xrfX(x)dx = E(Xr)
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گشتاور مولد تابع Lecture 6

.٢ مثال

بیابید. را E(X٢) و E(X) قبل قضیه از استفاده با ،MX(t) =
١

١ − t
, ٠ < t < ١ ،١ مثال به توجه با

پاسخ:

dMX(t)

d t
=

d

d t

( ١

١ − t

)
=

١

(١ − t)٢
⇒ E(X) =

١

(١ − t)٢

∣∣∣
t=٠

= ١

و

d٢MX(t)

d t٢
=

d

d t

( ١

(١ − t)٢

)
=

٢

(١ − t)٣

⇒ E(X٢) =
d٢MX(t)

d t٢

∣∣∣
t=٠

=
٢

(١ − t)٣

∣∣∣
t=٠

= ٢
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گشتاور مولد تابع Lecture 6

گشتاور: مولد تابع خواص

١) MX+b(t) = ebtMX(t)

٢) MaX(t) = MX(at)

٣) MaX+b(t) = ebtMX(at).

یکتایی: قضیه

یکسان آن ها) چگالی تابع یا توزیع (تابع آن ها توزیع آن گاه باشند، برابر X٢ و X١ تصادفی متغیر دو گشتاور مولد تابع اگر

بود. خواهد

MX١(t) = MX٢(t) ⇐⇒ FX١(x) = FX٢(x), ∀ x
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گشتاور مولد تابع Lecture 6

.٣ مثال

و کنید پیدا را تصادفی متغیر این گشتاورهای مولد تابع است، f(x) = ١
٨

(٣
x

)
صورت به x = ٠, ١, ٢, ٣ برای X احتمال توزیع

ببرید. کار به µ′
٢ و µ′

١ تعیین برای را آن

داریم گشتاور مولد تابع تعریف در احتمال توزیع جای گذاری با پاسخ:

MX(t) = E(etX) =
١

٨

٣∑
x=٠

etX
(

٣

x

)
=

١

٨
(١ + ٣et + ٣e٢t + e٣t)

=
١

٨
(١ + et)٣

بنابراین

µ′
١ = M′

X(٠) =
٣

٨
(١ + et)٢et

∣∣∣
t=٠

=
٣

٢

µ′
٢ = M′′

X(٠) =
٣

۴
(١ + et)e٢t +

٣

٨
(١ + et)٢et

∣∣∣
t=٠

= ٣
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گشتاور مولد تابع Lecture 6

.۴ مثال
است) گسسته X) باشد: زیر صورت به X گشتاور مولد تابع اگر

MX(t) =
١

٨
et +

١

۴
e٢t +

۵

٨
e۵t

کنید. محاسبه را P(X = ٢) مقدار ب) .(X احتمال (تابع بیابید را X توزیع الف)

و می پذیرد را ١, ٢, ۵ مقادیر X که می گیریم نتیجه ، e توان در t ضرایب به توجه با الف) پاسخ:

MX(t) =
∑
x

etxf(x) = etf(١) + e٢tf(٢) + e۵tf(۵)

می باشد زیر صورت به X توزیع سوال، صورت در گشتاور مولد تابع مقایسه با

x ١ ٢ ۵

f(x) ١
٨

١
۴

۵
٨

ب)

P(X = ٢) = f(٢) =
١

۴
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گشتاور مولد تابع Lecture 6

.۵ مثال

شده داده f(x)=

{
١
٢ e

−|x| −∞< x <∞
٠ o.w.

صورت به آن احتمال چگالی که را X پیوسته تصادفی متغیر گشتاورهای مولد تابع

ببرید. کار به σ٢ و µ′
٢ و µ′

١ تعیین برای را آن و بیابید را است

پاسخ:

MX(t) = E(etX) =

∫ ∞

−∞
etxf(x)dx =

١

٢

∫ ∞

−∞
etxe−|x|dx

=
١

٢

[∫ ٠

−∞
etxexdx+

∫ ∞

٠
etxe−xdx

]
=

١

٢

[∫ ٠

−∞
e(t+١)xdx+

∫ ∞

٠
e−(١−t)xdx

]
=

١

٢

[
e(t+١)x

t+ ١

∣∣∣٠

−∞
− e−(١−t)x

١ − t

∣∣∣∞
٠

]
=

١

١ − t٢
, |t|< ١
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گشتاور مولد تابع Lecture 6

.۵ مثال ادامه
نتیجه در

µ′
١ = M′

X(٠) =
٢t

(١ − t٢(٢

∣∣∣
t=٠

= ٠

µ′
٢ = M′′

X(٠) =
۶t٢ + ٢

(١ − t٣(٢

∣∣∣
t=٠

= ٢

σ٢ = µ′
٢ − (µ′

١)
٢ = ٢ − ٠ = ٢
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گشتاور مولد تابع Lecture 6

.۶ مثال

تصادفی متغیر گشتاورهای مولد تابع است. شده داده MX(t) = e٣t+٨t٢ صورت به X تصادفی متغیر گشتاورهای مولد تابع
ببرید. کار به Z واریانس و میانگین تعیین برای و کنید پیدا را Z = ١

۴ (X− ٣)

داریم گشتاور مولد تابع خواص از استفاده با پاسخ:

MZ(t) = M ١
۴ X−

٣
۴
(t) = E

(
e(

١
۴ X−

٣
۴ )t
)
= e

−٣t
۴ MX(

t

۴
) = e

−٣t
۴ e

٣t
۴ +

t٢

٢ = e
t٢

٢

بنابراین

µ′
١ = M′

X(٠) = te
t٢

٢

∣∣∣
t=٠

= ٠

µ′
٢ = M′′

X(٠) = (e
t٢

٢ + t٢e
t٢

٢ )
∣∣∣
t=٠

= ١

σ٢ = µ′
٢ − (µ′

١)
٢ = ١
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گشتاور مولد تابع Lecture 6

باشد زیر به صورت احتمال چگالی تابع داری X پیوسته تصادفی متغیر اگر .١ مسأله

f(x) = ١, ٠ < x < ١

بیابید. را X گشتاور مولد تابع الف)
کنید. پیدا را µ′

٢ و µ′
١ آمده، به دست گشتاور مولد تابع از استفاده با ب)

به صورت آن احتمال چگالی که را X گسسته تصادفی متغیر گشتاور مولد تابع .٢ مسأله

f(x) = ٢(
١

٣
)x, x = ١, ٢, ٣, . . .

کنید. پیدا را µ′
٢ و µ′

١ آن کمک به و بیابید را است

باشد: زیر به صورت X تصادفی متغیر گشتاور مولد تابع اگر .٣ مسأله

MX(t) =
١

۴
e٢t +

١

٢
et +

١

۴

P(X = ١) و P(X = ٠) کنید پیدا الف)
کنید. پیدا را µ′

٢ و µ′
١ فوق، گشتاور مولد تابع از استفاده با ب)
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گشتاور مولد تابع Lecture 6

تعیین برای را نتایج این .R′′X(٠) = σ٢ و R′X(٠) = µ که دهید نشان ،RX(t) = ln MX(t) دهیم قرار اگر .۴ مسأله
گشتاور مولد تابع دارای که نیز X تصادفی متغیر واریانس و میانگین

MX(t) = e۴(et−١)

ببرید. به کار است
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