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١ ریاضی آمار
باسو قضیه دوم: فصل

اصغرزاده کبر ا دکتر استاد:

٩ / ١ باسو قضیه دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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(Basu Theorem) باسو قضیه
باشد، نباشد) وابسته پارامتر به آن توزیع که (آماره ای فرعی آماره یک T و θ برای کامل بسنده آماره یک S اگر

مستقل اند. T و S آنگاه

مستقل اند. S٢ و X̄ دهید نشان X١, . . . , Xn
iid∼ N(µ, ١) اگر .١ مثال

حل.
X̄ =

١
n

n∑
i=١

Xi, S٢ =
١

n− ١
n∑

i=١
(Xi − X̄)٢.

µ به آن آماری توزیع یعنی است، فرعی آماره S٢ طرفی از می باشد. µ برای کامل بسنده آماره X̄ می دانیم
می دانیم: زیرا نیست. وابسته

X١, . . . , Xn
iid∼ N(µ, σ٢),

⇒ (n− ١)S٢

σ٢ ∼ χ٢
(n−١)

مستقل اند. S٢ و X̄ باسو، قضیه طبق لذا . (n−١)S٢
١ ∼ χ٢

(n−١) لذا

٩ / ٢ باسو قضیه دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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(Basu Theorem) باسو قضیه
باشد، نباشد) وابسته پارامتر به آن توزیع که (آماره ای فرعی آماره یک T و θ برای کامل بسنده آماره یک S اگر

مستقل اند. T و S آنگاه
مستقل اند. S٢ و X̄ دهید نشان X١, . . . , Xn

iid∼ N(µ, ١) اگر .١ مثال
حل.

X̄ =
١
n

n∑
i=١

Xi, S٢ =
١

n− ١
n∑

i=١
(Xi − X̄)٢.

µ به آن آماری توزیع یعنی است، فرعی آماره S٢ طرفی از می باشد. µ برای کامل بسنده آماره X̄ می دانیم
می دانیم: زیرا نیست. وابسته

X١, . . . , Xn
iid∼ N(µ, σ٢),

⇒ (n− ١)S٢

σ٢ ∼ χ٢
(n−١)

مستقل اند. S٢ و X̄ باسو، قضیه طبق لذا . (n−١)S٢
١ ∼ χ٢

(n−١) لذا

٩ / ٢ باسو قضیه دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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مستقل اند. X١ − X̄ و X̄ که دهید نشان .µ ∈ R, X١, . . . , Xn
iid∼ N(µ, ١) اگر .٢ مثال

نرمال توزیع دارای نرمال متغیرهای از خطی ترکیب هر نیز و است µ برای کامل بسنده آماره X̄ که می دانیم حل.
است. نرمال X١ − X̄ توزیع هستند، نرمال توزیع دارای و مستقل ها Xi چون پس است.

:X١ − X̄ واریانس و میانگین محاسبه

E(X١ − X̄) = E(X١)− E(X̄) = µ− µ = ٠,
V ar(X١ − X̄) = V ar(X١) + V ar(X̄)− ٢Cov(X١, X̄).

داریم:

Cov(X١, X̄) = Cov(X١,
X١
n

+ · · ·+
Xn

n
)

= Cov(X١,
X١
n

) + Cov(X١,
X٢
n

+ · · ·+
Xn

n
) کوواریانس) (بسط

= Cov(X١,
X١
n

) =
١
n
Cov(X١, X١) =

١
n
V ar(X١) =

١
n
. بودن) (مستقل

.V ar(X١ − X̄) = ١ +
١
n

−
٢
n

=
n− ١
n

لذا

از X١ − X̄ و X̄ آماره های باسو قضیه از بنابراین است. فرعی آماره X١ − X̄ لذا و X١ − X̄ ∼ N(٠, n−١
n

) پس
مستقل اند. هم

٩ / ٣ باسو قضیه دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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باشند زیر چگالی تابع با X١, . . . , Xn
iid∼ Exp(θ) اگر .٣ مثال

f(x, θ) =
١
θ
e−

x
θ , x > ٠, θ > ٠,

باشند. شده تعریف T = X١∑n
i=١ Xi

و S =
∑n

i=١ Xi آماره های و
مستقل اند. هم از T و S دهید نشان الف)

کنید. محاسبه را E(T ) ب)
پارامتری). تک نمایی خانواده خاصیت بر (بنا است کامل بسنده θ برای S آماره ی که می دانیم الف. حل

از استفاده با Y چگالی تابع .Y = X
θ

می دهیم قرار منظور این برای است. فرعی آماره یک T که دهیم نشان باید حال
می آید: به دست زیر به صورت متغیر تبدیل تکنیک

fY (y) = fX(x) |
dx

dy
|.

y =
x

θ
, ⇒ x = θ y, ⇒

dx

dy
= θ,

fY (y) = fX(θ y) |θ|=
١
θ
e−

θ y
θ θ = e−y , y > ٠,

نیست. وابسته θ به Y توزیع و Y ∼ Exp(١) یعنی

٩ / ۴ باسو قضیه دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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داریم:

T =
X١∑n
i=١ Xi

=
X١/θ∑n
i=١ Xi/θ

=
Y١∑n
i=١ Yi

, ( Y١, . . . , Yn از (تابعی

فرعی آماره T بنابراین و نبوده θ به وابسته هم T توزیع لذا نیست، θ به وابسته Yi, i = ١, . . . , n توزیع چون
است.

ب. حل
E(T ) = E(

X١∑n
i=١ Xi

) =?

داریم:
T =

X١∑n
i=١ Xi

=
X١
S

⇒ X١ = T S

لذا
E(X١) = E(T S)

= E(T )E(S) مستقل اند) S و T (چون
پس

E(T ) =
E(X١)
E(S)

=
θ

n θ
=

١
n
.

٩ / ۵ باسو قضیه دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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.X١, . . . , Xn
iid∼ U(٠, θ) کنید فرض .۴ مثال

مستقل اند. T =
X(١)
X(n)

و S = X(n) دهید نشان الف)
.E[

X(١)
X(n)

] کنید پیدا ب)
T =

X(١)
X(n)

آماره که می دهیم نشان است. کامل بسنده آماره یک X(n) که می دانیم الف. حل
است. فرعی آماره یک

ندارد. بستگی θ پارامتر به داد نشان می توان T چگالی تابع محاسبه با اول. روش
است: فرعی آماره یک T که می دهیم نشان T چگالی تابع محاسبه بدون دوم. روش

T =
X(١)
X(n)

=
min(X١, . . . , Xn)

max(X١, . . . , Xn)
,

داریم:
Xi ∼ U(٠, θ), ⇒ Yi =

Xi

θ
∼ U(٠, ١), i = ١, . . . , n,

داریم: لذا
T =

X(١)
X(n)

=
X(١)/θ
X(n)/θ

=
Y(١)
Y(n)

.

٩ / ۶ باسو قضیه دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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نمی باشد. θ به وابسته هم T توزیع لذا نیست θ به وابسته ها Yi توزیع چون است. Y١, . . . , Yn از تابعی که
مستقل اند. T و S آماره های باسو، قضیه از پس، است. فرعی آماره یک T یعنی

ب. حل
T =

X(١)
X(n)

=
X(١)
S

⇒ X(١) = T. S.

می شود: نتیجه S و T بودن مستقل از
E(X(١)) = E(T )E(S),

⇒ E(T ) =
E(X(١))
E(S)

=
E(X(١))
E(X(n))

.

داریم:

X١, . . . , Xn
iid∼ U(٠, θ), ⇒ X١

θ
, . . . ,

Xn

θ

iid∼ U(٠, ١),
⇒

X(r)

θ
∼ Beta(r, n− r + ١),

⇒ E(
X(r)

θ
) =

r

r + n− r + ١ =
r

n+ ١ ⇒ E(X(r)) =
r θ

n+ ١ .

٩ / ٧ باسو قضیه دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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داریم: لذا و
E(T ) = E(

X(١)
X(n)

) =
θ

n+١
nθ
n+١

=
١
n
.

کرد. استفاده می توان نیز باشد نداشته وجود توزیع در پارامتری که مواردی در را باسو قضیه تذکر.
مستقل اند. S٢ و X̄ که دهید نشان ،X١, . . . , Xn

iid∼ N(٠, ١) اگر .۵ مثال
آماره یک X̄ چون ،١ مثال بر بنا .X١, . . . , Xn

iid∼ N(µ, ١) که می کنیم فرض موقتا حل.
از ،µ ∈ R هر برای می باشند مستقل S٢ و X̄ لذا است، فرعی آماره یک S٢ و است µ برای کامل بسنده

.µ = ٠ برای جمله

مستقل اند. S٢ و X̄ که دهید نشان است. مجهول σ٢ که X١, . . . , Xn
iid∼ N(µ, σ٢) اگر .۶ مثال

است. فرعی آماره یک S٢ و µ برای کامل بسنده آماره یک X̄ ثابت σ٢ هر برای می دانیم حل.
S٢ و X̄ که گرفت نتیجه می توان ثابت σ٢ این تغییر با بنابراین و مستقل اند S٢ و X̄ ثابت σ٢ هر برای لذا

مستقل اند. نیز σ٢ هر برای

٩ / ٨ باسو قضیه دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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باشند زیر چگالی تابع با X١, . . . , Xn
iid∼ Exp( ١

θ
) اگر .١ تمرین

f(x, θ) = θ e−θ x, x > ٠, θ > ٠,
باشند. شده تعریف T = X١∑n

i=١ Xi
و S =

∑n
i=١ Xi آماره های و

کنید. محاسبه را E(T ) و E(S) ب) مستقل اند. هم از T و S دهید نشان الف)

که X١, . . . , Xn
iid∼ f(x, θ) کنید فرض .٢ تمرین

f(x, θ) =
٢x
θ
, ٠ < x < θ, θ > ٠.

کنید. محاسبه را E(T ) و E(S) ب) مستقل اند. هم از S =
X(١)
X(n)

و T = X(n) دهید نشان الف)

که X١, . . . , Xn
iid∼ f(x, θ) اگر .٣ تمرین

f(x, θ) = e−(x−θ), x > θ, θ > ٠.
کنید. محاسبه را E[X(١)(X̄ −X(١))] ب) مستقل اند. X̄ −X(١) و X(١) دهید نشان الف)

٩ / ٩ باسو قضیه دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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