
  
  
  
  

  فصل چهارم
  
  

  مكانيك آماري كوانتومي
  

هاي قابل دسترس نسبت به تعداد ذرات  ها و جايگاه در نگاه كلاسيكي، تعداد حالت   
ها را  ميكروحالتها يا  توانستند هريك از حالت هيچ مشكلي مي آنقدرها زياد بود كه ذرات بي

  .امكان اشغال يك جايگاه با دو ذره بسيار كم بود ،به عبارت ديگر. اشغال كنند
پذير با تعداد ذرات تقريباً برابر  هاي دسترس حالت ها و گفتيم كه وقتي تعداد جايگاه  

در اين منظر، . استفاده كنيم بولتزمن  ـ توانيم از توزيع كلاسيكي ماكسول باشند، آنگاه ديگر نمي
. ن حالت يك دستگاه كوانتومي استشود كه مبي مشخصّ مي ௜ሻݍ௡ሺ߰هر ذره با تابع موج 

߰௡  ه  ܰام معادله شرودينگر براي يك دستگاه  ݊ويژه تابعچنانچه به عنوان مثال . اي است ذر
ها هيچ همپوشاني با يكديگر  هاي آن د باشند كه تابع موجكافي مقي ةعناصر به اندازهاي  الكترون

ها به دو رده تقسيم  هم كنش بسته به نوع اسپين آن نداشته باشند، آنگاه اين ذرات بدون بر
  . پردازيم ها مي كه جلوتر به آن شوند مي

تابعي  ر هم كنش به صورتكنيم تابع موج دستگاه ذرات بدون ب در اين جا هم فرض مي  
  ؛از متغيرهاي مكاني هستند
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)4-1(            ߰ ؠ ߰൫١ݍ, ,٢ݍ … ,   ௡൯ݍ
  

  ؛ر حسب تابع متغيرهاي آن بنويسيمتوانيم اين تابع موج را ب آنگاه مي
  

)4-2(       ߰൫١ݍ, ,٢ݍ … , ௡൯ݍ ൌ ߶١൫١ݍ൯߶٢൫٢ݍ൯ … ߶௡ሺݍ௡ሻ  
  

اي  ذره با تابع موج تك ذره 2݊ذره با تابع موج تك ذرة  1݊در اين نگاه تابع موج حاوي   
لين، را به ترتيب اعداد اشغال او... و 3݊ ،2݊،1݊اين اعداد . شوند و الي آخر مشخّص مي 1߶

تايي تميزپذير نباشند  ܰ ا ممكن است ذرات ام ؛هاي تك ذره گويند حالت... دومين، سومين،

,൬݊1اي از اعداد اشغال  به وسيلة مجموعه ݊ك حالت مفروض ه يآنگا ݊2, … , ݊௜൰  به طور
  :شود با امين حالت آن برابر مي ݉در اين صورت، تعداد كل ذرات در . شود كامل مشخّص مي

  
)4-3(              ∑ ݊௜௜ ൌ ܰ௠  
  

حالت را مطابق  امين݉انرژي  ௜݊باشد در تعداد ذرات  ௜ܧامين حالت تك ذره كه ݅و انرژي 
  ،دهد رابطة زير مي

)4-4(              ∑ ݊௜௜ ௜ܧ ൌ   ௠ܧ
      

به عبارت . ايم پوشي كرده به طور ضمني از اندركنش بين ذرات چشم )4-4( در رابطه  
در  .باشد مي ،مقدار انرژي هر ذره معادل مقداري كه فقط به مختصات آن بستگي دارد ،ديگر

دانيد اين  همان طور كه مي. بگيريم غير اين صورت بايد انرژي اندر كنشي ذرات را هم در نظر
هاي فيزيكي در حال بر  دهندة تمام دستگاه چون تمام ذرات تشكيل ؛يك فرض ايده آل است

خاذ كنيم و مطابق اي اتّ وليكن اين امكان وجود دارد كه گاهي شرايط ويژه ؛هستند هم كنش
در اين روش . پردازيمببه آن  ،معروف است »ميدان خود ـ سازگار«آنچه كه به روشي به نام 

توانيم هر ذره را تحت تأثير ميانگين بر هم كنش ذرات ديگر بگيريم كه در آن انرژي  مي
در  انرژي پتانسيل. داردتنها به مختصات ذره بستگي يعني،  ؛تابع مكاني استپتانسيل تنها يك 

اين وضعيت تنها در يك دستگاه منزوي ثابت . استواقع نمايانگر قدرت بر هم كنش ذرات 
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ها بر  هم كنش بين خود ذرات و يا بين ذرات با ديواره ولي با وجود بر ؛برقرار است
شود تا سرعت ذرات  گيرد كه باعث مي انرژي ذرات صورت ميهايي در ترازهاي  انگيختگي
  .گنجانيم اين قضيه را در معرّفي تابع پارش مي. تغيير كند

كنيم  حال قبل از آن كه به سراغ تابع پارش برويم به خود مكانيك آماري نگاهي گذرا مي  
كنيم كه  تومي تقسيم ميمكانيك آماري را به دو ردة كلاسيكي و كوان ،با توجه به آنچه بيان شد

ردة كلاسيكي آن در اواخر قرن نوزدهم و اوايل قرن بيستم با افرادي چون لودويگ بولتزمن 
تكامل ) 1839-1903(و ژوسيا گيبس ) 1831-1879(، جيمز كلارك ماكسول )1879-1831(

زيع قانون تو. ردة دوم، ردة كوانتومي آن با بوز، اينشتين، فرمي و ديراك مطرح شد. يافت
البتّه براي دستگاهي با تعداد ذرات بسيار زياد تميزپذير صادق است كه  ماكسول ـ بولتزمن
مكانيك آماري  باها  اين كاستيبخشي از هايي برخوردار است و  از كاستياشاره كرديم كه 
نسبت به تابع توزيع تري  هاي كامل از تابع توزيع چرا كه ؛شود بر طرف ميي كوانتومي تا حدود

  .كنيم ماكسول ـ بولتزمن استفاده مي
  
  دو نوع ذرة كوانتومي  4-1

ترين پارش يا پارش تعادلي به ما  ، محتملدر توزيع آمار كلاسيكي ماكسول ـ بولتزمن  
 پذير را با معلوم هاي مختلف در يك تراز انرژي دسترس چگونگي توزيع ذرات در بين حالت

تي در تعداد محدودي ديديم كهبه عبارت ديگر، . دهد نمودن متقارن يا نا متقارن بودن آن مي
هاي وابسته به هر حالت انرژي  هاي مختلفي كه بتوان تعدادي از ذرات را در ميان تابع موج راه

به همين منظور منشا كوانتومي دارند و  يي هستند كهها تمحدودي اما ؛شتتوزيع كرد وجود ندا
 .نماييم ميريزي  و آمار كوانتومي را بر اساس آن پيپردازيم  مي »تقارن«به مسالة اصلي ابتدا 

دو نوع آمار كوانتومي را بسته به حفظ تقارن و يا عدم تقارن ويژه توابع ذرات در  كاربراي اين 
ات موضوعيكنند ت پيدا ميهنگام تعويض ذر.  

  كه با  را دستگاهل تابع موج در حالت او ߰ሺݍ௜ሻ ه ،معرّفي شده استدر  ݇و ݅براي دو ذر
  حال اگر .گيريم نظر مي

  

)4-5(      ߰ሺݍ௜, ,௜ݍሺכ௞ሻ߰ݍ ௞ሻݍ ൌ ߰ሺݍ௞, ,௞ݍሺכ௜ሻ߰ݍ   ௜ሻݍ
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پذير فيزيكي تغيير نخواهد كرد  اندازة هيچ مشاهده ௜ݍ و ௞ݍ  باشد آنگاه با تعويض جاي ذرات 
با تعويض ذرات يك تغيير فازي داشته باشد كه در اين   ߰ هرچند ممكن است خود تابع 

  ،شود صورت به صورت رابطة زير لحاظ مي
  

            ߰ሺݍ௜, ௞ሻݍ ൌ ݁௜ఏ߰ሺݍ௞,   ௜ሻݍ
  

ها خواهيم  لي آنبه وضعيت حالت او௜ ݍ و ௞ݍ  دو بار تعويض جاي ذرات با بديهي است كه
  ؛رسيد
,௜ݍ       ௞ݍ ՜ ,௞ݍ ௜ݍ ՜ ,௜ݍ   ௞ݍ

  

  :با اين اوصاف داريم

        ߰ሺݍ௜, ௞ሻݍ ൌ ݁௜ఏ߰ሺݍ௞, ௜ሻݍ ൌ ݁2௜ఏ߰ሺݍ௜,   ௞ሻݍ
 

  :شود كه در نتيجه مي

       ݁2௜ఏ ൌ 1 ֜ ൫݁௜ఏ൯2 ൌ 1  
  و يا

 )4-6(               ݁௜ఏ ൌ േ1 
  

,௜ݍሺ߰ كنيم كه بر تابع موج  در اين جا يك عملگر تعويض را معرّفي مي    اثر  ௞ሻݍ
اين موضوع همانند توابع زوج و فرد رياضي است كه در . دهد را مي േ1كند و ويژه مقادير  مي

ݔ با تعويض علامت  ሻݔሺ݂ آن براي تابع موجي چون ՜ െافتد دو حالت زير اتفاق مي ݔ:  
  

   ݂ሺݔሻ                                          ݂تابع زوج استሺെݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ   
   ݂ሺݔሻ                                         تابع فرد  است ݂ሺെݔሻ ൌ െ݂ሺݔሻ   

  

در . فاق افتدها اتّ تواند به صورت روابط زير براي تابع موج مي )6-4( دو حالت در رابطه  
௜ఏ݁  ،كند؛ به عبارت ديگر ها با تعويض ذرات علات تابع موج تغيير مي يكي از حالت ൌ െ1 

,௜ݍሺ߰ بر قرار است و وضعيت يا  ௞ሻݍ ൌ െ߰ሺݍ௞, . براي اين رده از ذرات حاكم است ௜ሻݍ
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اين ذرات  ،طوري كه بعداً توضيح خواهيم داد گويند و همان به اين نوع ذرات، ذرات فرميون
௜ఏ݁ ها،  ا در مقابل، ذراتي هستند كه در آنام ؛كنند ديراك پيروي مي ـ از تابع توزيع فرمي ൌ 1 

,௜ݍሺ߰ وضعيت يعني،  ؛برقرارند ௞ሻݍ ൌ ߰ሺݍ௞, براي رده ديگر از ذرات برقرار است  ௜ሻݍ
اين نوع ذرات از تابع توزيع . كند كه در اين حالت تابع موج دستگاه با تعويض ذرات تغيير نمي

ها و  تفاوت بارز بين فرميون. ها را بوزون مي خوانيم آنو  كنند بوز ـ اينشتين پيروي مي
توانند  لي بنا براصل طرد پائولي تنها دو ذره مثل دو الكترون ميها در اين است كه در او بوزون

ها به هر تعدادي  در حالي كه بوزن .اي را اشغال كنند هاي مخالف يك تراز انرژي با اسپين
در هر حال در هر دو آمار كوانتومي فرض بر اين . قادرند كه حالت كوانتمي را اشغال كنند

تميزناپذير هستند و در دماهاي بالا و يا در  ها ذراتي يكسان و ها و يا بوزون فرميون است كه
قياس با تعداد ذرات، آمارهاي  پذير در هاي دسترس چگالي پايين به دليل افزايش جايگاه

  .شوند بولتزمن منجر مي ـ اينشتين به آمار كلاسيكي ماكسول  ـديراك و بوز  ـ فرمي
  

بولتزمن، بوز ـ اينشتين و فرمي ـ ديراك را بهتر  كه تفاوت سه توزيع ماكسول ـ براي آن :مثال
گيريم كه هر ذره قادر است در  است را در نظر مي ܾو ܽدر يابيم، گازي كه شامل تنها دو ذرة 
قرار گيرد؛ پرسشي كه مطرح است آن است كه به چند  يكي از سه حالت كوانتومي ممكن

برچسب  3و 2و 1كه با ( را در سه حالت ذره منفرد ܾو  ܽدو ذرة  توانيم ا ميطريق مجزّ
  ؟ هيمقرارد) خورده

  

ها به تفاوت توابع توزيع  كنيم و آنگاه با مقايسه آن هر كدام از توابع توزيع را مطرح مي :حل
  .بريم ميمطرح شده پي 

  :توزيع ماكسول بولتزمن 
 3و  2و 1 هر حالتي از حالات توانند در تعداد از ذرات مياگر ذرات تميزپذير باشند، هر   

  .اند نمايش داده شده ܾو  ܽها به وسيلة  قرار گيرند كه اشغال آن )1-4(جدول 
  
  
  
  



  چهارمفصل                                                                     152
 

٣ ٢ ١  
ab … …  
… ab … 
… … ab 
a b … 
b a … 
a … b 
b … a 

… a b 
… b a 

  بولتزمن - هاي اشغال شده با ذرات تميزپذير درمكانيك آماري كلاسيكي  تعداد حالت 1- 4جدول 
  

 و در كل به قرار گيرند 3و  2و  1 در يكي از سه حالت هستندهركدام از دو ذره قادر   
  . حالت ممكن را براي گاز كلاسيكي بولتزمن فراهم آوردند 9=  32تعداد 

  :اينشتينتوزيع بوز ـ 
ها  توانند در يكي از حالت در اين جا ذرات تميزناپذير هستند و هر تعدادي از ذرات مي  
. را در نظر گرفت ܽ توان  مي  ܾو  ܽ چون ذرات تميزناپذير هستند به جاي . گيرند قرار

) 1-4(با جدول  )2-4(از مقايسة جدول  تفاوت اين توزيع با توزيع ماكسول ـ بولتزمن
 .شود مشخّص مي

 

٣ ٢ ١ 
aa … … 
… aa … 
… … aa 
a a … 
a a … 
a … a 

  

  در مكانيك آماري بوزوني هاي اشغال شده با ذرات تميزناپذير تعداد حالت 2- 4جدول 
  

حالت سه تايي طريق وجود دارد كه در واقع مجموعي از دو  6كنيم كه  در اين جا مشاهده مي
هاي مختلف ممكن  سه راه متفاوت در قرار دادن ذرات در حالت ،به عبارت ديگر .است
  .باشد مي
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  : توزيع فرمي ـ ديراك
قادر است  در اينجا هم ذرات تميزناپذير هستند منتهي بنا به اصل طرد پائولي هر فرميون  

  .توجه كنيد )3-4( به جدول. تنها يك حالت را اشغال كند
  

٣ ٢ ١ 
a a … 
a a … 
a … a 

  
  يمكانيك آماري فرميون هاي اشغال شده با ذرات تميزناپذير در تعداد حالت 3- 4جدول 

  

سه تابع  ةاز مقايس. ها سه حالت براي ذرات وجود دارد كنيم كه براي فرميون ملاحظه مي  
هاي متفاوت براي ذرات  گيريم كه احتمال پيدا كردن دو ذره در حالت توزيع نتيجه مي

كه دو ذره در  ا احتمال آنام ؛است 3و  6،  9 ، بوزوني و فرميوني به ترتيب برابريماكسول
  .باشد مي) صفر( 0و  3، 3حالت يكساني يافت شوند به ترتيب 

  
 تابع پارش توزيع ذرات 4-2

  جلوتر خواهيم پرداخت؛ نياز است كه در اينجا بيشتر  ات تابع پارش درهرچند به جزئي
هاي آماري  ي مربوط به توزيعهاي ماكسولي، بوزوني و فرميون به تمايز بين پارش

  .ديراك بپردازيم ـ اينشتين و فرمي ، بوزـبولتزمن ـ ماكسول
∑ با توجه به رابطة آشناي توانيم ي را ميتابع پارش ماكسول ݊௜௜ ൌ ∑ و  ܰ ݊௜௜ ௜ܧ ൌ    ܧ

  :به صورت زير بنويسيم
 

     ܼ ൌ ∑ ݁
ିఉ൬௡1ா1ା௡2ா2ାڮ ൰

௜ 
  

  

 ذره ௜݊باشد، جايي كه تعداد  مي  ݅انرژيِ يك ذره در حالت ௜ܧ. اند ذرات تميزپذير فرض شده
  .ايم نظر كرده از اندر كنش بين ذرات هم صرف. اند اين حالت را اشغال كرده 
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 با استفاده از :خودآزمايي

ۄ௥݊ۃ      ൌ ∑ ௡ೝ௘
షഁቆ೙1ಶ1శ೙2ಶ2శڮ ቇ

ೝ

∑ ௘
షഁቆ೙1ಶ1శ೙2ಶ2శڮ ቇ

ೝ

 

  نشان دهيد كه

ۄ௥݊ۃ        ൌ െ
1
ఉ

డ
డாೝ

ܼ  
    

ذره  2݊، 1ذره حالت  1݊ذره حدود  ܰكنيم كه از  ملاحظه مي ،بنا به آنچه كه بيان شد  
هاي ممكن كه ذرات را بتوان در  بنابر اين تعداد راه .اند و الي آخر را اشغال كرده 2حالت 
  :روض قرارداد عبارت خواهد بود بااي مف ذره ـ هاي تك حالت

 

        
ே!

௡1!௡2!…
  

  

براي يك گاز كلاسيكي با توزيع آماري ماكسول ـ  ،قبلاً اشاره كرديمهمان طوري كه   
  ،ابع پارش را به صورت زير بنويسيمتوانيم ت مي بولتزمن

  

    ܼ ൌ ∑ ே!
௡1!௡2!…

݁
ିఉቆ௡1ா1ା௡2ா2ାڮ ቇ

௡1,௡2,…  

  و يا
  

   ܼ ൌ ∑ ே!
௡1!௡2!…

൬݁
ିఉா1൰

௡1
൬݁

ିఉா2൰
௡2

…௡1,௡2,… 

  

∑و چون  ݊௜௜ ൌ   :داريم )44- 1(اي در رابطة  برقرار است آنگاه با استفاده از بسط چند جمله  ܰ
  

 ሺܽ ൅ ܾ ൅ ڮ ൅ ሻேݎ ൌ ∑ ∑ … ∑ ே!
∏ ௡೔!ೝ

೔స1
ܽ

௡1ܾ
௡2 … ௡ೝேݎ

௥ୀ0
ே
௕ୀ0

ே
௔ୀ0  

  

 كنيم كه ملاحظه مي
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    ൬݁
ିఉா1 ൅ ݁

ିఉா2 ൅ ڮ ൅ ݁ିఉா೔൰
ே

  
  

  ൌ ∑ ∑ … ∑ ே!
௡1!௡2!…

൬݁
ିఉா1൰

௡1
൬݁

ିఉா2൰
௡2

… ൫݁ିఉா೔൯௡೔
௜21 

 

  :دستگاه حاوي گاز داريم ܰ بنابراين براي 
 

   ܼ ൌ ൬݁
ିఉா1 ൅ ݁

ିఉா2 ൅ ڮ ൅ ݁ିఉா೔൰
ே

 

  يا
ܼ݊ܮ     )4-7( ൌ ∑൫݊ܮ ܰ ݁ିఉா೔௜ ൯ 
 

  .آيد؟ بــحث كنيد به صورت رابطة زير درمي ܼ هنگام مجموع در  چه :خودآزمايي
 

       ܼ ൌ ൫∑ ݁ିఉாೞ௦ ൯ே  
  

  ،نويسيم مي) 7-4(را بر حسب تابع پارش رابطه  ۄ௥݊ۃاينك مقدار ميانگين 
 

ۄ௥݊ۃ      ൌ െ
1
ఉ

డ௅௡௭
డாೝ

ൌ െ
1
ఉ

ܰ ିఉ௘షഁಶೝ

∑ ௘షഁಶೝೝ
  

  و يا

ۄ௥݊ۃ    )4-8( ൌ ܰ ି௘ഁಶೝ

∑ ି௘ഁಶೝೝ
         ݊௥ ൌ 0, 1, 2, …  

    

ه، اين يك نتيجة كلاسيكي البتّ. است بولتزمن ـ كنيم كه همان تابع توزيع ماكسول كه ملاحظه مي 
  . باشد با توزيع بنيادي تك ذره مي

  ،نويسيم كنيم كه در اينجا هم رابطة زير را براي آن مي اكنون تابع پارش بوزوني را مطرح مي
 

        ∑ ݊௥௥ ൌ ܰ 
  و
  

    ܼ ൌ ൬݁
ିఉா1 ൅ ݁

ିఉா2 ൅ ڮ ൅ ݁ିఉா೔൰  
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كنيم  ملاحظه مي. هاي ممكن دستگاه ذرات جمع بستيم در اينجا هم بر روي تمام حالت  
 ᇱܰنباشد؛ بلكه  ܰ اگر تعداد ذرات . در دستگاه بستگي دارد ᇱܰبه تعدادكل ذرات  ܼ كه 

است  ᇱܰتابعي از ሺܰᇱሻܼ باشد كه  ميሺܰᇱሻܼ باشد، آنگاه تابع پارش متناظر با آن به صورت 
را به  ሺܰሻܼ براي درج اين تغيير سريع در تابع پارش اصلي . كند و بسيار شديد با آن تغيير مي

آن را چنين  ᇱܰا در نظر گرفتن تعداد كل ممكننشان دهيم كه ب ሺܰሻ݁ିఈேܼ صورت رابطة 
  ،نويسيم مي

    ∑ ܼሺܰᇱሻ݁ିఈேᇲ
ேᇲ ൌ ܼሺܰᇱሻ݁ିఈேᇲܰ߂ᇱ 

  

را پهناي طيف تعداد ذرات در بيشينة آن ᇱܰ߂ ، ሾ8ሿ كه بنابر محاسبات در منابع آخر كتاب
ᇱܰ߂ توجه داشته باشيم كه همواره. نماييم قلمداد مي ൏൏   معرّفي اينك با. باشد مي ܰ

  
 

      ܼ ൌ ∑ ܼሺܰᇱሻ݁ିఈேᇲ
ேᇲ 

  و يا
  

ሺܰሻܼ݊ܮ      ൌ െܰߙ ൅  ሺܰᇱሻܼ݊ܮ
  
  

  .رسيم مي  ܼ به تابع پارش بزرگ ሺΔܰᇱሻ݊ܮ پوشي از  و چشم
را فعلاً  ሺܰᇱሻكنيم و براي اين راحتي  را حساب مي ሺܰᇱሻ݊ܮبدين ترتيب در زير رابطة   
  نويسيم، به صورت زير مي تابع پارش راابتدا دوباره . نويسيم نمي

  

 

    ܼ ൌ ∑ ݁
ିఉ൬௡1ா1ା௡2ா2ାڮ ൰

݁
ିఈ൬௡1ା௡2ାڮ ൰

 
  بنابراين 

    ܼ ൌ ∑ ݁
ି൬ఈାఉா1൰௡1ି൬ఈାఉா2൰௡2ିڮ

௡1,௡2,… 

     

  ൌ ൭∑ ݁
ିቆఈାఉா1ቇ௡1ஶ

௡1ୀ0 ൱ ൭∑ ݁
ିቆఈାఉா2ቇ௡2ஶ

௡2ୀ0 ൱ …  
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  :كه از آنجا داريم

    ܼ ൌ

ۉ

ۇ 1

1ି௘
ష൭ഀశഁಶ1൱

ی

ۊ

ۉ

ۇ 1

1ି௘
ష൭ഀశഁಶ2൱

ی

ۊ …  

  يا و
  

ሺܰᇱሻܼ݊ܮ     ൌ െ ∑ ݊ܮ ቀ1 െ ݁ିሺఈାఉா೔ሻቁ௜  
  

  در بالا را پيدا نماييم؛ ሺܰሻܼ݊ܮتوانيم  را به دست آورديم مي ሺܰᇱሻܼ݊ܮحال كه 
  

 

ሺܰሻܼ݊ܮ    ൌ ܰߙ െ ∑ ݊ܮ ቀ1 െ ݁ିሺఈାఉா೔ሻቁ௜  
  

 ሺܰᇱሻ ݁ିఈேܼ݊ܮ بيشينة يافتن ه را با توجه ب ߙتوجه به رابطة زير كميت  با :خودآزمايي 
ܰدر  ൌ ܰᇱ مطابق  

 

   
డ

డேᇲ ሾܼ݊ܮሺܰᇱሻ െ ᇱሿܰߙ ൌ డ௅௡௓ሺேሻ
డே

െ ߙ ൌ 0 
  

  ،به صورت رابطة زير بيابيد
     ቀܰ ൅ డ௅௡௓ሺேሻ

డఈ
ቁ డఈ

డே
ൌ 0  

  
  ،گيريم در نظر مي ارابطة جديد زير ر ،با آنچه كه بيان نموديم

  

      ∑
1

௘ഀశഁಶ೔ି1 ൌ ܰ௜ 

 

ۄ௥݊ۃ   ൌ െ
1
ఉ

డ௅௡௓
డாೝ

ൌ െ
1
ఉ

൤െ ఉ௘షሺഀశഁಶೝሻ

1ି௘షሺഀశഁಶೝሻ ൅ డ௅௡௓ሺேሻ
డఈ

డఈ
డாೝ

൨ 
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  : نجاآو از 

ۄ௥݊ۃ             )4-9( ൌ
1

௘ഀశഁಶೝି1 

  

  نشان دهيد كه :خودآزمايي 
ߤ             ൌ డி

డே
ൌ െܭ஻ܶߙ  

  و يا
ߙ             ൌ െ ఓ

௄ಳ்
ൌ െߤߚ  

  

حضور پتانسيل  ،شود متغير بودن تعداد ذرات مطرح مي موضوع جا كه معلوم شد كه هر
  .كنيم را مشاهده مي ሻߤሺي شيمياي
ها مطرح  وقتي فوتون. ها هستند كنيم كه فوتون اينك به يك نمونة بوزوني اشاره مي  
آن مستقل از ܼتابع پارش ،ندارندها  تي در اشغال جايگاهبه دليل آن كه هيچ محدودي ،شوند مي

డிدر اين حالت  ،يعني ؛خواهد بود ܰ تعداد 
డே

ൌ ߙ كه منجر به  0 ൌ   . گردد مي 0
، خوردار است تي بري به دليل اصل طرد پائولي از محدوديدر حالي كه تابع پارش فرميون  

ها  براي بوزون ௜݊به دليل آن كه تعداد  .دهند ها را نشان مي ها و فرميون كه تفاوت بارز بوزون
 1يا  0توانيم دو حالت  تنها مي ،حالتيبراي هردر حالي كه براي فرميون  است 1، 2، 3و ... برابر

  ،رسيم به رابطة پارش زير ميرا در نظر بگيريم كه 
  

   ܼ ൌ ∑ ݁
ିఉቆ௡1ா1ା௡2ா2ାڮ ቇ

݁
ିఈቆ௡1ା௡2ାڮ ቇ

௡1,௡2,… 

  

  ൌ ൭∑ ݁
ିቆఈାఉா1ቇ௡11

௡1ୀ0 ൱ ൭∑ ݁
ିቆఈାఉா2ቇ௡21

௡2ୀ0 ൱ …  

  و يا

   ܼ ൌ ൭1 ൅ ݁
ିቆఈାఉா1ቇ

൱ ൭1 ൅ ݁
ିቆఈାఉா2ቇ

൱ …  
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ܼ݊ܮ      ൌ ∑ ݊ܮ ቀ1 ൅ ݁ିሺఈାఉா೔ሻቁ௜  
  كه

ܼ݊ܮ     ൌ ܰߙ ൅ ∑ ݊ܮ ቀ1 ൅ ݁ିሺఈାఉா೔ሻቁ௜  
  

رسيم كه ديگري مي و در نتيجه به رابطة مهم:  
  

ۄ௥݊ۃ           )4-10( ൌ
1

1ା௘ഀశഁಶೝ
  

  

  .ديراك است ـ اين همان تابع توزيع فرمي
هاي متفاوتي براي سه نوع توزيع ماكسولي،  تابع توزيع ،همان طوري كه پيشتر اشاره شد  
 هاي مطابق جدول ۄ௥݊ۃو   ܼ݊ܮ كه با نوشتن تابع پارش ي وجود دارندـي و فرميونـبوزون

  .پي ببريم ها با يكديگر آن به تفاوتتوانيم  مي) 5-4(و ) 4-4(
  

  توزيع
࢔ࡸࡺ  ∑  ࢏࢏ࡱࢼିࢋ  

௘షഁಶೝ

∑ ௘షഁಶ೔೔
     بولتزمن -ماكسول

 െ ∑ ൫١࢔ࡸ െ  ࢏൯࢏ࡱࢼିࢻିࢋ  
١

௘ഀశഁಶ೔ି١
    انيشتين -بوز

 ∑ ൫١࢔ࡸ ൅  ࢏൯࢏ࡱࢼିࢻିࢋ  
١

௘ഀశഁಶ೔ା١
   ديراك -فرمي

  
  سه نوع تابع توزيع آماري بدون در نظر گرفتن مرتبة تبهگني) 4 ـ 4(جدول 

  

بايد مرتبة  ،ذره مطرح شود ௜݊با  ௜ܧنزديك به انرژي  ௜݃حال چنانچه سطح انرژي   
آنچه در در آن صورت، تعداد ذرات و يا تابع توزيع به صورت  ،را به حساب آوريم ௜݃تبهگني 
  ؛آيد در مي ،آمده است )5- 4(جدول 

     



  چهارمصل 
 

 )1-4(كل 
ر متفاوتي 

 
ر حسب 

 -1و  1و 

فص                    

࢏࢔   ൌ  

 ݊௜ ൌ  

 ݊௜ ൌ  

  تبة تبهگني

ي در شكفرميون
்ش يافته 

்಴
رفتار 

بر) چگالي يكسان

  ،ويسيم

و 0ترتيب برابر 

                     

ൌ ࢏ࢍ
࢏ࡱࢼశࢻࢋ

௚೔
௘ഀశഁಶ೔ି1

௚೔
௘ഀశഁಶ೔ା1

ر نظر گرفتن مرت

ي، بوزوني و ف
سب دماي كاهش

  .ريح كنيد

در چ( و كلاسيك 
்

்
 .  

ر بنوك رابطة زي
௚೔
௡೔

൅  

به ت ديراك -مي
  :م

                      

توزيع آماري با د

يكسان ماكسولي
د انرژي بر حسب
ن تفاوت را تشر

، فرمي ـ ديراك
்ي كاهش يافته

்಴

را در قالب يك لا

ߛ ൌ ݁ఈାఉா

 ـ اينشتين، فرم
 رقيق شده داريم

    

  بولتزمن -ل

  نيشتين

  ديراك -

سه نوع تابع ت) 5

هاي با چگالي ي
شود ملاحظه مي

ت اينعلّ. دهد ي

بوز ـ اينشتين،ي
دماي

بالا توزيع آماري

  ா೔

، بوز ـ بولتزمن
هاي مام دستگاه

ماكسولع توزيع

ان - بوزع توزيع

-فرميع توزيع

5 ـ 4(جدول 

نمودار گازه :ي
 شده است كه م
ه توزيع نشان مي

انرژي گازهاي) 1- 

سه تابع تتوانيم

   

ماكسولي آمار
ز طرف براي تم

160

تابع

تابع

تابع
  

 
خودآزمايي
نشان داده
را براي سه

-4(شكل 

  

ت كل ميدر 
 

 
  

براي ߛ كه 
از. باشد مي
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رسند  ي به يك نتيجه يكسان ميبنابراين در دماي بالا سه آمار ماكسولي، بوزوني و فرميون   
  . دهند در حالي كه در دما هاي پايين رفتار متفاوتي را نشان مي

  

همانند خودآزمايي بالا، نمودار آنتروپي بر حسب دماي كاهش يافته براي سه  :ييخودآزما 
  .كنيد تفسير هاي آن رادر نظر بگيريد و نمودار )2- 4(مطابق شكل  توزيع

  

  
ࡿ(انتروپي) 2- 4(شكل  ࢀيافتهحسب دماي كاهش بر ) ⁄ࡾ ⁄࡯ࢀ گازهاي بوز ـ اينشتين، فرمي ـ  براي) (

  .ديراك و كلاسيك در چگالي يكسان
  
  ديراك ـ تابع توزيع فرمي 4-3

 هستند گاز كه متفاوت از رفتار ذرات گازهاي كلاسيكي يك رفتار ذرات به در اينجا  
حاكم است و به افتخار كاشفان ي فرميونپردازيم كه اصل طرد پائولي در رفتار نوع ذرات  مي

ي كه از ياز جمله گازها. آن، تابع توزيع حاكم بر اين ذرات را تابع توزيع فرمي ـ ديراك ميناميم

௘ܪهاي  گاز متشكل از اتم ،كنند پيروي مي اكدير ـ آمار فرمي
3

با . باشند و يا گاز الكترون مي 
ه به اصل طرد پائولي به هر تك ذردهيم و آنگاه مقدار كل  ك حالت كوانتومي نسبت ميه يتوج
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توان تعدادي ذره  مي ܧدر هر سطح انرژي . آورديم هاي ماناي چنين گازي را به دست مي حالت
ذره  ௜݊بندي كنيم در نتيجه  كوانتومي را بر اساس آن دسته را در نظر بگيريم و ترازهاي انرژي

  . گيرند به صورت زير در هر سطح انرژي با انرژي متفاوت از سطوح انرژي ديگر جاي مي
  1ܧتراز  انرژي  با  انرژي   1݃ذر ه در  1݊
  2ܧتراز  انرژي  با  انرژي   2݃ذر ه در  2݊

....                ...                    ...  
݊௜  ݃ذر ه در௜   ܧتراز انرژي  با  انرژي௜  

توانيم به ازاي هر  زيرا در غير اين صورت نمي ؛تر است بزرگ ௜݊از ௜݃ه در اينجا البتّ  
ميكرو  كلِّّ تعداد ،با توجه به مطالبي كه تا حال بيان شد. حالت بيش از يك ذره داشته باشيم

  .هاست هاي همة دسته هاي دستگاه برابر با حاصل ضرب تعداد حالت حالت
  

ߗ            )11 -4( ൌ ∏ ቀ
݃௜
݊௜

ቁ௜ 
  

  آوريم كه تابع توزيع را به دست مي )109-1(و ) 108-1(هاي  با استفاده از شرايط در رابطه
 

ߗ݊ܮ݀     ൅ ߙ ∑ ݀݊௜௜ ൅ ߚ ∑ ௜݀݊௜௜ܧ ൌ 0  
  

 ݀ሾ݊ܮ ௜݃! െ !௜݊݊ܮ െ ሺ݃௜݊ܮ െ ݊௜ሻ!ሿ ൅ ߙ ∑ ݀݊௜௜ ൅ ߚ ∑ ௜݀݊௜௜ܧ ൌ 0  
  

  ادامة محاسبات بالا نشان دهيد كهبا  :خودآزمايي
  

)4- 12(            ௡೔
௚೔

ൌ
1

1ା௘ഁ൫ಶ೔షഋ൯ 

    
ها،  است كه براي دستگاه شامل ذراتي نظير الكترون ديراك ـ فرمياين رابطة تابع توزيع   

هاي فرد  بي كه شامل تعداد پروتون، نوترون و الكترونركّها و نيز ذرات م ها، نوترون پروتون
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௘ܪمثل(هستند 
3

بايد ترازهاي ) اينشتين - و تابع توزيع بوز(اين تابع توزيع در . رود كار ميه ب) 
همان ترازهاي كوانتومي  ،هاي در جعبه اين ترازهاي انرژي در مورد ذره. انرژي را مشخّص كرد

هر تراز انرژي . شوند در اينجا ترازها تا يك تراز انرژي به نام تراز فرمي پر مي. باشند ذره مي
از انرژي تراز فرمي  ஻ܶܭاگر. خصوصي قرار گيرده در اختيار ذره ب  ஻ܶܭتواند از صفر تا مي

افزايش دما به منزلة . تعداد ترازهاي انرژي بيشتري در اختيار ذره خواهد بود ،بيشتر باشد
آنگاه با فرض ثابت بودن  ،متناسب است ఉሺாିఓሻି݁با   ݊ولي چون  ؛است ߚكاهش 

ܧ  െ   . است ݊به معني افزايش  ߚ كنيم كه كاهش ملاحظه مي  ݃ و  ߤ
ترين ترازهاي مجاز انرژي  كنند كه ابتدا پايين اي رفتار مي ها به گونه در واقع فرميون  

آنگاه به همين شكل پيش  ،اين حالت كمترين مقدار انرژي را داريم شوند كه در جنبشي پر مي
چون اصل طرد پائولي . رسند مي ،باشد  روند تا به بالاترين تراز انرژي كه تراز انرژي فرمي مي

ாಷلذا تا  ؛شمارد هاي مخالف را مجاز مي اشغال هر تراز انرژي با دو فرميون با اسپين
تراز پر  2

به  كه در صفر مطلق دقيقاً از طرف ديگر به دليل آن. تراز انرژي فرمي است ிܧگردد كه  مي
ߗها برابر  آنگاه تعداد ميكرو حالت ،سطح كوانتومي يك ذره را داريم ܰازاي هر يك از  ൌ 1 

1݊ܮگردد و از آنجايي كه  مي ൌ   . شود در صفر مطلق، آنتروپي دستگاه صفر مي ،است 0
஻ܶܭ شرايط  فاقاتي كه بامورد اتّدر حال كه    ا مطالبي را بيان گرفت صورت ிܧ

஻ܶܭبه وضعيتي با شرايط كرديم  ب هم نياز است كه بپردازيم؛ چرا كه شاهد رفتاري   ிܧ
஻ܶܭ متفاوت با آنچه كه در هنگام برقراري  ا انتظار  در اين وضعيت. حاكم بود، هستيم ிܧ

ترين  ذرات واقع در پايينچرا كه  ؛داريم كه به ازاي يك تراز كوانتومي تنها يك ذره داشته باشيم
بر . گيرند ترازهاي انرژي نسبت به ترازهاي بالاتر بسيار كم تحت تأثير انرژي گرمايي قرار مي

همة  كنند و تمام ذرات به يك اندازه گرما كسب ميدر آن  خلاف ترموديناميك كلاسيكي كه
ترازهاي ذرات موجود در  در اينجا تنها .در انرژي دروني و گرمايي ويژه سهيم هستندها  آن

توانند با گرفتن انرژي گرمايي به ترازهاي خالي بالاي سطح فرمي  مي مجاور تراز سطح فرمي
 ܰاي ها بر و در نتيجه تعداد ميكرو حالتمنتقل شوند و در فرآيند گرماي ويژه شركت كنند 

ܰ ذره با كسر انرژي تقريباً ௄ಳ்
ாಷ

هر  ،به عبارت ديگر .در انرژي دروني سهم خواهند داشت 
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تواند برانگيخته شود و انرژي گرمايي برابر انرژي تعداد  مي ஻ܶܭذره با انرژيي به اندازه انرژي 
  :انرژي دروني برابر است باكه در اين صورت  كسب نمايند ஻ܶܭها در انرژي ميكروحالت

  

)4-13(            ܷ ؆ ܰ ቀ௄ಳ்
ாಷ

ቁ  ஻ܶܭ
  

  آيد ميو از آنجا گرماي ويژه به دست  
  

௏ܥ          )4-14( ൌ ቀడ௎
డ்

ቁ
௏

ൎ ஻ܭ2ܰ ቀ௄ಳ்
ாಷ

ቁ ܶ  
  

 ؛متناسب است ܶبنابراين در دماهاي پايين، گرماي ويژه در حجم ثابت به طور خطي با دماي 
  ؛يعني

௏ܥ               )4-15( ൌ  ܶߙ

  
ها بايد اصل طرد پائولي را در نظر  كنيم كه همواره در بحث مربوط به فرميون كيد ميأت  

௘ܪ  هاي به عنوان نمونه، اتم. داشته باشيم
3

گيريم كه اسپين  را در نظر مي
1
دارند و از توزيع  2

توانيم از بر هم كنش ضعيف  مياي از دما  آنگاه در گستره .كنند ديراك پيروي مي - آماري فرمي 
ها را  آن توانيم پوشي كنيم؛ ولي در حالت واقعي نمي ها به دليل اصل طرد پائولي چشم اتم

به هر حال بر هم كنشي هر چند ضعيف در بين بگيريم؛ چرا كه  همانند ذرات آزاد در نظر
اين . ع را بحث نماييمها بايد موضوع هليوم ماي ذرات وجود دارد كه براي بررسي اين اندركنش

هاي ممكن اعداد كوانتومي متناظر با يك تراز انرژي مشخّص  ها نيز به نوعي با آرايش تابع موج

 موضوع ديگر مربوط به ذراتي با اسپين. شوند مي
1
گردد كه  در غياب نيروهاي مغناطيسي برمي 2

مغناطيسي آن  گشتاوركه (توانند در حالت انرژي با اسپين بالا و يا با اسپين پايين  مي

݉௦ ൌ േ
1
௜݃قرار گيرند و به همين دليل در آن ) است 2 ൌ  ،به عبارت ديگر. باشد مي  2
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ܮ2چون مرتبة تبهگني برابر ൅ برابر  ݃است، تبهگني ) تكانه زاويه ايي است ܮ( 1
2 ቀ2ܮ ൅ 1ቁ  شود مي.  

  ،شود با معادلة لاندو زير داده مي ݃ي براي اتم آزاد، ضزيب ه در حالت كلّالبتّ
  

      ݃ ൌ 1 ൅
௃ቀ௃ା1ቁାௌቀௌା1ቁି௅ቀ௅ା1ቁ

2௃ቀ௃ା1ቁ
  

  

ها را  ني از اتم، مطابق قاعدة هوند اربيتالهاي موجود در پوستة معي الكترونعلاوه بر آن،   
  .اي مداري كل مجموع تكانه زاويه مداري و اسپيني است دانيم كه تكانه زاويه كنند و مي پر مي

  

  .قواعد هوند را بنويسيد :خودآزمايي
  
    گاز الكتروني  4-4

 ةبراي فهم نظري. ات مطرح كردة گاز الكتروني را براي فلزّلين كسي بود كه نظرياو ،درود  
ست به اتم قدري سه ب آن دانيم الكترون لايه آخر گيريم كه مي ي را در نظر ميدرود، سديم فلزّ

ها  هاي سديم را همانند گازي از الكترون اي از اتم مجموعه توانيم سديم وابسته است كه مي
شبكه صرف نظر  ‐ ها و الكترون در اينجا از هر نوع اندر كنشي در بين الكترون. فرض كنيم

از اصل طرد پائولي پيروي  داراي اسپين نيمه صحيح هستند و ،ها گفتيم كه الكترون .كنيم مي
اينجا . كنيم از هنگرد بندادي بزرگ استفاده مي ،كند تغيير مياز آنجايي كه تعداد ذرات . كنند مي

انرژي آن تابعي از دو متغير  كند كه را بازي مي ሻܧሺ݃ هر تراز نقش زير دستگاهي با تبهگن
  گاه حاوي گاز الكتروني است؛ يعني؛تعداد و حجم دست

  

௃ܧ       ൌ ,ሺܰܧ ܸሻ  
  

كار ه هاي كوانتومي ذره ب را براي حالت ௃ܧ واست اي  ذره ܰدستگاه  يكهاي  حالتكه انرژي 
براي تعيين انرژي . ذره پرشده است ௃ܰ دهد كه با تعداد بريم كه انرژي ترازي را نشان مي مي
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,ߚهاي  محدوديت هرچند را به دست آوريم دستگاه تابع پارشتوانيم  مي ,ߤ را ها  بر فرميون ܰ
  .داشته باشيمكه بايد مد نظر 

همان . كنيم يك تراز انرژي را داريم فرض مي. دهيم مرتبة تبهگني را توضيح ميابتدا   
 رد،تواند به دو صورت در اين تراز قرار گي مي طوري كه گفتيم به دليل آن كه الكترون

݃ሺܧሻ ൌ خواهيم ك وضعيت را ه يآنگا ،در حالي كه اگر دو الكترون داشته باشيم. است 2
ሻܧሺ݃و  داشت ൌ ሻܧሺ݃ برابرباشد، به طبع  دستگاه خالي چنانچهو بوده  1 ൌ . است 0
  كنيم، صورت رابطة زير بازنويسي ميرا تحت شرايط بالا به  )142-2(رابطة 

  

)4-16(      ܼሺܧሻ ൌ ∑ ݃൫ܧ௜,௝൯݁
ିఉቆா೔,ೕିఓ1ே1ቇ

௜,௝  
  

  . كنيم را بيان مي ቂ2ቃ تر شدن موضوع مثالي از براي روشن
  

  ،اتي با مشخّصات زير داده شده استدستگاه ذر :مثال
  

ܧ   ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ اگر دستگاه خالي باشد                                    0

اگر دستگاه با يك ذره اشغال شود                     ܧ

 اگر دستگاه با دو ذره اشغال شود                      ܧ2

  

  

  ،نويسيم زيرمياي بالا را به صورت ه تبهگني حالت ةمرتب
  

ܧ   ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
اگر دستگاه خالي باشد                                     1ۓ

اگر دستگاه با يك ذره اشغال شود                      2

 اگر دستگاه با دو ذره اشغال شود                       1

 

  

  .را به دست آوريد  ܧتابع پارش اين دستگاه را بيابيد و از آنجا تعداد ذرات با انرژي 
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  كنيم كه استفاده مي )16-4(از رابطه  :لح
 

    ܼሺܧሻ ൌ ∑ ݃൫ܧ௜,௝൯݁
ିఉቆா೔,ೕିఓ1ே1ቇ2

௜,௝ୀ0  
  و از آنجا

    ܼሺܧሻ ൌ 1 ൅ 2݁ିఉሺாିఓሻ ൅ ݁ି2ఉሺாିఓሻ  
  و يا

)4-17(  

     ܼሺܧሻ ൌ ቀ1 ൅ 2݁ିఉሺாିఓሻቁ
2

 

 

     ܼሺܧሻ ൌ ቀ1 ൅ 2݁ିఉሺாିఓሻቁ
௚ሺாሻ

  
      

  آنگاه   ،كار بريمه را ب 3در فصل حال اگر تابع گريزندگي 
  

)4-18(          ܼ ൌ ቀ1 ൅ ఉாቁିߣ
௚ሺாሻ

  
  

  ،كنيم را بازنويسي مي )16-4(رابطة 
)4-19( 

 ܼሺܧሻ ൌ ∑ ݃൫ܧ௜,௝൯݁ିఉఓ೔ே೔݁ିఉா೔,ೕ௜,௝ ൌ ∑ ݃൫ܧ௜,௝൯ߣ௜
ே೔݁ିఉா೔,ೕ௜,௝   

  

  ،كنيم تر مي را به صورت زير ساده )19-4(با فرض احتمال يكسان ذاتي براي ذرات رابطة 
  

)4-20(    ܼሺܸ, ܶ, ሻߤ ൌ ∑ ∑ ሼ݊, ݇ሽ ∏ ൫ି݁ߣఉாೖ൯௡ೖ
௞௞

ஶ
௡ୀ0 

  

  .را تحقيق كنيد )20-4(درستي رابطة  :خودآزمايي 
  

 :را به صورت رابطة زير هم بنويسيم )20-4( توانيم رابطة همچنين مي
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    ܼሺܸ, ܶ, ሻߤ ൌ ∏ ∑ ൫ି݁ߣఉாೖ൯௡ೖ௡ೖ ೘ೌೣ
௡ೖୀ0௞ 

  

در نظر بگيريم،  ௞݊توانيم تنها دو مقدار صفر يا يك را براي  ها مي از آنجايي كه براي فرميون
  :در نتيجه داريم

  

 ∑ ൫ି݁ߣఉாೖ൯௡ೖ1
௡ೖୀ0 ൌ ൫ି݁ߣఉாೖ൯0 ൅ ൫ି݁ߣఉாೖ൯1 ൌ 1 ൅   ఉாೖି݁ߣ

  

  ،آيد ها به صورت زير در مي و در نتيجه تابع پارش فرميون
  

)4-21(          ܼி஽ ൌ ∏ 1 ൅   ఉாೖ௞ି݁ߣ
  

݅݉ݎ݁ܨ لهاي او همان حرف ܦܨكه  െ   . دهد را نشان مي ܿܽݎ݅ܦ
  

  .رسيد به چه نتايجي مي )17-4(و ) 21- 4(از مقايسة روابط  :آزمايي خود
  .به دست آوريد )124-3(رابطة بر اساس را  ܧحال تعداد ذرات با انرژي 

  

ۄܰۃ      ൌ ݊ሺܧሻ ൌ ஻ܭ
డ

డఓ
ሺܼܶ݊ܮሻ்,௏  

  

  :داريم )21-4(و از رابطة 
  

ி஽ܼ݊ܮ    ൌ ݊ܮ ∏ ൫ି݁ߣఉாೖ൯௞ ൌ ∑   ఉாೖ൯௞ି݁ߣ൫݊ܮ
   

 

   
డ

డఓ
ி஽ܼ݊ܮ ൌ

∑ ങ
ങഋቀ1ାఒ௘షഁಶೖቁೖ

∑ ቀ1ାఒ௘షഁಶೖቁೖ
ൌ

∑ ௘షഁಶೖ ങഊ
ങഋೖ

∑ ቀ1ାఒ௘షഁಶೖቁೖ
  

  

  از روابط بالا نشان دهيد كه  :خودآزمايي
  

)4-22(            ݊ሺܧሻ ൌ ௚ሺாሻ

ቀ1ା௘షഁሺಶషഋሻቁ
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  : و از آنجا مقدار ميانگين انرژي را به صورت زير به دست آوريد
  

ۄ௧ܧۃ          )4-23( ൌ ۄܧۃܰ ൌ ∑   ௞௞ܧۄ௞݊ۃ
  و يا          

ۄ௧ܧۃ            )4-24( ൌ ∑ ఒாೖ௘షഁಶೖ

1ାఒ௘షഁಶೖ௞  
  

ها در يك نوار رسانش را به صورت يك طيف  توانيم طيف انرژي الكترون بنابراين مي   
را به جاي مقدار  ܧሻ݀ܧሺ݃توانيم  هاي ايده آل مي كه براي گاز فرميونپيوسته در نظر بگيريم 

ܧو  ܧهاي با انرژي در گسترة  كار ببريم و تعداد الكترونه ب ௜݃گسسته  ൅ را به صورت  ܧ݀
  :زير بنويسيم

  

)4-25(              ݀݊ ൌ ௚ሺாሻௗா
1ା௘ഁሺಶషഋሻ  

  

ௗ௡كه  كنيم ملاحظه مي )129- 2(حال با استفاده از رابطة 
ௗா

  :بر حسب انرژي برابر است با 
  

      ݃ሺܧሻ ൌ ௏

4గ2 ൬
2௠

԰2 ൰
3 2ൗ

1ܧ 2ൗ   ܧ݀

  كه

)4-26(          ௗ௡
ௗா

ൌ
8గ௏൬2௠3൰

1 2ൗ

௛3
ா1 2ൗ

1ା௘ഁሺಶషഋሻ  
  

كه تأثير  دهد هاي ـ آزاد را مي ها ـ الكترون چگونگي توزيع انرژي فرميون )26-4(رابطة   
ܶدر . نشان داده شده است) 3-4(دما را بر تابع توزيع مزبور در شكل  ՜ دو حالت براي  0

ௗ௡
ௗா

  .افتد فاق مياتّ 
  

ܧبه ازاي   ൐    ߤ
     ݈݅݉ఉ՜ஶ ቀ1 ൅ ݁ఉሺாିఓሻቁ ؆ ݁ஶ ՜ 0  
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  كه از آنجا

)4-27(          ௗ௡
ௗா

ן 1ܧ 2ൗ ݁ିఉሺாିఓሻ ՜ 0  
  

ܧو به ازاي  ൏   ߤ
          1 ൅ ݁ఉሺாିఓሻ ؆ 1 ൅ ݁ିஶ ൎ 1  

  ،در نتيجه

)4- 28(              ௗ௡
ௗா

ן 1ܧ 2ൗ  
  

  .آن را نشان داديم )3-4( باشد و در شكل مي ிܧهمان انرژي تراز فرمي  ߤكه در اين روابط 
  

  
  ها در سه دما توزيع انرژي يك سيستم از فرميون) 3- 4(شكل

  
  .را تفسير كنيد )3-4(نمودارهاي شكل  :خودآزمايي

  
  گاز فوتون  5 -4

هاي دستگاه  بندي ميكروحالت توانيم با يافتن و رده ترموديناميكي را مي خواص ةيكلّ  
بيشتر به كمك تابع موج حالت يك دستگاه كوانتومي به اين امر  ،استخراج كرد كه در اين فصل

ذراتي  كه ذرات كوانتومي به دليل آن. ام است ݅ ويژه حالت ௜ሺ݃௜ሻ߰ تابع موج. پردازيم مي
شوند و چگونگي  پر مي ሼ݊௜ሽاشغال  با مجموعة كامل اعداد ݅ك حالت ه يآنگا ،تميزناپذيرند

همان كوانتاي  ،فوتون. آيد اشغال و يا اعداد اشغال با احتساب يك گاز فوتوني به دست مي
 آن ميدان الكترومغناطيسي است و مطابق قوانين كوانتومي در ميدان الكترومغناطيسي، هاميلتوني
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كه انرژي آن بگيريم هماهنگ با بسامد معلوم هاي مجموع هاميلتوني نوسانگر برابر توانيم را مي

݊԰߱ )دماي صفر آن  ةكه انرژي نقط 
1
2 ԰߱ با ) گيريم را فعلاً سطح صفر انرژي مي

݊ ൌ 0, 1, 2, توان آن را يك ذره  مي ،از آن جايي كه فوتون داراي اسپين يك است. است …
 ԰߱اي  ها در حالت كوانتومي با انرژي تك ذره تعداد فوتون ݊بوزوني در نظر گرفت كه 

آن را به صورت رابطة تابع پارش  و كنيم مياز تابع پارش هنگرد بندادي فعلاً استفاده . باشد مي
  ،نويسيم مي زير

)4-29(      ܼ ൌ ݁
ିఉቆ௡1ா1ା௡2ா2ାڮ ቇ

ൌ ∑ ݁ିఉ௡ೞாೞఉ
௡ೞୀ0  

  كه  
௜ܧ              )4-30( ൌ ԰߱௜  
  

  :داريم ،بر حسب عدد اشغال بنويسيمبخواهيم تابع پارش را  حال اگر
  

       ܼ ൌ ∑ ݁ିఉாೝ௥  
  

  ،مهم بنويسيزير توانيم به صورت حاصل ضربي  را مي )29-4(از طرف ديگر رابطة 
  
)4-31(          ܼ ൌ ∏ ∑ ݁ିఉ௡ೞாೞஶ

௡ೞ௦  
  

  :فوتوني عبارت است ازو از آنجا تابع پارش گاز 
  

)4-32(            ܼ ൌ
1

1ି௘షഁಶೞ
  

توانند خلق  ها به صورت انفرادي مي اي كه نبايد از آن غافل شد اين است كه فوتون نكته  
طوري كه در روش مضارب لاگرانژجملة ه ب .باشد ها پايسته نمي تعداد آن ،يعني ؛يا نابود شوند

. گيريم و به عبارتي پتانسيل شيميايي صفر است ها را در نظر نمي مرتبط با تعداد كل فوتون
دانيم كه  مي. باشد ها مي علاوه بر آن دليل بوزون ناميدن فوتون ناشي از اسپين صحيح فوتون



  چهارمفصل                                                                     172
 

ره اي ساعتگرد و پاد ساعتگرد هاي قطبش داي فوتون داراي دو حالت اسپيني متناظر با حالت
  .باشد مي

آنگاه چون اين  ،هاي ديوارة جعبه در نظر بگيريم ها در تعادل گرمايي با اتم حال اگر فوتون  
دستگاه همانند يك كاواك جسم  ،ها را گسيل كنند و يا در آشامند هاي ديواره قادرند فوتون اتم

در خودش جاي دهد و همان موضوع تواند فوتوني را  اين كاواك مي. كند سياه عمل مي
  .را باعث شوند» تابش جسم سياه«معروف كوانتومي 

گرديم كه در  برمي ۄ௥݊ۃ ،يعني ؛ام ݎ اينك دوباره به ميانگين عدد اشغال به ازاي حالت  
  ،نويسيم ادي به صورت رابطة زير ميهنگرد بند

  

ۄ௥݊ۃ        ൌ ∑ ௡ೞ௘షഁಶ೔೔
∑ ௘షഁಶ೔೔

  
  و يا 

ۄ௥݊ۃ     ൌ
1
௓

∑ ݊௦݁
ିఉቆ௡1ா1,௡2ா2,… ቇ

௡1,௡2,… 

  

   ൌ െ
1
௓

డ
డሺఉாೞሻ

∑ ݁
ିఉቆ௡1ா1,௡2ா2,… ቇ

௡1,௡2,… ൌ െ డ௅௡௓
డሺఉாೞሻ  

   از آنجا
  

ۄ௥݊ۃ    )4-33( ൌ െ డ
డሺఉாೞሻ

∑ െ݊ܮ ቀ1 െ ݁ିఉா೔ቁ௥ ൌ ௘షഁಶ೔

1ି௘షഁಶ೔
   

  

  ،دهد عدم حضور پتانسيل شيميايي ميكه توزيع پلانك را در  
  

ۄ௥݊ۃ            )4-34( ൌ
1

௘ഁಶೝି1  
  

توانيم ميانگين تعداد  مي. آورديم به دست مي )34-4(بدين ترتيب ميانگين عدد اشغال را در 
  ،را چنين بنويسيمها  فوتون
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)4-35(            ܰ ൌ 2 ∑   ௥ۄ௥݊ۃ
  

ها را به  توان آن با فرض اينكه ترازهاي انرژي به قدري به هم نزديك هستند كه مي  
را مطابق با  2ت و همين طور به دليل آن كه تبهگنيانرژي در نظر گرف ارصورت ترازهاي پيوست

 دستگاه فوتوني تعداد ܸآنگاه در يك حجم  ،دو قطبش چپگرد وراستگرد مستقل فوتون داريم
  .به صورت زير به دست آوريم را ሺ݊ሻها  توانيم چگالي فوتون فوتون مي ܰ
  

)4-36(            ܰ ൌ 2ܸ ׬
4గ௞2ௗ௞

௘ഁ԰಴ೖି1  
  

  : ت دوبروي داريمليكه بنا به اصل مكم از آنجايي
   
)4-37(            ܲ ൌ ԰݇ ൌ ா

௖
  

   كه
)4-38(              ݇ ൌ ఠ

௖
  

  و يا 
       ݇ ൌ ԰ఠ

԰௖
ൌ ா

԰௖
  

  

  :ها عبارت خواهد بود با چگالي فوتون
  

 )4-39(    ݊ ൌ
2

ቀ2గቁ
3 ׬ ݀݇ 

4గ௞2

௘ഁ԰಴ೖି1
ஶ

0 ൌ
1

గ2௖2 ׬ ݀߱ ఠ2

௘ഁ԰ഘି1
ஶ

0 

  

  نشان دهيد كه  :خودآزمايي 
  

)4-40(      ݇ ൌ
1

గ
2 ׬ ௫ ݔ݀

2

௘ೣି1
ஶ

0 ؆ ߦ4 ቀ3ቁ ؆ 0/23  
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  :شود با برابر مي )39-4(در رابطة ها  بنابراين چگالي فوتون. تابع زتاي ريمان است ሺܼሻߦه ك
  

)4-41(            ݊ ൌ ݇ ቀ௄ಳ்
԰௖

ቁ
3

  
  

به  )37-4(و  )36- 4(با توجه به روابط  توانيم را مي )36-4(هاي در رابطة  و تعداد فوتون
  ،صورت زير به دست آوريم

  

  ܰ ൌ 2ܸ ׬
4గ௞2ௗ௞

௘ഁ԰೎ೖି1
ஶ

0 ൌ 2ܸ ׬

4ഏഘ2

೎2
1
೎ௗఠ

௘ഁ԰ഘି1 ൌ
8గ௏

௖3 ׬ ఠ2ௗఠ
௘ഁ԰ഘି1  

  

  : ها برابر است با كه از آنجا تعداد فوتون
  

)4-42(            ܰ ൎ
204௏

గ2ሺఉ԰௖ሻ3  
  

  .دماي آن استهاي در جعبه متناسب با حجم جعبه و مكعب  كنيم كه تعداد فوتون ملاحظه مي
  دانيم كه مي. به دست آوريمتوانيم  مي دستگاه راي انرژي درونبدين ترتيب 

  

       ܷ ൌ ∑ ݊௜ܧ௜௜  
  

  :داريم ௜̂݁ ها يا كوانتاي موج الكترومغناطيسي در راستاي انتشار مثلاً و با در نظر گرفتن فوتون
  

.ߘ               ܧ ൌ 0  
  كه

.Ԧߦ        ሬ݇Ԧ ൌ 0  
  

فة مستقل داشته باشد كه دو لّؤتواند دو م است و مي ݕݔ در صفحه ߦعبارت ديگر  به  
݃با  كند و ن را ايجاد ميمعي ݇ مقدار براي هر فوتون با  ൌ در روابط بالا انرژي دروني برابر  2

  :است با
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)4-43(             ܷ ൌ 2 ∑ ݊௜ܧ௜௜  
 

  و يا

      ܷ ൌ ௏԰

గ2஼2 ׬ ݀߱ ఠ3

௘ഁ԰ഘି1
ஶ

0  
  

׬نشان دهيد كه  :خودآزمايي ݔ݀ ௫3

௘ೣି1 ൌ గ2

ܷ و  15 ൌ గ2௞4

15ሺ԰௖ሻ3 كه با معرّفي ثابت 4ܸܶ

  استفان به صورت 

ߪ            )4-44( ൌ గ2௞4

15ሺ԰௖ሻ3  
  

  ،ا به صورت رابطة زير به دست آوردتوان انرژي در واحد حجم ر مي
  

)4-45(       
௎
௏

ൌ   4ܶߪ
  

  .بولتزمن استكه همان قانون معروف استفان 
  :ي ويژه در واحد حجم برابر است بابنابراين گرما

  

௏ܥ        )4-46( ൌ ௗ
ௗ்

ቀ௎
௏

ቁ
௏

ൌ 3ܶߪ4 ൌ   3ܶߙ
  

,ሺܷ߱با تعريف  ܶሻ ൌ ௎
௏

  :توانيم آن را چنين بنويسيم ژي ميبه عنوان چگالي انر 
  

      
௎
௏

ൌ ׬ ݀߱ ܷሺ߱, ܶሻஶ
0  

  و يا

    ܷሺ߱ሻ ൌ ݊ሺ߱ሻ԰߱ ൌ ௏԰

గ2஼3
ఠ3

௘ഁ԰ഘି1  
  

߱و  ߱ بسامدكه در گسترة  ൅   ،آيد ر واحد بازة بسامد به دست ميانرژي بچگالي  ߱݀
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)4-47(          ܷሺ߱, ܶሻ ൌ ԰

గ2஼3
ఠ3

௘ഁ԰ഘି1  
  

  .اين همان توزيع پلانك است
  

ߣ و  ߣ طول موجي ةرابطه پلانگ را در گستر :مثال ൅ نوشته و از آنجا قانون وين را  ߣ݀
  .استخراج كنيد

  از  :حل

          ߱ ൌ
2గ௖

ఒ
֜ ݀߱ ൌ െ

2గ௖

ఒ2   ߣ݀
  و

     ܷሺ߱, ܶሻ ൌ ԰

గ2஼3
ఠ3

௘ഁ԰ഘି1  
  :داريم

   ֜ ܷሺߣ, ܶሻ݀ߣ ൌ ԰

గ2஼3

ቆ
2ഏ೎

ഊ ቇ
3

௘2ഏഁ԰೎
ഊି1

൬െ
2గ௖

ఒ2   ൰ߣ݀
  

 )4-48(      ܷሺߣ, ܶሻ݀ߣ ൌ ݄ܿߨ8 ఒష5

௘ഁ԰ഘ
ഊ ି1

  ߣ݀
  

براي دماهاي متفاوت در  مطابق قانون پلانكرا تغيير چگالي انرژي طيفي تابش جسم سياه 
  . يمنشان داد ቂ5ቃ )4-4(شكل 
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  ቂ5ቃ پلانك ةتغيير چگالي انرژيِ طيفي تابش جسم سياه در دماهاي مختلف، طبق معادل) 4- 4(شكل

  

ߚچون جملة    ൌ
1

௄ಳ்
 )48-4(دهد؛ آنگاه با توجه به رابطة  را با دما نشان مي ఒܷرابطة  

يابد و اين با بيشينه شدن چگالي انرژي  يابيم كه طول موج بيشينه با افزايش دما كاهش مي درمي
ఒܷ شود مشخّص مي.  

  :بايد داشته باشيم ఒܷاكنون به منظور بيشينه نمودن 
  

     
ௗ

ௗఒ
ቂ5ߣ ቀ݁ఉ௛೎

ഊ െ 1ቁቃ ൌ 0 
  

1به عبارت ديگر، داخل كروشه بايد كمينه شود و از آنجا    െ ݁ିఉ௛೎
ഊ ൌ ఉ௛௖

5ఒ
و با  

ݔمعرّفي متغير  ൌ ఉ௛௖
ఒ

ݕتوان معادلة غير جبري  مي ቂ5ቃ و به روش  ൌ 1 െ ݁ି௫ ൌ ௫
را به  5

ݕتلاقي دو نمودار  ةنقط ،صورت ترسيمي حل كرد؛ يعني ൌ 1 െ ݁ି௫  ݕو ൌ ௫
را به دست  5

ݔآورد كه از آنجا  ൌ   شود و لذا مي 4/96
  

௠௔௫ݔ          )4-49( ൌ ఉ௛௖
ఒ೘ೌೣ

ൌ 4/96  
  يا
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1

ఒ೘ೌೣ்
ൌ

4/96 ௄ಳ

௛௖
ൌ

4/96ൈ1/38ൈ10ష23
  ௃ ௄ൗ

6/63ൈ10ష34
 ௃ௌൈ3ൈ108

 ௠ ௌൗ
  

  كه
  

௠௔௫ܶߣ          )4-50( ൌ   ܭ݉݉ 2/90
  

كلوين، مقدار بيشينة طول موج به  6000و  2000در دماهاي . اين همان قانون وين است
  .ميكرومتر است 5/0و  45/1ترتيب برابر 

  
  فشار و شدت تابش 4-6

. اند به ديواري بر خورد كرده و بازگشته ߠگيريم كه تحت زاوية  هايي را در نظر مي فوتون  
2ܲ ها برابر آنگاه تغيير تكانة آن ݏ݋ܿ ݏ݋ܿ ܿها معادل  و شار فوتون ߠ   .خواهد بود ߠ

  خورند كه به ديواره برمي ߗ݀ها در يك زاوية فضايي  فوتون اين تعداد
  

ߗ݀       ൌ ݊݅ݏ   ߮݀ߠ݀ ߠ
  

به  ߗ݀ در زاويه فضايي ݒهايي كه با سرعت  ي اندازه حركت براي تعداد فوتونتغيير كلّ  
رسيدند و تغيير اندازه  ܣ݀به سطح  ݐ݀مان زها كه در  كسري از فوتون. اند ديوار بر خورد كرده

  آيد كه شوند و به دست مي ضرب مي ،اند حركتي در هر برخورد داشته
  

  ൬ௗே
4గ

݊݅ݏ ൰߮݀ߠ݀ ߠ ൬
1
௩

ݏ݋ܿ ݐ݀ ߠ ൰ܣ݀ ቀെ2݉ݏ݋ܿ ݒ   ቁߠ
  و يا

  

)4-51(       ݀ܲ ൌ ௠௩2

௩
݀ܰ ׬ 2ݏ݋ܿ ߠ ݊݅ݏ  ߠ ߠ݀ 

ഏ
2

0  
  كه از آنجا

    ܸܲ ൌ
1
3 ݉ ׬ 2݀ܰஶݒ

0 ൌ
1
3 ܯܰ   ۄ2ݒۃ
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. باشد مي ܿها يكسان و برابر  ا سرعت تمام فوتونام ؛استراديان است ߨ4كه زاويه فضاي كل 
  .توانيم به دست آوريم ها را مي ناشي از اين تعداد فوتون ܲ آنگاه فشار

  :رم فوتون عبارت است ازجِ ،يعني ؛جرم در حال سكون فوتون صفر است ،از طرف ديگر
  

)4-52(              ݉ ൌ ԰ఠ

௖2  
  كه 

    ܸܲ ൌ
1
3 ܯܰ ۄ2ܸۃ ൌ ே԰ఠ

3௖2 ܿ2 ൌ
1
3 ܰ԰߱  

  

)4-53(      ఠܲ ൌ
1
3

ே԰ఠ
௏

ൌ
1
3 ܷఠ  

  

  پس فشار كل تابش برابر است با 
  

)4-154(            ܲ ൌ
1
3 ∑ ܷఠ ൌ ௎

3  
  

بالا كه به قدر كافي براي ذرات سنگين در دماهاي  )54-4(نشان دهيد كه رابطة  :خودآزمايي
  . است، نيز برقرار است ܿ  سرعت ذرات تقريباً

رابطة  :خودآزمايي
1
3 ܷܶ ات غير نسبيتي را با رابطة فشار گاز شامل ذر

2
3 و  نماييدمقايسه   ܷܶ

  .ت تفاوت را تحقيق كنيدعلّ
براي اين منظور از  .كنيم ن ميجعبه را معي) هاي فوتون انرژي كلِّ(تابشي  اكنون انرژي كلِّ  

  .كنيم استفاده مي ،حسب فشار، حجم و دماي تابش جسم سياه است معادلة انرژي كه بر
  

)4-55(          ቀడ௎
డ்

ቁ
்

ൌ ܶ ቀడ௉
డ்

ቁ
௏

െ ܲ  
  

  بريم كه گالي انرژي را به كار ميچ و تعريف فشار
  

      ܷ ൌ ݑܸ ֜ డ௎
డ௏

ൌ ܷ  
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  و

      ܲ ൌ ௎
3 ֜ డ௉

డ்
ൌ

1
3

డ௎
డ்

 

  

      ܷ ൌ ܶ ൬
1
3

డ௎
డ்

൰
௏

െ ௎
3  

  يا
)4-56(            ܷ ൌ ܾܶ4  
  كه 

       
డ௎
௏

ൌ 4 ௗ்
்

  
  

براي اين منظور نخست به تعريف شدت انرژي  .را پيدا كنيم ܾحال بايد مقدار ثابت   
  ؛يعني ؛گسيلي يا تابشي بر مي گرديم، كه عبارت بود از توان تابش شده بر واحد سطح

  
ܫ            )4-57( ൌ ׬ ௗா

ௗ஺ௗ௧
  

  

  استفاده كنيد و نشان دهيد كه )57-4(و ) 56-4(از روابط  :خودآزمايي
  

ܫ             )4-58( ൌ
1
4   ܷܥ

  و

    ܾ ൌ గ2௄ಳ
4

60԰3௖2 ൌ 5/8 ൈ 10ି8 ܹ
  2݉2൘ܭ

  
  گاز فونون  4-7

حركت  ةكوانتاي انرژي كشساني امواج در جامدات را فونون گويند كه انرژي و انداز  
  :ست ازا خطي فونون عبارت

ܧ        ൌ ԰߱  
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       ܲ ൌ ԰݇  

  

 ܲحركت موج  ةو انداز ܧي انرژهايي با  همان جرياني از فونون ،در واقع امواج كشسان  
خواهيم تعداد  مي .سرعت حركت فونون برابر سرعت صوت در محيط است. شونده است انتقال
  .ها در يك مد را به دست آوريم فونون
  اي از نوسانگري است كه در يك بسامد  ههر مد بهنجار يك دستگاه هماهنگ، مختص

ويژه انرژي چنين نوسانگري را  به. مدهاي بهنجار مستقل است كند و از ساير معلوم نوسان مي
  :ست ازا شناسيد كه عبارت مي

  

௡ܧ     ൌ ቆ
1
2 ൅ ݊ቇ ԰߱,      ݊ ൌ 0, 1, 2, …  

  

اينك انرژي يك . شود ميداده  ௜ܧفونون با ) تعداد فونون در يك حالت( ௜݊كه انرژي براي 
  كه برابر است با آوريم  حالت شبكة جامد را به دست مي

  

௜ܧ          )4-59( ൌ ∑ ݊௜԰߱௜௜ ൅   0ܧ
  در اينجا

0ܧ           )4-60( ൌ ܷ0 ൅
1
2 ∑ ԰߱௜௜  

  

براي آن كه تابع پارش بندادي شبكه را به  .گردد ميمشخّص  0ܷ انرژي صفر معلوم بودن با
  ،گيريم رابطة زير را در نظر مي ،دست آوريم

  
     ܼሺߚ, ܰ, ܸሻ ൌ ∑ ݁ିఉா೔ஶ

௡1,௡2,…ୀ0  

  

)4-61(       ܼሺߚ, ܰ, ܸሻ ൌ ∑ ݁
ିఉ ∑ ቆ

1
2ା௡೔ቇ԰ఠ೔೔ஶ

௡1,௡2,…ୀ0  
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  از آنجايي كه

    ∑ ݁
ఈ1ାఈ2ା...

ൌ ∑ ݁
ఈ1݁

ఈ2 … ൌ ∑ ∏ ݁ఈ೔௜  
  
  

  :را به صورت رابطة زير بازنويسي كنيم )61-4(رابطة توانيم  برقرار است مي
  
)4-62(        ܼሺߚ, ܰ, ܸሻ ൌ ∏ ൫∑ ݁ఉ௡േ԰ఠ

௡ ൯ே
௜ୀ1  

  ودر نتيجه

ܼ݊ܮ        )4-63( ൌ െ ∑ ݊ܮ ቆ݁
ାఉ԰ഘ೔

2 _݁
ିఉ԰ഘ೔

2 ቇே
௜ୀ1  

  

توانيم در تك بسامدي فوتون و دو نوع  تفاوت بين يك فونون و يك فوتون را مي  
فونون جداي از آن كه مد طولي طيف بسامدي است، به دليل فضاي . بسامدي فونون بفهميم

߱ن متناهي شبكه، داراي بسامد قطع است كه از بالا تا بسامد معي஽ )كشيده شده ) بسامد دباي
را  3قطبش عرضي و يك قطبش طولي ضريب  2به دليل (بع توزيع بسامدي است و داراي تا

  :است كه عبارت است از) كنيم ور ميدر اينجا منظ
  

ߗ              )4-64( ൌ
3ఠವ

2

2గ2௏3  

  
  .را بررسي كنيد )64-4(درستي رابطة  :خودآزمايي

  
  :دست آوريمها در يك مد را به  توانيم تعداد ميانگين فونون هاي بالا مي از طريق روش

  

ۄܰۃ            )4-65( ൌ
1

௘ഁ԰ഘି1  
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ܶ ت كنيد كه دردقّ. به دما بستگي دارد ܰكه  ൌ ߚو يا  0 ՜ اين . برابر صفر است ۄܰۃ؛  ∞
ناميم كه با افزايش  ه دور از انتظار نيست چون در واقع ارتعاشات گرمايي شبكه را فونون ميالبتّ

ܶبنابر اين در حالت . شود ها زياد مي تعداد فونون ܶدماي  ب ߚكه  1 ՜ توانيم  است مي ∞
  :تابع نمايي در مخرج كسر رابطة بالا را به صورت زير بسط دهيم

  

      ݁ఉ԰ఠ ൎ 1 ൅ ݁ఉ԰ఠ ൅   ڮ
  : دليل كوچكي نماها، داريمه هاي بالاتر ب پوشي از مرتبه آنگاه با چشم

  

ۄܰۃ         )4-66( ؆
1

௘ഁ԰ഘ ൌ ௄ಳ்
԰ఠ

,     ܶ ب 1  
  

اين است كه  ،استخراج كنيم )166-4(و) 165-4(توانيم از روابط  نكتة مهم ديگري كه مي  
ها را نخواهيم داشت  پايستگي تعداد فونون ،شوند ها با افزايش گرما زياد مي چون تعداد فونون

  .باشد ها مي كه اين برخلاف پايستگي تعدادالكترون
است در طول  ሬ݇Ԧو بردار موج  ߱ندگي كه رابطه بين بسامد از طرف ديگر در رابطه پاش  
ي است و عموماً محيطي كه در خطّ ةيك رابط ሬ݇Ԧو  ߱ كوچك، رابطة بين ݇هاي بلند يا  موج

و نسبت آن را  باشد به محيط غيرپاشنده معروف استي خطّ ةيك رابط ݇ و  ߱ آن رابطة بين
  ،گويند سرعت فاز مي

  

)4-67(            ௣ܸ௛ ൌ ఠ
௞

  
  

در اين  .شود صورت محيط را پاشنده گويند كه سرعت گروه در آن مطرح مي در غير اين  
  :شود ميي است و به صورت زير نوشته رابطة غير خطّ ݇ و  ߱حالت رابطة 

  

)4-68(            ௚ܸ ൌ ௗఠ
ௗ௞
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 نيمتوانيم به ترتيب منشور و شيشه عنوان ك نمونهاي از محيط پاشنده و غير پاشنده را مي  
توانيم  كند و از همين مثال مي نور را تجزيه مي) شيشه(بر خلاف دومي ) منشور(لي كه او

  .دهيمتميز ) هشيش(محيط غير پاشنده از را ) منشور(تفاوت يك محيط پاشنده 
ها در يك محيط ناپاشنده از اندازة طول موج فوتون بسيار  از طرف ديگر فواصل بين اتم  

دانيم عاملي كه باعث  توانيم محيط را پيوسته در نظر بگيريم و مي تر است و در نتيجه مي كوچك
 ؛گردد ، سبب گسستگي در محيط شبكه ميشود مي) ݇افزايش بردار موج (كاهش طول موج 

توانيم انتشار  پس مي .كنند ها شروع به پراكنده كردن امواج مي چرا كه در اين وضعيت، اتم
  . نيمامواج در جامدات را با كاهش سرعت موج محدود ك

  

  چه تأثيري در سرعت امواج دارد؟  ،اگر طول موج افزايش يابد :خودآزمايي
  

ها را با استفاده از چگالي  ني فونونگرديم تا انرژي درو برمي )65- 4(اينك دوباره به رابطة   
߱ و ߱در گستره  ሺ߱ሻ݃ها  بسامدي تعداد فوتون ൅   به دست آوريم كه با توجه به ߱݀

 
    ܷ ൌ ∑ ݊௜ܧ௜ ՜ ׬ ݊ሺ߱ሻܧሺ߱ሻ݀߱ఠವ

0 

  
)4-69(          ݊ሺ߱ሻ ൌ ௚ሺఠሻ

௘ഁ԰ഘି1 

  نيز و 

)4-70(        ݃ሺ߱ሻ݀߱ ൌ
3௏

2గ2௩2
ఠ3

௘ഁ԰ഘି1  

  :داريم
     ܷ ൌ ׬ ԰߱݊ሺ߱ሻ݀߱ఠವ

0 

  يا  و

)4-71(        ܷ ൌ
3௏԰

2గ2௩3 ׬ ఠ3ௗఠ
௘ഁ԰ഘି1

ఠವ
0  
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ܶ در دو دماي  ا ԰ఠ
௄ಳ

ܶ و   ب ԰ఠ
௄ಳ

توان انرژي دروني را به ترتيب به صورت زير پيدا  مي 
 ،كنيم

  

)4-72(        ܷ ൌ

ە
۔

4௏గ2௄ಳۓ

10௩3԰3 ܶ4  , ܶ ب ԰ఠ
௄ಳ

  

,      ஻ܶܭ3ܰ ܶ ا ԰ఠ
௄ಳ

 

  
௏ܥ            )4-73( ൌ   ஻ܭ3ܰ
  

  .را به دست آوريد )73-4(و ) 72-4(روابط  :خودآزمايي
  

ت را به صورت زير به دس ሻݑሺܦتوانيم با تابع دباي  توجه داريم كه گرماي ويژه دباي را مي
  .آوريم

  

وجود دارد كه بايد مرتفع شود دباي  ي در تابعگدهد كه تكيني اين تابع نشان مي :خودآزمايي
وانير  به وسيلةكه را حال شما رفتارهاي مجانبي آن در منحني جهاني گرماي ويژه دباي 

  .ي ارائه نماييدگكينيت ي در حذفدر نظر بگيريد و از آنجا راه حلّ ،مطرح شده است )1966(
  گيريم تابع دباي را به صورت زير در نظر مي

  

ሻݑሺܦ           )4-74( ൌ
3

௎
3 ׬ ݔ݀ ௫

3

௘ೣି1
௑

0 
 

      ܷ ؠ ்ವ
்

  , ݔ ൌ  ԰߱ߚ
  

  بنابر اين . دهد دماي دباي را نشان مي ஽ܶكه 
  
)4-75(          ௎

ே
ൌ   ሺܷሻܦ஻ܶܭ3



  چهارمفصل                                                                     186
 

آوريم كه  به دست مي ،دباي مطرح شده استبه وسيلة كه قبلاً را اي  از اين طريق گرماي ويژه 
  :عبارت است از

)4-76(     
஼ೇ

ே௄ಳ
ൌ ሺܷሻܦ3 ൅ 3ܶ ௗ஽ሺ௎ሻ

ௗ்
  

  

  ي و از آن قانون پاشندگي خطّ
  

ܧ              )4-77( ൌ  ܲܥ
  

 گرماي ويژه با )73-4(مطابق رابطة  كه در دماهاي بالا كنيم مي استخراج )76-4(را از رابطة 
  . مقدار تجربي آن همخواني دارد

  
4-8 گاز بوزوني در دماهاي پايين  برخي از خواص  

اينشتين به توزيع  -  ديراك و هم توزيع بوز -  فرميگفتيم كه در دماهاي بالا هم توزيع   
 ي و بوزوني مربوطتفاوت عمده در دو توزيع فرميون. شود بولتزمن منجر مي - كلاسيكي ماكسول
تعداد ذرات از اصل طرد  ،ليذرات كوانتومي بوده است كه در او به وسيلةها  به اشغال جايگاه
توانند  ها به هر تعدادي مي بوزون ،ا در دوميام ؛كنند ترازها را اشغال مي كنند و پائولي پيروي مي

ها به گونة  يابد تفاوت بين آن پيداست كه وقتي دما كاهش مي. هر سطح انرژي را اشغال كنند
ترين  اين است كه ذرات در دماي صفر درجة كلوين، پايين ،دليل آن .گردد ديگري نمايان مي
ترين تراز  توانند به تعداد پايين ها هستند كه مي در واقع بوزون. كنند ال ميتراز انرژي را اشغ

ها در يك  جا شدگي آنه ب ا چون ذرات تميزناپذيرند و به طبع با جاام ؛انرژي را اشغال كنند
ها وجود  پس تنها يك طريق اشغال جايگاه ،شود ن، ميكروحالت جديدي ايجاد نميتراز معي
آنتروپي در دماي صفر درجه كلوين برابر صفر  ،طوري كه اشاره كرديمهمان  دارد كه

ቀܵاست ൌ ߗ݊ܮ஻ܭ ൌ 1݊ܮ஻ܭ ൌ 0ቁ.  
چرا كه وقتي دما كاهش  ؛ها را توضيح دهيم بيشتر چگالش بوزوننياز است تا كمي   
ترين تراز سوق يابند و طبيعي است كه در اين حالت  به سمت پاييند باي ها مي بوزون ،يابد مي
به عنوان يك نمونه را اتم هليوم چندلر، . متراكم و به عبارتي چگاليده شوند ،ت بوزونذرا
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است و به داراي اسپين صحيح  ،زوج الكترونداشتن  اتم هليوم به دليل كند؛ چرا كه ميمطرح 
ها و  توان مثل فونون هاي هليوم را نمي ولي چون تعداد اتم باشد؛ ميبوزون  عبارت ديگر، يك

اين موضوع براي هر دستگاه بوزون (ماند  ها ثابت مي تعداد آن ،خلق و يا نابود كرد ها فوتون
رسد،  مي ஼ܶيابد و به زير دماي بحراني  وقتي دما كاهش مي). تواند اتفاق افتد ديگر هم مي
  .قرار گيرند)) 12-4(رابطة (توانند در يك سطح انرژي با تابع توزيع بوزوني  ها مي آنگاه بوزون

 

       
௡೔
௚೔

ൌ
1

௘ഁ൫ಶ೔షഋ൯ି1
 

  

صورت با  چون در غير اين ،كمتر است 0ܧاز انرژي حالت پاية  ߤدر دماهاي پايين   
ߤ ൐ ௡೔معني  به نتيجه بي 0ܧ

௚೔
൏   . باشد تعداد منفي است كه غير ممكن مي ،يعني ؛رسيم مي 0

݅توانيم با  مي ൌ   . به صورت رابطة زير پيدا كنيم ،در حالت پايه قرار دارندكه را تعداد ذراتي  0
  

)4-78(            ݊0 ൌ
1

௘
ഁቆಶ0షഋቇ

ି1

  

 و با

    ݁
ఉቆா0ିఓቇ

؆ 1 ൅ ߚ ൬0ܧ െ ൰ߤ ൅   ڮ
  :داريم

)4-79(             ݊0 ؆
1

ఉቆா0ିఓቇ
 

  

  به عبارت ديگر اگر  ،اند ها به حالت پايه فرو افتاده فرض شود تمام بوزون كه اگر
  

)4-80(             ݊0 ؆ ܰ  
  

   .آيد به صورت رابطة زير درمي )80-4(رابطة با توجه به  )79-4(آنگاه رابطة  ،باشد
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ߤ               )4-81( ؆ 0ܧ െ
1

ఉே
 

  

ߤكنيم كه  ملاحظه مي   ൏ آنگاه رابطة  ،ا اگر تمام ذرات به حالت پايه نيايندام ؛است 0ܧ
شود به صورت رابطة  مي ،كه در حالت پايه نيستندرا برقرار نيست و تعدادي از ذرات  )4-80(
݊با  )4-12( ൌ ݊ᇱ به دست آورد .  

وجود دارد كه اين دما به صورت  ஼ܶبه عبارت ديگر براي هر چگالي يك دماي بحراني   
  .ارتباط دارد ܰتعداد ذرات بوزوني  و ܸزير به حجم 

  

)4-82(          ஼ܶ ൌ ௛2

2గ௠௞ವ
൬ ே

2/612 ௏
൰

3 2ൗ
  

  

  .را به دست آوريد )82-4(رابطة  :خودآزمايي
  

اين را با معرّفي طول موج دوبروي  .رو شديمه ب رو ஼ܶبا دماي تبهگني گاز  )82-4(در رابطة 

ቀேط فاصلة بين ذرات با متوس دگديلهاي در  كه مطابق با بررسي
௏

ቁ
1 3ൗ

به صورت زير مقايسه  
  كنيم شده است، بررسي مي

      
3௛2

4గ௠
൬ ே

2/612 ௏
൰

2 3ൗ
؆ ௛2

2గఒ2  

  يا  و

)4-83(              ௏
ே

؆ ఒ3

8  
  

هاي زيادي در حجم  هاي چگاليده نسبتاً تعداد بوزون يعني در دماي بحراني براي بوزون  
ها را  كنند و فرض استقلال بوزون ها كاملاً با هم تداخل مي وجود دارد كه تابع موج آن ܸ 

ك رفتار جمعي را به نمايش ه يهمدوس شد ه توابع موج ذرات همسايةالبتّ. شمارد مردود مي
آمار  ،تر باشد از برد اثر تقابل ذرات بسيار بزرگ ߣ در زماني كه طول موج  د ونگذار مي
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توانيم در همان فضاي كلاسيك به  گرنه مي شوند و كوانتومي و اثرات كوانتومي نمايان مي
  .زيمپرداب بررسي چنين موادي

ناچيز  درجه كلوين، اثر ضعيف و 10 -7هاي روبيديم با دماي حدود  اي از اتم در مجموعه  
پوشي كرد؛ اما در دستگاه مكانيك  توان از آن چشم تقابل بوزوني به حدي كوچك است كه مي

كنيم كه هيچ تداخل  اي فرض مي كوانتومي فازهاي نسبي توابع موج را به صورت اعداد كاتوره
بايد در را جزئيات بيشتر آن . گيرد بين دو عضو مختلف هنگرد آن صورت نمي كوانتومي ما

  .هاي آماري پيشرفته جستجو نمود كتاب
 

  مكانيك آماري كوانتومي با ماتريس چگالي  9 -4
 ߰شود كه  مشخّص مي ߰قبلاً بيان كرديم كه حالت يك دستگاه كوانتومي با تابع موج   

باشد  مي) ݐو  ݔ(و يا  ݐو  ݎتنها تابعي از دو متغير  ߰ تابع موج. باشد تابع موج شرودينگر مي
در اينجا لازم است تا . مختصات مكاني دستگاه و زمان است دهندة كلِّ كه به ترتيب نشان

,ݎሺ߰پارامتر ديگري را هم بر  دهندة مختصات محيطي  اضافه كنيم كه اين پارامتر نشان ሻݐ
 ܴ حال اگر. ك منبع گرمايي باشده يتواند به عنوان نمون مياين مختصات محيطي . است

اي يك دستگاه كوانتومي به  آنگاه تابع موج لحظه ،مختصات محيطي را نشان دهد
,ݎሺ߰ صورت توانيم ويژه  با استفاده از معادلة شرودينگر، طبق معمول مي. شود نشان داده مي ሻݐ
  ،دستگاه به دست آوريم كه ديديمሻܪ ሺرا با توجه به هاميلتوني ௡ܧو ويژه مقادير   ߰ توابع 

  

௡߰ܪ            )4-84( ൌ   ௡߰௡ܧ
  

علاوه  ،كنيم ات صحبت ميويژه فلزّه از طرف ديگر وقتي در مورد ساختار نواري اجسام ب  
تراز در ) هاي يا الكترون( يها دليل همپوشاني توابع موج اتمه ب هاي لايه تابع موج الكترونبر 

بسط دهيم و با توجه به نماد ديراك هم  حسب ويژه توابع را بر ߰، بهتر است تابع موج رمجاو
   :داريم

ۧ߰|߰ۦ            )4-85( ൌ 1  
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  :دهيم، آنگاهبسط  ௡߰ بر حسب ويژه تابع را اين شرط بهنجارش است و اگر تابع موج
  

)4-86(            ߰ ൌ ∑   ௡߰௡௡ܥ
  

شود خواهيم  يك تابع مختلط است و ضرب آن در مزدوجش برابر يك مي ߰ آنگاه چون   
  : داشت

)4-87(            ∑ ׬ ௡ܥ ݎ݀
௡ܥ כ ൌ 1௡  

  

௡ܥدانيم كه  اي برخوردارند و مي از اهميت ويژه ௡ܥدر اينجا ضرايب بسط   
احتمال  ௡ܥ כ

,௡ሺܴܥباشند و  ها اعداد مختلط معلومي ௡ܥپس اگر  .دهد وجود ذره را مي ܶሻ  وابستگي به
را نمايانگر يك حالت كوانتومي  ߰ توانيم  آنگاه مي ،زمان و مختصات محيطي را نشان دهد

يك برهم  ߰آنگاه  ،اي و تصادفي در نظر بگيريم ها را كاتوره ௡ܥچنانچه  .ي كنيماي تلقّ ويژه
توانيم مقدار هر كميت  از اينجا مي. دهد ها يا هنگرد كوانتومي را مي نهي ناهمدوس از حالت

  :را به صورت زير بيابيم ݈پذير  مشاهده
  

)4-88(          ൻ߰ห݈ห߰ൿ ൌ ∑ ௡ܥ
  ௡ ݈௡,௠௡,௠ܥ כ

  

توانيم به راحتي با استفاده از انتگرال آشناي مكانيك  را مي ௡,௠݈كه عنصر ماتريس عملگر   
  .كوانتومي به دست آوريم

  

)4-89(           ݈௡,௠ ൌ ׬ ௡߰ ݎ݀
  ሻݎሻ ߰௠ሺݎሺכ

  

به صورت رابطه زير به دست  را ݈ عملگر) ميانگين(مقدار چشمداشتي يا انتظاري  :خودآزمايي
  ،آوريد

ۄ݈ۃ      )4-90( ൌ ∑ ݈௡,௠௡,௠ ׬ ௡ܥ ݔ݀
௡ܥ כ ൌ ∑ ݈௡,௠௡,௠  

  

زمان است كه از نگاه ماكروسكوپيكي  نسبت به گيري ميانگين ةدهند كه خط در بالا نشان
  . بزرگ است ،اهلش ولي در مقايسه با زمان و ؛باشد كوچك مي
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  كه گردد  معلوم مي ۄ݈ۃ بروز ويژه حالتي، ميانگينبراي هاي نسبي  با معرّفي احتمالك اين
  

ۄ݈ۃ               )4-91( ൌ ∑ ఘ೙௟೙,೘೙
∑ ఘ೙೙

  
  كه در آن 

௡ߩ              )4-92( ൌ ׬   ௡|2ܥ| ݔ݀
  

را  ߩعملگر . دهد امين ويژه حالت را مي ݊احتمال نسبي بروز  ௡ߩهنگرد كوانتومي با   
 ؛قطري است ௡ߩهاي انرژي با ويژه مقدار  ناميم كه نسبت به ويژه حالت ماتريس چگالي مي

  ؛يعني
ۧ݉|ߩ|݊ۦ            )4-93( ൌ   ௡ߩ௡௠ߜ
  

 ،هم آمده است ቂ6ቃ زير كه در يك ويژه حالت انرژي دستگاه است و به نتيجه مهم ۄ݊|
  . رسيم مي

ۄ݈ۃ              )4-94( ൌ ்௥ሺఘ௟ሻ
்௥ሺఘሻ  

 

ه اي ب مقدار آن در هر پايه. است مجموع عناصر روي قطر ماتريسبرابر  است كه همان رد ݎܶ
  . باشد يكسان مي ،قطري نيست  ߩجز حالتي كه 

اكنون با توجه به تميزناپذيري ذرات كوانتومي، ماتريس چگالي را براي يك دستگاه   
امين حالت فيزيكي خود قرار  ܭكنيم دستگاه در  فرض مي. آوريم ذره به دست مي ܰهنگرد با 

) 184-4( رابطةاز . كنيم اين را به صورت بالاوند در روابط و فرمول هاي زير درج مي. دارد
  ،داريم

  

,ݎ௞ሺ߰ܪ      ,ݐ ܴሻ ൌ ,ݎ௞ሺ߰ܧ ,ݐ ܴሻ  
  و يا 

,ݎ௞ሺ߰ܪ       )4-95( ,ݐ ܴሻ ൌ െ ԰
௜

డ
డ௧

߰௞ሺݎ, ,ݐ ܴሻ  
  

  ،داريم ،دهد يك مجموعة كامل بهنجار را نشان مي ௡߰كه در آن  )86-4(رابطة  از بسط
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)4-96(         ߰௞ሺݎ, ,ݐ ܴሻ ൌ ∑ ௡ܥ
,ݎሻ ߰௡ሺݐሺכ ܴሻ௡  

  

,ݎ௞ሺ߰تابع قسمت مكاني و زماني  ,ݐ ܴሻ كه قسمت مياني آن را به كنيم  را از هم جدا مي
  ،نويسيم صورت رابطة زير مي

  

       ߰௡ሺݎ, ܴሻ ؠ ߰௡ሺݎ௜ሻ  
  

௡ܥضريب 
௞ሺݐሻ  و يا انتگرال زير به دست  توانيم از شرط بهنجارش را مي )96-4(در رابطة

  ،آوريم
  

௡ܥ         )4-97(
ሻݐሺכ ൌ ׬ ߰௡

כ ൬1ݎሬሬሬԦ൰  ߰௡
כ ൬1ݎሬሬሬԦ, ൰ݐ   ݐ݀

  بنابراين

     డ
డ௧

௡ܥ
ሻݐሺכ ൌ ׬ ߰௡

כ ൬1ݎሬሬሬԦ൰  െ ԰
௜

߰௡
כ ൬1ݎሬሬሬԦ, ൰ݐ   ݐ݀

  

௡߰چون   
כ ൬1ݎሬሬሬԦ൰ مشتق زماني را فقط از ،مستقل از زمان است  ߰௡

כ ൬1ݎሬሬሬԦ, حال  .گرفتيم ൰ݐ
به كاري كنيم و رابطه زير را  توانيم انتگرال سمت راست را دست مي )95-4(با توجه به رابطة 

  ،دست آوريم
  

    െ ԰
௜

డ
డ௧

௡ܥ
ሻݐሺכ ൌ ׬ ߰௡

כ ൬1ݎሬሬሬԦ൰ ௞߰ ܪ  ൬1ݎሬሬሬԦ,   ൰ݐ
  كه

  ݅԰ డ
డ௧

௡ܥ
ሻݐሺכ ൌ ׬ ߰௡

כ ൬1ݎሬሬሬԦ൰ ∑൬ ܪ  ௠ܥ݉
כ ሺݐሻ߰௠ ൬1ݎሬሬሬԦ൰௠ ൰  ݐ݀

  
      ൌ ∑ ௠ܥ ௡,௠ܪ

௞   ሻ௠ݐሺכ
  ؛يعني

)4-98(         ݅԰ డ
డ௧

௡ܥ
ሻݐሺכ ൌ ∑ ௠ܥ ௡,௠ܪ

௞   ሻ௠ݐሺכ
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  جايي كه 
௡,௠ܪ             )4-99( ൌ   ௠ۧ߰|ܪ|௡߰ۦ
  يا  و
௡,௠ܪ            )4-100( ൌ ׬ ߰௡

  ݐ݀ ௠߰ ܪ כ
  

௡ܥ| آنجايي كهاز   
௞|2 ൌ ௡ܥ

௞ܥכ௡
௞  ام هنگرد در ويژه  ݇ دامنة احتمال حضور دستگاه

  كهداريم كند، انتظار  را بيان مي ௡߰ حالت
  

)4-101(            ∑ หܥ௡
௞כሺݐሻห

2
௡ ൌ 1  

  

  ،ام معرّفي كنيم ݉و  ݊را با عناصر  ߩتوانيم ماتريس چگالي  بنابر اين مي
  

ሻݐ௠௡ሺߩ        )4-102( ൌ
1
ே

∑ ௡ܥ
௞כሺݐሻܥ௠

௞ ሺݐሻே
௞ୀ1  

  

௡ܥ|دهد كه ماتريس چگالي در واقع ميانگين مجموع احتمال  نشان مي )102-4(رابطة   
௞|2 

از آنجايي كه رد برابر مجموع عناصر روي قطر ماتريس . دستگاه متفاوت هنگرد است ܰاز 
  ،توانيم بنويسيم مي ،است

  

)4-103(          ோܶߩ ൌ ∑ ሻேݐ௡௡ሺߩ ൌ 1  
  

 ،رو هستيم كه يكي نماي احتمال تابع موج و ديگريه ب گيري رو پس با دو نوع ميانگين  
را معادل احتمالي دانست كه دستگاه  ௡௡ߩتوان  به عبارت ديگر مي .نماي آماري هنگرد است

  .را اختيار نموده است ௡߰ به صورت تصادفي ويژه حالت tدر زمان 
كنيم و  شروع مي )102-4(ام از رابطة  ݉و  ݊حركت عنصر  ةبراي به دست آوردن معادل  

  :با مشتق زماني از طرفين آن داريم
  

 ݅԰ డ
డ௧

௡௠ߩ ൌ
1
ே

∑ ݅԰ ቂ൬ డ
డ௧

௡ܥ
௞ሺݐሻ൰ ௡ܥ

௞כሺݐሻ ൅ ௡ܥ
௞ሺݐሻ ൬ డ

డ௧
௡ܥ

௞כሺݐሻ൰ቃே
௞ୀ1  
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  از آنجا و
  

 
డ

డ௧
௡௠ߩ ൌ

1
ே

∑ ൤ሺ∑ ௥ܥ ௡௥ܪ
ሻ௥ݐሺכ ሻܥ௡

௞כሺݐሻ ൅ ݅԰ ܥ௠
௞ ሺݐሻ ൬

1
௜԰

∑ ௥ܥ ௡௥ܪ
௞כሺݐሻ௥ ൰൨ே

௞ୀ1  
  

  ؛يعني ؛هرميتي است ܪ دانيم كه عملگر  مي
  

றܪ                )4-104( ൌ   ܪ
  در نتيجه 

௡௥ܪ              )4-105(
כ ൌ   ௥௡ܪ

  

  ،توانيم بنويسيم با اين توجه مي
  

)4-106(        ݅԰ డ
డ௧

௥௡ߩ ൌ ∑ ሾܪ௡௥ߩ௥௡ሺݐሻ െ   ௥௡ሿ௥ܪሻݐ௡௥ሺߩ
  و يا 

      ݅԰ డ
డ௧

௥௡ߩ ൌ ሺߩܪ െ   ሻ௥௡ܪߩ

  كه
)4-107(            ݅԰ డ

డ௧
௥௡ߩ ൌ ሾܪ,   ሿߩ

  

كلاسيكي ليوويل است و در مكانيك كوانتوم با  ةايي كه شبيه معادل توانستيم به يك معادله  
  ،آوريم را به صورت زير به دست مي اينك تغيير زماني ماتريس چگالي .آن آشناييم برسيم

  

)4-108(            ݅԰ డ
డ௧

௥௡ߩ ൌ ሾܪ,   ሿߩ
  

డఘبه عبارت ديگر  ،وقتي كه دستگاه در حال تعادل زماني است
డ௧

ൌ   آنگاه  ،است 0
  

)4-109(             ሾܪ, ሿߩ ൌ 0  
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  ߩ به عبارت ديگر . گيري كنيم را به طور همزمان اندازهܪ و ߩ توانيم با اين رابطه مي  
در صورتي كه ويژه . رسيم مي ߩ در نتيجه به اصل پايستگي چگالي احتمال . ثابت حركت است

بايد  ܪو ߩ هاي همان ويژه توابع خود هاميلتوني باشند در آن صورت ماتريس ௡߰ هاي حالت
  :داريم )93-4(با توجه به رابطة . قطري شوند

  

ߩ             ൌ ߩ ∑ |߰௡߰ۃۄ௡|௡  
  

  از طرف ديگر با عملگر تصوير 
  

      ∑ |߰௡߰ۃۄ௡|௡ ൌ 1  
  

  ،وانيم آن را به صورت زير بنويسيمت مي
  

ߩ             ൌ ∑ |߰௡ߩۄ௡߰ۃ௡|௡  
  

  و از آنجا
  

௞௥ߩ  ൌ ∑ ௡|߰௥ۧ௡߰ۦ௡ߩ௞|߰௡ۧ߰ۦ ൌ ∑ ௡௥௡ߜ௡ߩ௞௡ߜ ൌ   ௞௥ߜ௞ߩ
  

  رسيم كه در آن مي )93- 4(ايي همانند رابطة  كه به رابطه
  

௠௡ߩ           )4-110( ൌ   ௡ߩ௠௡ߜ
  

همچنين اگر دستگاه از لحاظ آماري در تعادل باشد آنگاه تمايل فيزيكي دستگاه در رفتن   
از حالتي به حالت ديگر با طي مسير در خلاف مسير اويكسان خواهد بود و در نتيجه  ،ة آنلي

  ،زير را بنويسيم ةتوانيم رابط مي
  
௠௡ߩ           )4-111( ൌ   ௡௠ߩ
  

توانيم مقدار چشمداشتي  مي ،را در نظر بگيريم ܱ مثل ،پذيري اوصاف هر عملگر مشاهدهبا اين 
  :آن را با رابطه زير پيدا كنيم
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ۄܱۃ   ൌ
1
ே

∑ ׬ ߰௞ܱכ ߰௞ ݀ݐ ே
௞ୀ1 ൌ

1
ே

∑ ௡ܥൣ
௞ܥכ௠

௞
௡ܱ௠൧ே

௞ୀ1  
  كه 

)4-112(          ௡ܱ௠ ൌ ׬ ߰௡
 ݐ௠݀߰ ܱ כ

  و از آنجا 
ۄܱۃ         )4-113( ൌ ∑ ௠௡ܱ௠௡௡,௠ߩ ൌ   ሻܱߩሺݎܶ
  

  نشان دهيد كه هنگرد بندادي متناظر با انتخاب زير است  :خودآزمايي
  

௡ߩ            )4-114( ൌ ݁ିఉா೙  
  و يا

௡ߩ        ൌ ݁ିఉு  
  

  :نيز به صورت زير است ܱ پذير  ميانگين عملگر مشاهده
  

ۄܱۃ             )4-115( ൌ ௧௥൫ை ௘షഁಹ൯
௧௥൫௘షഁಹ൯

 
  

  :يعني ؛داريم ρهمين روند را براي ماتريس چگالي  
  

ߩ            )4-116( ൌ ௘షഁಹ

௧௥൫௘షഁಹ൯
  

  

آوريم و آنگاه با توجه به ثابت نبودن تعداد ذرات،  را به دست مي  ߩ خلاصه در هنگرد كانوني 
  به طوري كه ،بريم هنگرد بندادي بزرگ تعميم يافته را به كار مي

  

ߩ             )4-117( ൌ ௘షഁሺಹషഋಿሻ

௧௥൫௘షഁሺಹషഋಿሻ൯
  

  

  :آيد ندادي بزرگ به صورت زير درميو از آن جا تابع پارش كوانتومي در هنگرد ب
  

)4-118(          ܼ ൌ   ൫݁ିఉሺுିఓேሻ൯ݎݐ
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  نشان دهيد كه  :خودآزمايي
 )4-119(         ሺܧ௥ െ ߤ ௦ܰሻ ؠ   ൫݁ିఉሺுିఓேሻ൯ݎݐ
  

را به  ܱ پذير  توانيم ميانگين عملگر مشاهده پس در هنگرد بندادي و بندادي بزرگ مي  
  ،بنويسيم ترتيب به صورت روابط زير

 

ۄܱۃ        ൌ ௧௥൫ை ௘షഁಹ൯
்௥൫௘షഁಹ൯

 
  

ۄܱۃ      )4-120( ൌ ௧௥൫ை ௘షഁሺಹషഋಿሻ൯
௧௥൫௘షഁሺಹషഋಿሻ൯

  
  

شود تا در  وجود آن باعث مي. ها است روي تمام حالت بر )18-4(در تابع پارش  ݎݐكه  
به  ݎݐدر واقع استفاده از . كنند يابيم چه توابع موجي شرايط مرزي را با حفظ تقارن اقناع مي

كند كه در تابع پارش كوانتومي فضا  تي را بيان ميواقعي) در تعريف متداول تابع پارش( ߑجاي 
نقش اصلي را در تعيين و تمايز  ،يك فضاي هيلبرتي است و عملگرهاي هرميتي در آن

مسير حركت ذره همانند ملخ يا  ،در اين فضا. كنند هاي فيزيكي و شيميايي بازي مي كميت
كند و بنابر اين رد يا تريس  مسير مي كانگورويي است كه پرش پرش طيሺ ݎݐሻ   نقش اصلي

  . كند را در اين ارتباط ايفا مي
توانيم انرژي دروني دستگاه را با تعيين مقدار چشمداشتي عملگر  به همين شيوه مي  

  ،ه دست آوريم و طبق معمول بنويسيمب) كه يك عملگر هرميتي است( ܪ هاميلتوني 
  

)4-121(          ܷ ൌ ۄܰۃ ൌ െ డ
డఉ

  ܼ݊ܮ
  

دادي را به در هنگرد بن ܨ توانيم انرژي آزاد هلمهولتز  با استفاده از انرژي دروني مي  
  ،صورت زير معلوم كنيم

  

)4-122(             ݁ିఉா ൌ   ൫݁ିఉு൯ݎݐ
  

  و يا 
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൫݁ିఉு൯ݎݐ           )4-123( ൌ ∑ ݁ିఉா೙௡  
  

  :شرودينگر استفاده كنيم و رابطه زير را بنويسيم ةتوانيم به نوعي از معادل در اين جا مي
  

)4-124(           ݁ିఉு|݊ۄ ൌ ݁ିఉா೙|݊ۄ 
  

  .را به دست آوريد )124-4(و ) 123- 4(هاي  رابطه :خودآزمايي
  

با . قرار دارد ،است ݖ كه در امتداد محور ܤالكتروني در ميدان مغناطيسي يكنواخت  :مثال
ها در راستاي  هاي پائولي و تعريف اسپين، ماتريس چگالي و ميانگين اسپين استفاده از ماتريس

  .را به دست آوريد ݖ
  :هاي پائولي عبارتند از  از مكانيك كوانتومي به ياد داريم كه ماتريس :حل

  ݔدر امتداد محور 

௫ߪ        ൌ ቌ
0 1
1 0

ቍ  

  ݕ امتداد محوردر 

௬ߪ        ൌ ቌ
0 െ݅

݅ 0
ቍ  

  ݖدر امتداد محور 

௬ߪ        ൌ ቌ
1 0
0 െ1

ቍ  

  

  توانيم به دست آوريم كه  ها مي را با استفاده از اين ماتريس ܵكه اسپين 
  

)4-125(              ܵ ൌ
1
2 ԰ߪ 
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  :شناسيم كه برابر است با سي را ميمان مغناطيم
  

஻ߤ            )4-126( ൌ ௘԰
2௠௖

  
  

  : توانيم هاميلتوني را به دست آوريم اينك مي. جرم آن است ݉ بار الكترون و ݁كه 
  
ܪ        )4-127( ൌ െߤ஻൫ߪԦ. ሬԦ൯ܤ ൌ െߤ஻ߪܤ௭  
  

  ،آوريم به دست مي )116-4(ابتدا ماتريس را با استفاده از رابطة 
  

ߩ        )4-128( ൌ ௘షഁಹ

௧௥൫௘షഁಹ൯
ൌ ௘షഁഋಳಳ഑೥

௧௥൫௘షഁഋಳಳ഑೥൯
  

  

اجازه دهيد تا ياد آوري كنيم كه با استفاده از بسط  ،بپردازيم )128-4(كه به محاسبة  قبل از اين
  ،توانيم به رابطة زير برسيم ي ميتابع نماي

  

)4-129(         ݁
ቌ

௔ 0
0 ௕

ቍ

ൌ ቌ
݁௔ 0
0 ݁௕

ቍ  

  
  ؛اده از بسط تابع نمايي نشان دهيدرا با استف )129-4(درستي رابطة  :خودآزمايي
  آنگاه چون

௭ߪܤ஻ߤߚ      ൌ ܤ஻ߤߚ ቌ
1 0
0 െ1

ቍ 

  كه
     ܽ ൌ ,  ܤ஻ߤߚ ܾ ൌ െߤߚ஻ܤ 

  

  :مي توانيم بنويسيم



  چهارمفصل                                                                     200
 

  ݁ఉఓಳ஻ఙ೥ ൌ ݁
ቌ

ఉఓಳ஻ 0
0 ିఉఓಳ஻

ቍ

ൌ ቌ
ܤ஻ߤߚ 0

0 െߤߚ஻ܤ
ቍ  

  بنابراين
  
൫݁ఉఓಳ஻ఙ೥൯ݎݐ    )4-130( ൌ ݁ఉఓಳ஻ ൅ ݁ିఉఓಳ஻ ൌ 2   ሻܤ஻ߤߚሺ݄ݏ݋ܿ
   

 ،شود ميرابطة زير معلوم در نتيجه ماتريس چگالي با 
  

ߩ            )4-131( ൌ
ቌ

ఉఓಳ஻ 0
0 ିఉఓಳ஻

ቍ

2 ௖௢௦௛ሺఉఓಳ஻ሻ
  

  

 ،را بدست آوريم ݖمي توانيم ميانگين اسپين هاي در راستاي  ߩاينك با داشتن ماتريس چگالي 
  

ۄ௭ߪۃ            )4-132( ൌ   ሻߪߩሺݎݐ
  كه
  

ߪߩ   ൌ
1

2 ௖௢௦௛ሺఉఓಳ஻ሻ
ቌ

ܤ஻ߤߚ 0
0 െߤߚ஻ܤ

ቍ ቌ
1 0
0 െ1

ቍ 

 

     ൌ
1

2 ௖௢௦௛ሺఉఓಳ஻ሻ
ቌ

݁ఉఓಳ஻ 0
0 െ݁ିఉఓಳ஻

ቍ 

 

ሻߪߩሺݎݐ   ൌ
1

2 ௖௢௦௛ሺఉఓಳ஻ሻ
൫݁ఉఓಳ஻ െ ݁ିఉఓಳ஻൯ ൌ ௦௜௡௛ሺఉఓಳ஻ሻ

௖௢௦௛ሺఉఓಳ஻ሻ  
  كه
ۄ௭ߪۃ         )4-133( ൌ   ሻܤ஻ߤߚሺ݄݊ܽݐ
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  با استفاده از ذرة آزاد در جعبه كوانتومي نشان دهيد كه رابطة :مسأله
 

ۄܪۃ        ൌ
3
2  ஻ܶܭ

  

 ].رجوع شود در آخر كتاببع ابيشتر در اين خصوص به من ةبراي مطالع[. بر قرار است
ي فون كارمن توانيم شرايط اعمالي بر تابع موج را با استفاده از شرايط مرز همانند قبل مي :حل

 ،به صورت زير بنويسيم
  

)4-134(           

߰ሺݔ ൅ ݈, ,ݕ ሻݖ ൌ ߰ሺݔ, ,ݕ ሻݖ

߰ሺݔ, ݕ ൅ ݈, ሻݖ ൌ ߰ሺݔ, ,ݕ ሻݖ

߰ሺݔ, ,ݕ ݖ ൅ ݈ሻ ൌ ߰ሺݔ, ,ݕ ሻݖ

  

   
بيان  در زيربا موج تخت را  حالت اين ذره. است نوشته شده lمكعبي به ضلع  ةجعببراي كه 
  .كنيم مي

)4-135(            ߰ሺݎԦሻ ൌ
1

௟
3 ݁௜௞ሬԦ .௥Ԧ  

 كه

ܧ            )4-136( ൌ ԰2௞2

2௠
  

  و

)4-137(      ሬ݇Ԧ ൌ
2గ

௟
ො݊  , ݊௫, ݊௬, ݊௭ ൌ 0, േ1, േ2, …  

  

  كنيم، استفاده مي )116-4(از رابطة  ߩماتريس چگالي براي به دست آوردن 
 

ߩ        ൌ ௘షഁಹ

௧௥൫௘షഁಹ൯
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  :داريم )214-4(رابطة  با توجه به ᇱሻۧݎሺ߰|ߩ|ሻݎሺ߰ۦ و براي محاسبة 
  

  ൻ߰ሺݎሻห݁ିఉுห߰ሺݎᇱሻൿ ൌ  ᇱሻۧݎሺ߰|ܧۦఉாି݁ۧܧ|ሻݎሺ߰ۦ∑
 

    ൌ ∑ ݁ିఉா߰ۦሺݎሻ|ܧۦۧܧ|߰ሺݎᇱሻۧ  
  
)4-138(         ൌ ∑ ݁ିఉா߰ாሺݎሻ߰ா

כ ሺݎᇱሻ  
  

 :داريم )235-4(ي  رابطهو همچنين به كمك 
  

)4-139(   ߰ாሺݎሻ߰ா
כ ሺݎᇱሻ ൌ

1

௟
3 ∑ ݌ݔ݁ ቌെ ఉ԰

2

2௠
݇2 ൅ ݅ሬ݇Ԧ. ൫ݎԦ െ  ᇱሬሬሬԦ൯ቍ௞ݎ

  

ሬ݇Ԧو  ሬ݇Ԧاينك يك گسترة  ൅ ݀ሬ݇Ԧ هاي فهلّؤم ،يعني ؛گيريم را در نظر مي ݀ሬ݇Ԧ به  ݊݀  را بر حسب
  ،آوريم دست مي

     ݀݇௫ ൌ
2గ

௟
݀݊௫ ֜ ݈ ൌ ߨ2 ௗ௡ೣ

ௗ௞ೣ
  

  :آنگاه

      
1

௟
3 ൌ

1

ቀ2గቁ
3

ௗ௞ೣ
ௗ௡ೣ

ௗ௞೤

ௗ௡೤

ௗ௞೥
ௗ௡೥

  

  

  ،تبديل كنيم ׬را به ߑتوانيم  اگر ترازهاي انرژي بسيار به هم نزديك باشد مي
  

   
1

௟
3 ׽

1

ቀ2గቁ
3 ݀ሬ݇Ԧ ֜ ݈݅݉௟՜ஶ

1

௟
3 ௞ߑ ൌ

1

ቀ2గቁ
3 ׬ ݀ሬ݇Ԧ  

  

  ،كنيم را به صورت زير بازنويسي مي )238-4(رابطة 
  

      ൻ߰ሺݎᇱሻห݁ିఉுห߰ሺݎሻൿ 
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  ൌ
1

ቀ2గቁ
3 ׬ ݌ݔ݁ ቈቆ݇௫

2
൅ ݇௬

2
൅ ݇௭

2
ቇ ൅ ݅ሬ݇Ԧ. ൫ݎԦ െ ᇱሬሬሬԦ൯቉ݎ ݀ሬ݇Ԧ 

 

   ൌ
1

ቀ2గቁ
3 ׬ ݌ݔ݁ ቈെ ఉ԰

2

2௠
݇௫

2
൅ ݅݇௫ሺݔ െ ᇱሻ቉ݔ ݀݇௫ 

 

   ൈ
1

ቀ2గቁ
3 ׬ ݌ݔ݁ ቈെ ఉ԰

2

2௠
݇௬

2
൅ ݅݇௬ሺݕ െ ᇱሻ቉ݕ ݀݇௬ 

 

   ൈ
1

ቀ2గቁ
3 ׬ ݌ݔ݁ ቈെ ఉ԰

2

2௠
݇௭

2
൅ ݅݇௭ሺݖ െ ᇱሻ቉ݖ ݀݇௭  

  آنگاه
      ൻ߰ሺݎᇱሻห݁ିఉுห߰ሺݎሻൿ ൌ 

 

 
1

ቀ2గቁ
3 ׬ ݌ݔ݁ ൥െ ఉ԰2

2௠
൭ሬ݇Ԧ െ

௜௠ቀ௥Ԧି௥ᇲሬሬሬሬԦቁ

ఉ԰2 ൅
௠2ቀ௥Ԧି௥ᇲሬሬሬሬԦቁ

2

ఉ԰2 ൱൩ ݀݇௫݀݇௬݀݇௭  

   

 در نتيجه

)4-140(     ൻ߰ሺݎᇱሻห݁ିఉுห߰ሺݎሻൿ ൌ ቆ ௠

2గఉ԰2ቇ
3 2ൗ

݁
ି ೘

2ഁ԰2ቀ௥Ԧି௥ᇲሬሬሬሬԦቁ
2

  

  
  ؛كنيم را پيدا مي ఉுି݁اينك رد . يك حالت تابع گوسي را دارد

  

൫݁ିఉு൯ݎݐ    )4-141( ൌ ሻൿݎሻห݁ିఉுห߰ሺݎൻ߰ሺ׬ ൌ ܸ ൭ ௠

2గఉ԰
2൱

3 2ൗ

  
  

ܸ كه  ب   : هاي ماتريس چگالي را نيز به دست آوريم فهلّؤتوانيم م است بنابر اين مي 1
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 ᇱሻۧݎሺ߰|ߩ|ሻݎሺ߰ۦ            )4-142( 

 

  ൌ ർ߰ሺݎሻฬ ௘షഁಹ

௧௥൫௘షഁಹ൯
ฬ߰ሺݎᇱሻ඀ ൌ

1
௏

݌ݔ݁ ൥െ ௠

2ఉ԰
2 ൫ݎԦ െ ᇱሬሬሬԦ൯ݎ

2
൩ 

  
دهد كه با آن گذار مابين  اي از احتمال را مي اندازه ᇱሻۧݎሺ߰|ߩ|ሻݎሺ߰ۦعنصر غير قطري   

توان اندازة شدت نسبي بسته ذره را  به همين دليل مي. گيرد صورت مي ᇱሬሬሬԦݎوԦݎمكانمختصات 
Ԧݎ൫وابسته به فاصلة  െ   . از مركز بسته موج در نظر گرفت ᇱሬሬሬԦ൯ݎ
  ،آوريم مي به دسترا  ۄܪۃ مقدار ميانگين انرژي با اين اوصاف

  

ۄܪۃ   ൌ ሻܪߩሺݎݐ ൌ െ ԰2

2௠௏ ׬ 2݁׏
ି ೘

2ഁ԰2ቀ௥Ԧି௥ᇲሬሬሬሬԦቁ
2

ᇱተݎ3݀

௥ୀ௥ᇲ

 

 

 ൌ
1

2ఉ௏ ׬ ൭3 െ ௠

ఉ԰
2 ሺݎ െ ᇱሻ൱ݎ ݌ݔ݁ ቆ ௠

ఉ԰
2 ሺݎ െ ᇱሻ2ቇݎ ᇱอݎ3݀

௥ୀ௥ᇲ

ൌ
3

2ఉ
 

 
 واز آنجا

ۄܪۃ            )4-143( ൌ
3
2   ஻ܶܭ

  
  ؛درستي رابطه زير را بررسي كنيد :خودآزمايي

  

ۄܪۃ      )4-144( ൌ ௧௥൫ு௘షഁಹ൯
௧௥൫௘షഁಹ൯

ൌ
ି ങ

ങഁൣ௧௥൫௘షഁಹ൯൧

௧௥൫௘షഁಹ൯
ൌ

3
2   ஻ܶܭ
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 و پايين آورنده برنده را در نظر بگيريد و با استفاده از عملگرهاي بالا )116-4(رابطة  :مسأله
ሺܽሻ ي دستگاه نوسانگرها نشان دهيد كهبرا  

  

௡௠ߩ    )الف ൌ
ିఉቆ௠ା

1
2ቇ԰ఠ

௧௥൫௘షഁಹ൯
  

  

    )ب
1

2௠
ۄ2݌ۃ ൌ

1
2   ۄܪۃ

  :حل
  كه ممي داني
Ԧ݌        ൌ ԰

௜
ൌ׏ ԰

௜
డ

డ௤
݁̂௤  

  آنگاه

ۄܪۃ         ൌ ۃ ௣
2

2௠
  ۄ

  و

    
1

2௠
ۄ2ܲۃ ൌ

1
2௠

ݎݐ ቀ2̂݌̂݌ቁ ൌ
1

2௠
∑ ർ݊ቚ2݌ߩቚ݊඀௡  

  و يا
  

    
1

2௠
ۄ2ܲۃ ൌ

1
2௠

∑ ۧ݉|ߩ|݊ۦ ർ݉ฬ2݌ฬ݊඀௡௠  
  با

௡௠ߩ        ൌ   ۧ݉|ߩ|݊ۦ
  :داريم

  

)4-145(           
1

2௠
ۄ2ܲۃ ൌ

1
2௠

∑ ௡௠ߩ ർ݉ฬܲ2ฬ݊඀௡௠  
  

  ،شناسيم آورنده را مي از مكانيك كوانتومي، عملگرهاي بالابرنده و پايين
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ۄ݊|ܽ    ൌ √݊ ቚ݊ െ ۄ1 , ܽற|݊ۄ ൌ ට݊ ൅ 1 ቚ݊ ൅  ۄ1

  

݌  ൌ ݅ට
௠԰ఠ

2 ሺܽற െ ܽሻ ֜ 2݌ ൌ െ ௠԰ఠ
2 ൬ܽற2 െ ܽறܽ െ ܽܽற ൅ ܽ2൰ 

  با

     ർ݉ฬܽ2ฬ݊඀ ൌ   ௠,௡ି1ߜ݊√
  :داريم

   ർ݉ฬܽ2ฬ݊඀ ൌ ۧ݊|ܽܽ|݉ۦ ൌ √݊ ർ݉ቚܽቚ݊ െ 1඀ 

 

  ൌ ට݊ ቀ݊ െ 1ቁ ർ݉ቚ݊ െ 2඀ ൌ ට݊ ቀ݊ െ 1ቁ   ௠,௡ି2ߜ
  و 

   ർ݉ฬܽற2ฬ݊඀ ൌ ටቀ݊ ൅ 1ቁ ቀ݊ ൅ 2ቁ  ௠,௡ା2ߜ

 

     ൻ݉หܽܽறห݊ൿ ൌ ቀ݊ ൅ 1ቁ  ௠,௡ߜ

 
      ൻ݉หܽறܽห݊ൿ ൌ  ௠,௡ߜ݊
  آنگاه

  

)4-146(             ർ݉ฬ2݌ฬ݊඀ ൌ 

 

 െ ௠԰ఠ
2 ൤ටቀ݊ ൅ 1ቁ ቀ݊ ൅ 2ቁ ௠,௡ା2ߜ െ ௠,௡ߜ݊ െ ቀ݊ ൅ 1ቁ ௠,௡ߜ ൅

ට݊ ቀ݊ െ 1ቁ   ௠,௡ି2൨ߜ
 

  :داريم )146-4(و ) 145-4(بنابراين از 
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1

2௠
ۄ2ܲۃ ൌ 

 

   
1

2௠
∑ ௡௠ߩ ቆെ ௠԰ఠ

2 ቇ ൤ටቀ݊ ൅ 1ቁ ቀ݊ ൅ 2ቁ ௠,௡ା2ߜ െ ௠,௡ߜ݊ െ௡,௠

ቀ݊ ൅ 1ቁ ௠,௡ߜ ൅ ට݊ ቀ݊ െ 1ቁ   ௠,௡ି2൨ߜ
 

 ൌ െ ԰ఠ
4 ൤∑ ටቀ݊ ൅ 1ቁ ቀ݊ ൅ 2ቁ ௠,௡ା2௡,௠ߜ௡௠ߩ െ ∑ ቀ݊ ൅ 1ቁ ௠,௡௡,௠ߜ௡௠ߩ െ

                                                    ∑ ௠,௡௡,௠ߜ௡௠ߩ݊ ൅ ∑ ට݊ ቀ݊ െ 1ቁ ௠,௡ି2௡,௠ߜ௡௠ߩ ൨  
  
  ويا

             
1

2௠
  ۄ2ܲۃ

 

 ൌ െ ԰ఠ
4 ൤∑ ටቀ݊ ൅ 1ቁ ቀ݊ ൅ 2ቁ ௡,௡ା2௡ߜ௡௡ߩ െ ∑ ቀ݊ ൅ 1ቁ ௡,௡௡ߜ௡௡ߩ െ

∑ ௡,௡௡ߜ௡௡ߩ݊ ൅ ∑ ට݊ ቀ݊ െ 1ቁ ௡,௡ି2௡ߜ௡௡ߩ ൨ 

  
  از طرف ديگر

  
௡௠ߩ        ൌ  ۧ݉|ߩ|݊ۦ

  

 ൌ ർ݊ฬ ௘షഁಹ

௧௥൫௘షഁಹ൯
ฬ݉඀ ൌ

1
௧௥൫௘షഁಹ൯

ൻ݊ห݁ିఉுห݉ൿ ൌ ௘షഁಶ೘

௧௥൫௘షഁಹ൯
ۧ݉|݊ۦ

    :آنگاه
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௡௠ߩ           )4-147( ൌ ௘
షഁ൭೘శ

1
2൱԰ഘ

௧௥൫௘షഁಹ൯
  ௡,௠ߜ

  مشخص است كه
௡,௡ା2ߩ       ൌ ௡,௡ି2ߩ ൌ 0  

  همچنين

   
1

2௠
ۄ2ܲۃ ൌ െ ԰ఠ

4 ቂെ ∑ ቀ݊ ൅ 1ቁ ௡௡௡ߩ െ ∑ ௡௡௡ߩ݊ ቃ  
  و يا

    
1

2௠
ۄ2݌ۃ ൌ ԰ఠ

4 ∑ ቂቀ݊ ൅ 1ቁ ൅ ݊ቃ  ௡௡௡ߩ

 

   ൌ ԰ఠ
4 ∑ ቀ2݊ ൅ 1ቁ ௡௡௡ߩ ൌ

1
2 ԰߱ ∑ ቆ݊ ൅

1
2ቇ   ௡௡௡ߩ

  كه از آنجا 

    
1

2௠
ۄ2݌ۃ ൌ

1
2 ∑ ቆ݊ ൅

1
2ቇ ԰߱ߩ௡௡௡  

  
  را به دست آوريم كه  ௡௡ߩ توانيم مي )147-4(با استفاده از رابطة 

  

௡௡ߩ         )4-148( ൌ ௘
షഁ൭೙శ

1
2൱԰ഘ

௧௥൫௘షഁಹ൯
  ௡,௠ߜ

  از اين رو
  

 
1

2௠
ۄ2݌ۃ ൌ

1
2 ∑ ቆ݊ ൅

1
2ቇ ԰߱ ௘

షഁቌ೙శ
1
2ቍ԰ഘ

௧௥൫௘షഁಹ൯௡ ൌ
1
2 ∑ ௘

షഁቌ೙శ
1
2ቍ԰ഘ

௧௥൫௘షഁಹ൯
 ௡ܪ

 

  
1

2௠
ۄ2݌ۃ ൌ

1
2 ∑ ௡ۧ݊|ܪߩ|݊ۦ ൌ

1
2 ሻܪߩሺݎݐ ൌ

1
2   ۄܪۃ
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  :در نتيجه 

       
1

2௠
ۄ2݌ۃ ൌ

1
2   ۄܪۃ

  

  تحقيق كنيد چه هنگامي رابطة زير برقرار است؟ :خودآزمايي
  

ۄܪۃ             )4-149( ൌ   ሻܪߩሺݎݐ
  

ها به ترتيب  اين زير دستگاه. تشكيل شده است 2ܣ و  1ܣ از دو زير دستگاه ܣدستگاه  :مسأله
 ܶو دماي آن  ܸاگر حجم دستگاه . هستند 2ܯ و 1ܯمولكول گاز به جرم 2ܰ و1ܰشامل 
  : آنگاه .باشد
  . نشان دهيد كه رابطة عمومي گاز برقرار است) الف
ܵرا با استفاده از  ܣآنتروپي دستگاه ) ب ൌ െ ቀడி

డ்
ቁ به دست آوريد .  

1݉حال اگر) ج ൌ ݉2 ൌ ، از يك نوع باشند 2ܣ و  1ܣگازهاي زير دستگاه  ،يعني ؛باشد ݉
݊آنگاه نشان دهيد كه تابع پارش دستگاه با  ൌ ݊1 ൅ برابر تابع پارش گاز كامل يك نوع  2݊

  . باشد اتم مي
  : حل

ܪ        ൌ 1ܪ ൅  2ܪ

 

ܪ       ൌ ∑ ௣೔
2

2௠1

ே1

௜ୀ1 ൅ ∑ ௣೔
2

2௠2

ே2

௜ୀ1  
  

  ،نويسيم به صورت زير ميها  تابع پارش را با توجه به كم بودن فاصلة انرژي حالت
  

     ܼேሺܸ, ܶሻ ൌ ׬ ݁ିఉு ݀3݌3݀ ݍ 
 

  ൌ ׬ ׬ ݁
ିఉ ∑

೛೔
2

2೘1

ಿ1
೔స1

௤௣݌3݀ ݍ3݀ ൅ ׬ ׬ ݁
ିఉ ∑

೛೔
2

2೘2

ಿ2
೔స1

  ௤௣݌3݀ ݍ3݀
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  راحتي انتگرال بگيريم و از آنجا به توانيم  مي از اين رو. است ݌كنيم كه تنها متغير  ملاحظه مي
  

  ܼேሺܸ, ܶሻ ൌ ௏כ

ே1ே2

1

԰
3ಿ1԰

3ಿ2
׬ ݁

ିఉ ∑
೛೔

2

2೘1

ಿ1
೔స1

݁ ݌3݀ 
ିఉ ∑

೛೔
2

2೘2

ಿ2
೔స1

  ݌3݀

  كه

)4-150(    ܼேሺܸ, ܶሻ ൌ ௏כ

ே1ே2
൭

2గ௠1௄ಳ்

԰
2 ൱

3ே1 2ൗ

൭
2గ௠2௄ಳ்

԰
2 ൱

3ே2 2ൗ

  

  
  :داريم ேܼ با توجه به رابطه انرژي آزاد هلمهلتز بر اساس تابع پارش

  
ܨ       ൌ െܭ஻ܼܶ݊ܮ௡ 

 

ൌ െܭ஻ܶ ൥ܸܰ݊ܮ െ 1ܰ݊ܮ1ܰ െ 2ܰ݊ܮ2ܰ ൅ ቀܰ1 ൅ ܰ2ቁ ൭1 ൅
3
2 ݊ܮ ൬

2గ௄ಳ்

԰2 ൰൱൩ ൅

3
2 ቀܰ11݉݊ܮ ൅    2ቁ݉݊ܮ1ܰ

  

  :فشار برابر است با
       ܲ ൌ ஻ܶܭ ே

௏
  

  در نتيجه
      ܸܲ ൌ ஻ܶܭܰ ൌ ܴ݊ܶ 

  از) ب
  

  ܵ ൌ െ ቀడி
డ்

ቁ ൌ ஻ܭ ቈ൬ܰ1 ൅ ܰ2൰ െ
3
2 ݊ܮ ቆ

2గ௄ಳ்

԰
2 ቇ቉ ൅

3
2   ஻ܭ

  و يا
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   ܵ ൌ
3
2 ஻ܭ ቈ൬ܰ1 ൅ ܰ2൰ െ

3
2 ݊ܮ ቆ

2గ௄ಳ்

԰
2 ቇ ൅ 1቉  

  
  :داريم )150-4(از رابطه ) ج
  

  ܼேሺܸ, ܶሻ ൌ ௏ಿ

ே1ே2
൭

2గ௠1௄ಳ்

԰
2 ൱

3ே1 2ൗ

൭
2గ௠2௄ಳ்

԰
2 ൱

3ே2 2ൗ

 

 

      ݉ ൌ
௠1ே1ା௠2ே2

ே1ାே2
  

  

  :عبارت است از ،نتيجه براي گاز ايده آل با يك نوع اتم، تابع پارشو در 
  

   ܼேሺܸ, ܶሻ ൌ ௏ಿ

ே!
ቆ

2గ௠௄ಳ்

԰
2 ቇ

3ே1 2ൗ

  
 

݉ازطرف ديگربا  ൌ ݉1 ൌ   :داريم 2݉
  

  ܼேሺܸ, ܶሻ ൌ ௏ಿ

ே1!ே2!
ቆ

2గ௠௄ಳ்

԰
2 ቇ

3ቆே1ାே2ቇ 2൘

 

 

    ൌ ௏ಿ

ே1!ே2!
ቆ

2గ௠௄ಳ்

԰
2 ቇ

3ே 2ൗ

  
  

൬ܰ1 يابيم كه با  ي بالا در مي رابطه ازمقايسه دو ൅ ܰ2൰ ! ൌ ܰ1! دورابطه برابر  !2ܰ
  .شوند مي
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  مسائل فصل چهارم
  ،شود ر و حجم به صورت زير داده مينشان دهيد كه رابطة فشامتن درس با استفاده از  )4-1

    ܸܲ ൌ േܭ஻ܶ ∑ ݊ܮ ቀ1 േ   ఉாೖቁ௞ି݁ߣ
 .براي بوزون ها مي باشد   –ها و  براي فرميون ൅كه 

  

4-2( بولتزمن،  ـ ماكسوليافته را براي گاز هاي  ت گرمايي بر حسب دماي كاهشنمودار ظرفي
نمودار  آن را با توجه به ت تفاوتعلّ. كنيد در شكل زير مشاهده ميديراك  ـ اينشتين و فرمي ـ بوز
  توضيح دهيد  زير

  
ࢀيافته  ت گرمايي بر حسب دماي كاهشظرفي: نمودار

࡯ࢀ
اينشتين و  ـ ديراك، بوز ـ براي گازهاي فرمي 

  كلاسيك در چگالي يكسان
  

دماي كه به را  735/2 ± 05/0 با استفاده از نقاط تجربي يك توزيع پلانك در دماي )4-3
در نظر بگيريد و طيف بسامد تابش  ،معروف است) آثار انفجار بزرگ( »اي كيهاني تابش پايه«

  .زمينة كيهاني آن را تفسير كنيد
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  ي را با هاميلتوني نوسانگر هماهنگ خطّ )4-4

ܪ      ൌ െ ԰
2

2௠
డ

2

డ௥
2 ൅

1
2   2ݎ2߱݉

  در نظر بگيريد كه ويژه تابع آن به صورت

    ߰௡ሺݎሻ ൌ ቀ௠ఠ
గ԰

ቁ
1
4 ு೙ሺకሻ

ቀ2೙
௡!ቁ

1 2ൗ ݁ିక2 2ൗ 

 

ߦ        ൌ ට௠ఠ
԰

 

 

ሻߦ௡ሺܪ     ൌ ቀെ1ቁ
௡

݁ିక
2

ቀ ௗ
ௗక

ቁ
௡

݁ିక
2

  
  .است

  .ويژه مقادير انرژي اين نوسانگر را به دست آوريد) الف 
  نشان دهيد كه ఉுି݁در به دست آوردن عنصر ماتريس عملگر ) ب

  

   ൻ߰ሺݎሻห݁ିఉுห߰ሺݎᇱሻൿ ൌ ∑ ߰ሺݎሻ߰ሺݎᇱሻஶ
௡ୀ0 

  

 ൌ ቆ ௠ఠ
2గ԰ ௦௜௡௛ሺఉ԰ఠሻ

ቇ
1 2ൗ

݌ݔ݁ ቈെ ௠ఠ
4԰

ቊሺ߰௡ ൅ ߰௡
ᇱ ሻ2 ݄݊ܽݐ  ቆఉ԰ఠ

2 ቇ ൅

ሺ߰௡ െ ߰௡
ᇱ ሻ2 ݄ݐ݋ܿ  ቆఉ԰ఠ

2 ቇቋ቉  
  به دست آوريد كه ) ج

൫݁ିఉு൯ݎݐ      ൌ ௘
షഁ԰ഘ 2ൗ

1ି௘షഁ԰ഘ  
  .چگالي احتمال را به صورت زير به دست آوريد) د

ۧݎ|݌|ݎۦ   ൌ ቌ
௠ఠ ௧௔௡௛ቆഁ԰ഘ

2 ቇ

గ԰
ቍ

1 2ൗ

݌ݔ݁ ቈെ ௠ఠ௥
2

԰
݄݊ܽݐ ቆఉ԰ఠ

2 ቇ቉  
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԰߱ߚቀ را در حد كلاسيكي  ۧݎ|݌|ݎۦمقدار ) ه ا 1ቁ كوانتومي  و در حدቀߚ԰߱ ب 1ቁ 
  .به دست آوريد

  

ߣبا فرض طول موج گرمايي  )4-5 ൌ ԰

ට2గ௠௄ಳ்
ذرة يكسان نشان  ܰبراي دستگاهي شامل  

  :عبارت است از ،دهيد كه تابع پارش هنگرد بندادي چنين دستگاهي

     ܼሺܸ, ܶሻ ൌ ൫݁ିఉு൯ݎݐ ൌ
1

ே!
ቀ௏

ఒ
ቁ

ே
  

ߣهمچنين در حد كلاسيكي  ا ቀ௏
ఒ

ቁ
1 3ൗ

  نشان دهيد كه 
        

௡԰

ට2గ௠௄ಳ்
ا 1  

  

4-6( اين است كه با پيچاندن يك لاية  ،هاي كربني مربوط به نانو لوله يكي از موضوعات مهم
كربني تك ديواره  ةگرافيت دور خودش همانند لوله كردن ورق كاغذي، نانو لول

 ܶܰܥܹܯو بس ديواره  ሻܾ݁ݑݐ ݋݊ܽܰ ݊݋ܾݎܽܥ ݈݈ܹ݀݁ܽ ሺ݈ܵ݅݊݃݁ܶܰܥܹܵ
هاي  هاي كربن گوشه حال يك قطعه گرافيت دو بعدي را در نظر بگيريد كه اتم. شود ساخته مي

اي و قرار دادن آن  براي حذف يك اتم كربن از يك جايگاه شبكه. شش ضلعي قرار دارنديك 
 ߂نياز به انرژي  ،مطرح كرده است ቂ6ቃ ضلعي همان طوري كه هوانگ در مركز يك شش

  .اي را توضيح دهيد چگونگي تشكيل يك فضاي خالي و يك مكان شبكه. است
ே ،يعني ؛نصف اتم كربن ةنشان دهيد به انداز) الف

اي ممكن  تواند جايگاه ميان شبكه محل مي 2
  .باشند
نقطة ميان  ܯ براي ܧن معي با انرژي كلِّ هنگرد بندادي كوچك از چنين دستگاهي را) ب

  .آنتروپي دستگاه را بيابيد ،بزرگ شدند ܯو  ܰچنانچه . اي را به دست آوريد شبكه
و بحث كنيد  محاسبه نماييدرا  ܶبا دماي  ܧدما را به دست آوريد و چگونگي تغيير انرژي ) ج

ܶكه در  ՜ ܶو  0 ՜   .رابطه به چه شكل در خواهد آمد ∞
  

  دستگاهي از گاز الكتروني را در نظر بگيريد كه در آن  )4-7
     ܼሺܧሻ ൌ ቀ1 ൅ ݁ିఉሺாିఓሻቁ ݃ሺܧሻ  
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  .است
  :عبارت است از ،نشان دهيد آنتروپي اين گاز) الف

     ܵ ൌ ௄ಳ௏ఉ

గ2 ׬ ቆ
5԰2௞2

6௠
ቇ ௞2ௗ௞

௘
ഁቌ԰2ೖ2

2೘
షഋቍ

ା1

ஶ
0  

  ،آيد درميدر دماهاي بسيار بالا، نشان دهيد كه آنتروپي به صورت رابطة زير ) ب

     ܵ ൌ ஻ܸܭ2 ቆ ௠

2గ԰2ఉ
ቇ

3 2ൗ

݁
ఉఓቆ

5
2ିఓఉቇ

  

  و يا

       ܵ ൌ ஻ܭܰ ൬
5
2 െ   ൰ߚߤ

اي است كه  ذرة مستقل تميزپذير به گونه ܰدستگاهي با  ቂ2ቃرجوع شود به منبع : راهنمايي(
ذره در تراز  ݊اگر تعداد . قرار گيرد  0ܧെيا  0ܧ൅توانند در حالت  هريك از اين ذرات مي

൅݊و تعداد  0ܧᇱ  ه در ترازذرെآنگاه ،قرار گيرد 0ܧ:  
  . دستگاه مطلوب است انرژي كلِّ) الف
تابع پارش دستگاه را با جمع بستن بر روي تمام ترازها به دست آوريد و نتيجه را با ) ب

 ܼ ൌ ܼ1
ே

  .مقايسه كنيد 
نمودار آن را بر حسب دما ترسيم د و يت گرمايي ويژه در حجم ثابت را به دست آورظرفي) ج

  .نماييد
  

كه ظرف مكعبي به  همكنش تميزناپذيري را در نظر بگيريد بدونذرة  ܰدستگاه ذرات با  )4-9
 ௜ܧدستگاه در تعادل آماري است و تراز انرژيِ هر ذرة منفرد . اند را اشغال كرده ܸحجم 

  .باشد مي
  .و گرما را براي چنين دستگاهي تعبير نماييدبا توجه به آن از لحاظ آماري كار ) الف
  فقط به حجم دستگاه بستگي دارد و ௜ܧنشان دهيد كه انرژي متناظر ) ب
ة مكانيك آماري فشار گاز را به دست ة جنبشي در ترموديناميك و نظريبا استفاده از نظري) ج

  .آوريد
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  بدون تغييري در جهت ترازها، نشان دهيد كه) د
      ∑ ݀ ௜ܧ ௜ܰ௜ ൌ ܶ݀ܵ  

  

مولكول را در نظر بگيريد كه در بين فازهاي گازي و  0ܰاي با  فهلّؤيك دستگاه تك م )4-10
نگمير به صورت نشان دهيد كه فشار گازي دستگاه با معادلة لا. چگاليدة آن تعادل بر قرار است

  ،شود زير تعيين مي
     ܲ ൌ ఈ

1ିఈ
݁ିఉாܭ஻ܶ ݂ሺܶሻ  

  .كسر تعادلي نسبت به وضعيت چگاليده است αكه 

ܲاز تعريف : راهنمايي( ൌ
1
ఉ

ܼᇱ ݂ሺܶሻ  ܼكهᇱ ൌ ݁ఉఓ استفاده كنيد (.  
  

௜ܪرابطة  )4-11 ൌ
௣೔

2

2௠
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احتمال بودن . باشد ذره بر قرار مي ܰدر يك بلور ساده با  2
دهيم كه متناظر و قابل قياس با احتمال،  نشان مي 1ሺ݊௜ሻܲدستگاه در حالت كوانتومي را با 

݂ሺݍ௜, ௜ሻ݀݌ ௤ܸ݀ ௣ܸ نشان دهيد كه. باشد در فضاي فاز مي:   

ൌ ) شده در حجم فضاي فاز هاي اشغال تعداد جايگاه(
1

௛ೕ ها تعداد ميكروحالت  
  

ܨي با رابطة نيروي يك نوسانگر غير خطّ )4-12 ൌ را در نظر بگيريد و نشان دهيد كه   2ݔܭ
تحت تأثير نيروي بالا برابر است با ،كننده ط انرژي جنبشي جسم نوسانمتوس  
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