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𝑦 تابع فرض کنید = 𝑓(𝑥) در دست باشد و دو نقطه 𝑥0و 𝑥1 

 و𝑀(𝑥0،𝑓(𝑥0))   کنید را در نظر بگیرید وفرض𝑓 از قلمرو تابع 

 𝑀1 = (𝑥1،𝑓(𝑥1)) دو نقطه متناظر با 𝑥1 = 𝑥0 + ∆𝑥و 𝑥0 روی 

𝑦 منحنی  = 𝑓(𝑥)نسبت  باشد
𝑓(𝑥1)−𝑓(𝑥0)

𝑥1−𝑥0
 می نامند 𝑀1𝑀 را شیب خط 

𝑥∆نزدیک نمائیم ) 𝑀 را تدریجا به نقطه  𝑀1   حال اگر نقطه  = 𝑥1 − 𝑥0)  تدریجا به صفر نزدیک خواهد شد در وضعیت حدی

limداریم 
𝑥1→𝑥0

𝑓(𝑥1)−𝑓(𝑥0)

𝑥1−𝑥0
𝑦   این حد در صورت وجود شیب خط مماس به منحنی.  = 𝑓(𝑥) در نقطه𝑀(𝑥0،𝑓(𝑥0)) باشد می

𝑓 یعنی: می نامندنیز  𝑥0در نقطه  𝑓که آنرا مشتق تابع  ′( 𝑥0) = lim
𝑥1→𝑥0

𝑓(𝑥1)−𝑓(𝑥0)

𝑥1−𝑥0
. 

𝑥∆م  اگر در آن قرار دهی  = 𝑥1 − 𝑥0 نگاه خواهیم داشت:آ  𝑓 ′( 𝑥0) = lim
∆𝑥→0

𝑓(𝑥0+∆𝑥)−𝑓(𝑥0)

∆𝑥
. 

𝑦فرض کنیم  :تعریف = 𝑓(𝑥)  یک تابع دلخواه و𝑥0  متعلق به دامنه𝑓  اگرحد   ،باشدlim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0)

𝑥−𝑥0
وجود داشته باشد 

𝑥در 𝑓مشتق پذیر هست و مقدار این حد را مشتق تابع  𝑥0در  𝑓گوییم تابع می = 𝑥0  نامیده و با علامت𝑓′(𝑥0) .نشان میدهیم 

𝑓(𝑥)   فرض کنید مثال: = 𝑥2 + 𝑥   مشتق تابع ،𝑓 در 𝑥 =  تعریف مشتق بیابید.ازبا استفاده  2

𝑓′(2) = lim
𝑥→2

𝑓(𝑥) − 𝑓(2)

𝑥 − 2
= lim

𝑥→2

𝑥2 + 𝑥 − 6

𝑥 − 2
= lim

𝑥→2

(𝑥 − 2)(𝑥 + 3)

𝑥 − 2
= lim 

𝑥→2
𝑥 + 3 = 5 

 کنیم:معمولا برای محاسبه مشتق یک تابع در حالت کلی از رابطه زیر استفاده مینکته: 

𝐟′(𝐱) = 𝐥𝐢𝐦
𝒉→𝟎

𝒇(𝒙 + 𝒉) − 𝒇(𝒙)

𝒉
 

 کنیم: استفاده می یک تابع معمولا از نمادهای زیر برای نشان دادن مشتقنکته: 

𝑓′(𝑥) =
𝑑 𝑓

𝑑𝑥
= 𝐷(1)𝑓 = 𝐷𝑓 = 𝐷𝑥𝑓 

𝑓(𝑥)   فرض کنید مثال: = √𝑥  با استفاده از تعریف مشتق بیابید.، مشتق این تابع را 

f ′(x) = lim
ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
= lim

ℎ→0

√𝑥 + ℎ − √𝑥

ℎ
 

 در اینجا صورت و مخرج را در مزدوج صورت ضرب میکنیم. برای محاسبه حد بالا از تکنیکهای رفع ابهام استفاده میکنیم.
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f ′(x) = lim
ℎ→0

√𝑥 + ℎ − √𝑥

ℎ

√𝑥 + ℎ + √𝑥

√𝑥 + ℎ + √𝑥
= lim

ℎ→0

𝑥 + ℎ − 𝑥

ℎ (√𝑥 + ℎ + √𝑥)
=

1

 2√𝑥
 

𝑓(𝑥)   فرض کنید مثال: = sin 𝑥  با استفاده از تعریف مشتق بیابید.، مشتق این تابع را 

𝐟′(𝐱) = lim
ℎ→0

𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ
= lim

ℎ→0

sin(𝑥+ℎ)−sin𝑥

ℎ
     

= lim
ℎ→0

sin 𝑥 cos ℎ + cos 𝑥 sin ℎ − sin 𝑥

ℎ
= lim

ℎ→0

sin 𝑥 (cos ℎ − 1) + cos 𝑥 sin ℎ

ℎ
 

= lim
ℎ→0

sin 𝑥 (cos ℎ − 1)

ℎ
+ lim

ℎ→0

cos 𝑥 sin ℎ

ℎ
= 𝐜𝐨𝐬 𝒙                                                  

𝑥0و  را 𝑓تابع  (:چپ و مشتق راست)مشتق  تعریف ∈ 𝐷𝑓  درنظر بگیرید. مشتق چپ و راست تابع𝑓  در نقطه 

 𝑥 = 𝑥0 شودبصورت زیر تعریف می: 

𝑓 ′
+
( 𝑥0) = lim

𝑥→𝑥0+

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
= lim

ℎ→0+

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
    ,              

𝑓 ′
−
( 𝑥0) = lim

𝑥→𝑥0−

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
= lim

ℎ→0−

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
  .                

 :باشدبرابراگر در این نقطه دارای مشتق راست ومشتق چپ  هستدارای مشتق 𝑥0 رادر یک نقطه مانند  𝑓 تابع تذکر:

 𝑓′
−
(𝑥0) = 𝑓′

+
(𝑥0) = 𝑓′(𝑥0) 

 زیرا: پیوسته است. 𝑥0 آنگاه در  دارای مشتق باشد، (𝑎،𝑏)بازه از 𝑥0 در نقطه 𝑓اگر تابع  :نکته

lim
𝑥→𝑥0

[𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)] = lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
× (𝑥 − 𝑥0)

= lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
× lim

𝑥→𝑥0
(𝑥 − 𝑥0) = 𝑓′(𝑥) × 0 = 0 

limکه: یعنی داریم
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) پس تابع𝑓 در 𝑥0.پیوسته است  

𝑓(𝑥)برای مثال تابع .مطلب بالا در حالت کلی درست نیستاما عکس  = |𝑥| در نظر بگیرید.را در نقطه صفر  

 . ست پس در صفر هم پیوسته است سته امیدانیم که تابع قدر مطلق همواره پیو

𝑓(𝑥)اما تابع  = |𝑥|زیرا:، در صفر مشتق پذیر نمی باشد 

2 1 1 2
x
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𝑓′
+
( 0) = lim

∆𝑥→0+

𝑓(0 + ∆𝑥) − 𝑓(0)

∆𝑥
= lim

∆𝑥→0+

𝑓(∆𝑥) − 𝑓(0)

∆𝑥
= lim

∆𝑥→0+

|∆𝑥|

∆𝑥
= lim

∆𝑥→0+

∆𝑥

∆𝑥
= 1          

𝑓′
−
( 0) = lim

∆𝑥→0−

𝑓(0 + ∆𝑥) − 𝑓(0)

∆𝑥
= lim
∆𝑥→0−

𝑓(∆𝑥) − 𝑓(0)

∆𝑥
= lim
∆𝑥→0−

|∆𝑥|

∆𝑥
= lim
∆𝑥→0−

−∆𝑥

∆𝑥
= −1 

 که این یعنی این تابع در نقطه صفر مشتق پذیر نیست.

𝑓(𝑥)تابع  مثال: = |4 − 𝑥2| :را در نظر بگیرید 

 ؟پیوسته است 2،در نقطه𝑓(آیا تابع 1

𝑥 اط(آیا این تابع در نق2 = 𝑥و  2 =  مشتق پذیر است؟ 2−

4|حل: − 𝑥2| = 0     ⇒     𝑥 = ±2                                                                                                        

 :        پس

𝑓(𝑥) = {
𝑥2 − 4                  𝑥 ≥ 2
4 − 𝑥2      − 2 < 𝑥 < 2
𝑥2 − 4                 𝑥 ≤ −2

 

              lim
𝑥⟶2+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥⟶2+

𝑥2 − 4 = 0          ,         lim
𝑥⟶2−

𝑓(𝑥) =0   ,    𝑓(2) = 0 

𝑥 وقتی   𝑓تابع  →  همچنین در این نقطه تابع پیوسته است.  دارای حد است. 2

𝑥پیوستگی تابع در بطور مشابه  = 𝑥 نقطهدر مشتق پذیری آن را  حال .ثابت می شود 2− =  بررسی می کنیم: 2−

𝑓′
+
(−2) = lim

𝑥→−2+

𝑓(𝑥) − 𝑓(−2)

𝑥 + 2
= lim

𝑥→−2+

4 − 𝑥2 − 0

𝑥 + 2
= lim

𝑥→−2+
(2 − 𝑥) = 4      

  
 

𝑓′
−
(−2) = lim

𝑥→−2−

𝑓(𝑥) − 𝑓(−2)

𝑥 + 2
  = lim

𝑥→−2−

𝑥2 − 4 − 0

𝑥 + 2
= lim

𝑥→−2−
(𝑥 − 2) = −4           

𝑥 در نقطه 𝑓 یعنی تابع = 𝑥   این تابع در نقطهبه همین ترتیب نشان داده میشود که  مشتق ندارد2− = هم دارای مشتق  2

 نیست.

𝑥در  𝑓را طوری بیابید که تابع 𝑏 و 𝑎 مقادیر   مثال: =  مشتق پذیر باشد. 2

𝑓(𝑥) = {
𝑎𝑥 + 𝑏         𝑥 < 2
2𝑥2 − 1       𝑥 ≥ 2

 

 پس مشتق پذیر است یعنی در این نقطه پیوسته است. 2چون این تابع در نقطه  :حل
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)شرط پیوستگی lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) = 7   ,   lim
𝑥→2−

𝑓(𝑥) = 2𝑎 + 𝑏   ,   𝑓(2) = 7)   ⇒  2𝑎 + 𝑏 = 7   

𝑓′
+
(2) = lim

𝑥→2+

𝑓(𝑥) − 𝑓(2)

𝑥 − 2
= lim

𝑥→2+

2𝑥2 − 1 − 7

𝑥 − 2
= lim

𝑥→2+

2(𝑥2 − 4)

𝑥 − 2
= 8      

  
 

𝑓−(2) = lim
𝑥⟶2−

𝑎𝑥 + 𝑏 − 7

𝑥 − 2
= lim
𝑥⟶2−

𝑎𝑥 + 𝑏 − (2𝑎 + 𝑏)

𝑥 − 2
= 𝑎   ⇒     𝑎 = 8 

2𝑎 + 𝑏 = 7   ⇒    𝑏 = 7 − 2𝑎 = 7 − 16 = −9    ⇒    𝑏 = −9 

 جبری مشتقهامحاسبه 

 برای محاسبه مشتق ترکیب توابع می توانیم از قضایا زیر کمک بگیریم:

 مشتق پذیر باشند آنگاه داریم : 𝑔(𝑥)و  𝑓(𝑥)اگر توابع  قضیه:

′(𝑎𝑓)الف(         = 𝑎𝑓′                                      )ب(𝑓 ± 𝑔)′ = 𝑓′ ± 𝑔′          

′(𝑓𝑔)ج(     = 𝑓′𝑔 + 𝑔′𝑓                                  ) د(
𝑓

𝑔
)′ =

𝑓′𝑔−𝑔′𝑓 

𝑔2
 

𝑥در نقطه   𝑔(𝑥)اگر تابع  :)قاعده زنجیره ای مشتق( قضیه = 𝑎  مشتق پذیر باشد و𝑓(𝑥) در 𝑔(𝑎)  مشتق پذیر باشد آنگاه 

(𝑓𝑜𝑔)′(𝑎) = 𝑔′(𝑎)𝑓′(𝑔(𝑎)) 

𝑦(𝑥)در حالت کلی برای مشتق گیری تابع نکته:  = 𝑓(𝑔(𝑥))  از دستور𝑦′(𝑥) = 𝑔′𝑓′(𝑔(𝑥))   .استفاده میکنیم 

𝑦 تابع مشتق مثال: = sin(𝑥2 + 3𝑥)  برابراست با𝑦′ = (2𝑥 + 3) cos(𝑥2 + 3𝑥). 

𝑓(𝑥)مشتق اگر  مثال: = 𝑥( 1 − 𝑥)(2 − 𝑥)⋯ (𝑛 − 𝑥) اشد. آنگاه مطلوبست ب 𝑓′(0) ؟ 

𝑔(𝑥)برای حل  = ( 1 − 𝑥)(2 − 𝑥)⋯ (𝑛 − 𝑥)  در نظر میگیریم. پس𝑓(𝑥) = 𝑥 𝑔(𝑥)  حال به کمک قسمت ج قضیه

 را جایگذاری میکنیم. 0مشتق را محاسبه میکنیم و سپس 

  𝑓(𝑥) = 𝑥 𝑔(𝑥) →    𝑓′(𝑥) = 𝑔(𝑥) + 𝑥𝑔′(𝑥) → 𝑓′(0) = 𝑔(0) + 0 × 𝑔(0) = 𝑔(0) 

          𝑔(0) = 1 × 2 ×⋯× 𝑛 = 𝑛! →   𝑓′(𝑥) = 𝑛! 
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 جدول مشتق بعضی از توابع

 

 

 

 

 

 

مشتق داشته باشد ودر  (𝑎،𝑏اگر در هر نقطه از) گوییممشتق پذیر  [𝑎،𝑏]بازه   رد را 𝑓تابع  پذیری در یک بازه(:)مشتق  تعریف

 .از چپ مشتق داشته باشد 𝑏   از راست ودر نقطه 𝑎   نقطه

𝑓 ′
+
( 𝑎) = lim

𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
         ,        𝑓 ′

−
( 𝑏) = lim

𝑥→𝑏−

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑏)

𝑥 − 𝑏
             

 مشتق گیری از توابع نمایی 

𝑦برای مشتق گیری از توابع به فرم نمایی یا توابع به فرم  = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)  از تابع ،ln  استفاده میکنیم. قبل از بیان نحوه کار

 کینم:تابع لگاریتم طبیعی را مرور میبعضی از خواص 

𝑖) ln 𝐴𝑛 = 𝑛 ln 𝐴,                   𝑖𝑖) ln 𝐴𝐵 = ln 𝐴 + ln𝐵 ,             𝑖𝑖𝑖) ln
𝐴

𝐵
= ln𝐴 − ln𝐵. 

lnاز طرفی می دانیم مشتق تابع   𝑈(𝑥)   برابر هست با
𝑈′(𝑥)

𝑈(𝑥)
. اکنون به کمک این اطلاعات به آسانی متوانیم مشتق توابع نمایی   

 می گیریم و سپس مشتق می گیریم. به مثالهای زیر دقت کنید. lnو امثالهم را حساب کنیم. برای اینکار ابتدا از طرفین  

𝑦تابع  مشتق مثال: = 𝑎𝑥 .را بیابید 

𝑦 = 𝑎𝑥  
ln
→   ln 𝑦 = 𝑥 ln 𝑎  

مشتق میگیریم
→       

𝑦′

𝑦
= ln 𝑎 → 𝑦′ = 𝑦 ln 𝑎 → 𝑦′ = 𝑎𝑥 ln 𝑎 

𝑦تابع  مشتق مثال: = 𝑢𝑣  که در آن𝑢  و𝑣  توابعی از𝑥  را بیابید.هستند 

𝑦 = 𝑢𝑣  
ln
→   ln 𝑦 = 𝑣 ln 𝑢  

مشتق میگیریم
→       

𝑦′

𝑦
= 𝑣′ ln 𝑢 + 𝑣

𝑢′

𝑢
→ 𝑦′ = 𝑦 (𝑣′ ln 𝑢 + 𝑣

𝑢′

𝑢
) 

𝒉′ 𝒉(𝒖) 
𝑛𝑢′𝑢𝑛−1 𝑢𝑛 
𝑢′𝑒𝑢 𝑒𝑢 

𝑢′ cos 𝑢  sin 𝑢 
−𝑢′sin 𝑢 cos 𝑢 

𝑢′

𝑢
 

ln 𝑢 

𝑢′(1 + tan2 𝑢) tan 𝑢 

−u′(1 + cot2 𝑢) cot 𝑢 

𝑢′sec 𝑢 tan 𝑢  sec 𝑢 

𝒇′(𝒙) 𝒇(𝒙) 
𝑛𝑥𝑛−1 𝑥𝑛 
𝑒𝑥 𝑒𝑥 

cos 𝑥  sin 𝑥 
−sin 𝑥 cos 𝑥 
1

𝑥
 

ln 𝑥 

1 + tan2 𝑥 tan 𝑥 

−(1 + cot2 𝑥) cot 𝑥 

sec 𝑥 tan 𝑥  sec 𝑥 
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→ 𝑦′ = 𝑢𝑣 (
𝑣′𝑢 ln 𝑢 + 𝑣𝑢′

𝑢
)                                                      

 نکته: از این تکنیک برای مشتق توابعی که به شکل حاصلضرب چندین توابع توان دار هست میتوانید استفاده کنید.

𝑦(𝑥)تابع  مثال: =
(𝑥+2)3(𝑥2+1)

1
5

(𝑥+4𝑥+1)3
 . 𝑦′(0)در نظر بگیرید مطلوبست   

𝑦 =
(𝑥 + 2)3(𝑥2 + 1)

1
5

(𝑥2 + 4𝑥 + 1)3
 
ln
→   ln 𝑦 = 3 ln(𝑥 + 2) +

1

5
ln(𝑥2 + 3) − 3 ln(𝑥2 + 4𝑥 + 1)

مشتق میگیریم
→        

𝑦′

𝑦
=

3

𝑥 + 2
+

2𝑥

5(𝑥2 + 3)
−

3(2𝑥 + 4)

𝑥2 + 4𝑥 + 1
→ 𝑦′ = 𝑦 (

3

𝑥 + 2
+

2𝑥

5(𝑥2 + 3)
−

3(2𝑥 + 4)

𝑥2 + 4𝑥 + 1
) 

𝑦′(0)قرار میدهیم  0 در رابطه اخیر 𝑥 حال به جای = 𝑦(0) (
3

2
+ 0 −

3×4

1
) = 8 ×

−21

2
= −84. 

 مشتق گیری ضمنی :

𝑦در توابعی مانند  =  𝑥7+5𝑥3 + 2𝑥 +  اما در توابعی مانند تعریف شده است. 𝑥بطور مشخص بر حسب  𝑦تابع،  4

 𝑥 + 𝑦3𝑥3+𝑦2𝑥4+5𝑦𝑥6 = از مشتق مشتق گیری این توابع برای ،تعریف گردیده است  𝑥در ضمن  𝑦شود کهگفته می 4

 گیری ضمنی استفاده میکنیم.

𝑦 تابع دیکن فرض = 𝑓(𝑥)   به صورت ضمنی𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑐   که باشدمطرح شده ،𝑧 = 𝐹(𝑥, 𝑦)  است که  رهیدو متغ یتابع

′𝑦می باشد. در اینصورت  یقیحق یعدد 𝑐 مشتق پذیر است.   𝑥 نسبت به = −
𝐹𝑥

𝐹𝑦
 مشتق تابع 𝐹𝑥که در آن  

 𝑧 = 𝐹(𝑥, 𝑦)  نسبت𝑥   با فرض ثابت بودن𝑦    و نیز𝐹𝑦   مشتق تابع𝑧 = 𝐹(𝑥, 𝑦)  نسبت𝑦   با فرض ثابت بودن𝑥. 

𝑥فرض کنیم  مثال: + 𝑦3𝑥3+𝑦2𝑥4+5𝑦𝑥6 =  را بیابید.  𝑥نسبت به  ضمنی این تابع را باشد . مشتق  4

𝑥در اینجا  + 𝑦3𝑥3+𝑦2𝑥4+5𝑦𝑥6 − 4 =  پس    0

𝑦′ = −
𝐹𝑥
𝐹𝑦

= −
1 + 3𝑦3𝑥2 + 4𝑦2𝑥3 + 30𝑦𝑥5

3𝑦2𝑥3 + 2𝑦𝑥4 + 5𝑥6
 

 اگر نمی خواستیم از رابطه بالا استفاده کنیم بصورت زیر عمل می کردیم:

⇒   3𝑦2𝑥3𝑦′+3𝑦3𝑥2+2𝑦𝑥2𝑦′ + 4𝑦2𝑥3 + 5𝑥6𝑦′+30𝑦𝑥5 + 1 = 0 

⇒  𝑦′ = −
1+3𝑦3𝑥2 + 4𝑦2𝑥3 + 30𝑦𝑥5

  3𝑦2𝑥3+2𝑦𝑥4+5𝑥6
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𝑦2 معادله خطوط قائم و مماس بر خم  تمرین:  − 6𝑥2 + 4𝑦 + 19 = 𝐴|1را در نقطه  0
 بیابید. 2

 حل:

𝑦′ = −
−12𝑥

2𝑦 + 4
=

6𝑥

𝑦 + 2

𝐴|1 نقطه در
2

→     𝑦′ =  شیب خط  4

𝑦 − 1 = 4(𝑥 − 2) → 𝑦 = 4𝑥 − 7               → 𝑚 = 4 → 𝑚 ∙ 𝑚′ = −1 → 𝑚′ = −
1

4
 

𝑦 − 1 = −
1

4
(𝑥 − 2) → 𝑦 = −

1

4
𝑥 +

3

2
                                                                                      

 مشتق توابع معکوس:

𝑦در این قسمت نحوه محاسبه مشتق تابع معکوس را تشریح خواهیم کرد. فرض کنیم بخواهیم مشتق تابع  = f−1(𝑥)   را پیدا

𝑦دانیم اگر می کنیم. = f−1(𝑥)  انگاه𝑥 = 𝑓(𝑦)  اکنون از طرفین این رابطه نسبت به𝑥 گیریم. پس داریممشتق می 

𝑦 = f−1(𝑥) → 𝑥 = 𝑓(𝑦)  
مشتق طرفین
→       1 = 𝑦′𝑓′(𝑦) → 𝑦′ =

1

𝑓′(𝑦)
 

 جایگزین کنیم. 𝑥را  برحسب  𝑓′(𝑦)کینم معادل در ادامه سعی می

𝑦مشتق توابع معکوس  مثال : = sin−1 𝑥 .را بیابید 

𝑦 = sin−1 𝑥 → 𝑥 = sin 𝑦 → 1 = 𝑦′ cos 𝑦 → 𝑦′ =
1

cos 𝑦
 

cosاکنون کافی هست معادل  𝑦   را بر حسب𝑥  دانیم جایگزین کنیم. میcos 𝑦 = √1 − 𝑠𝑖𝑛2𝑦 از طرفی داشتیم 

 𝑥 = sin 𝑦  پسcos 𝑦 = √1 − 𝑥2 حال با جانشانی این مقدار در .𝑦′ =
1

cos𝑦
′𝑦داریم   =

1

√1−𝑥2
 . بنا بر این  

𝑦 = sin−1 𝑥 → 𝑦′ =
1

√1 − 𝑥2
 

𝑦مشتق توابع معکوس  تمرین: = cos−1 𝑥       ،𝑦 = tan−1 𝑥       و𝑦 = sec−1 𝑥  .را بیابید 

 در نقطه 𝑓−1(𝑥)( و ناصفر باشد. آنگاه تابع 1-1پیوسته ، یک به یک ) 𝑎در یک همسایگی نقطه  𝑓(𝑥)اگر تابع نکته: 

 𝑏 = 𝑓(𝑎)  یا𝑎 = 𝑓−1(𝑏)       :مشتق پذیر بوده و داریم 

(𝑓−1)′(𝑏) =
1

𝑓′(𝑎)
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𝑓(𝑥)تابع    مثال : = 𝑥3 + 2𝑥 + 𝑓(−1)و   موجود هست 5 =  .  (2)′(𝑓−1)مطلوبست  2

 مطابق دستور بالا داریم

(𝑓−1)′(2) =
1

𝑓′(−1)
=

1

3𝑥2 + 2|𝑥=−1
=
1

5
 

𝑦تابع  مشتق توابع پارامتری: = 𝑓(𝑥)  در نظر بگیرید. اگر𝑥  و𝑦   خود توابعی بر حسب𝑡  باشند مثلا𝑥 = 𝜑(𝑡) و 

 𝑦 = 𝜓(𝑡) آنگاه برای محاسبه مشتق تابع .𝑓  نسبت به𝑥 گیریم. از دستور زیر کمک می 

𝑦′(𝑥) =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦
𝑑𝑡
𝑑𝑥
𝑑𝑡

=
𝜓′(𝑡)

𝜑′(𝑡)
 

𝑥اگر  مثال: = sin 2𝑡   و𝑦 = 2 sin 𝑡  آنگاه مطلوبست . باشد𝑦′. 

𝑦′ =
(2 sin 𝑡)′

(sin 2𝑡)′
=

2 cos 𝑡

2 cos 2𝑡
=

 cos 𝑡

 cos 2𝑡
 

 تابع برابر مقدار ثابتی باشد آنگاه مشتق آن دو تابع برابرهست.هر گاه تفاضل دو نکته: 

𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) = 𝑐 → 𝑓′(𝑥) = 𝑔′(𝑥) 

,𝒂]بر  𝒇فرض کنید تابع  𝒃] :تعریف شده باشد 

𝛿نسبی  است اگر  𝑚𝑖𝑛دارای  𝑐ر نقطه د 𝑓 تابع (1 >    ای باشد 0

𝑥که به ازای هر  ∈ (𝑐 − 𝛿, 𝑐 + 𝛿)  داشته باشیم : 

𝑓(𝑐) ≤ 𝑓(𝑥) 

𝛿نسبی دارد اگر  𝑐 ،𝑚𝑎𝑥در نقطه 𝑓تابع  (2 > 𝑥 ای باشد که به ازای هر  0 ∈ (𝑐 − 𝛿, 𝑐 + 𝛿)داشته باشیم: 

𝑓(𝑐) ≥ 𝑓(𝑥) 

𝑑 ،minدر قلمرو خود در نقطه 𝑓 تابع (3 𝑓(𝑑)    داشته باشیم 𝑓 از قلمرو 𝑥مطلق دارد اگر به ازای هر      < 𝑓(𝑥) 

𝑠، maxدر نقطه 𝑓 تابع (4 𝑓(𝑥):     از قلمروتابع داشته باشیم 𝑥 دارد اگر به ازای هر مطلق           < 𝑓(𝑠) 
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,𝑎]در بازه بسته  𝑓اگر تابع  مقدار اکسترمم: قضیه 𝑏]  ،آنگاه  پیوسته باشد𝑓  هم دارای𝑚𝑎𝑥  مطلق است وهم داری𝑚𝑖𝑛 

 است.  مطلق

,𝑐∃به عبارت دیگر  𝑑 ∈ [𝑎, 𝑏]   بطوریکه 𝑓(𝑑) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑐)   در اینجا𝑓(𝑑)  مینمم مطلق و𝑓(𝑐) ،  ماکزیمم مطلق

 هست.

 

 

  

𝑓′(𝑐)دارای ماکزیمم و یا مینمم نسبی باشد آنگاه   𝑐در نقاط  𝑓اگر تابع ماکزیمم و مینمم نسبی:  قضیه = 0. 

 تعیین ماکزیمم و یا مینمم نسبی با استفاده از مشتق دوم:

𝑓′(𝑥)ریشه تابع   𝑐 موجود باشد. اگر نقطه    𝑓تابع فرض کنیم مشتق اول و دوم : قضیه =  𝑐در نقطه    𝑓باشد. آنگاه تابع   0

𝑓′′(𝑐)ماکزیمم نسبی هست هرگاه دارای  ≤ 𝑓′′(𝑐)مینمم نسبی هست هرگاه دارای  𝑐در نقطه   𝑓و همچنین تابع  0 ≥ 0  . 

𝑓(𝑥)نقاط اکسترمم توابع     مثال: = 𝑥2 + 2𝑥 + 𝑔(𝑥)و   3 = 2−𝑥2 .را مشخص کنید 

𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 2𝑥 + 3 → 𝑓′(𝑥) = 2𝑥 + 2 = 0 → 𝑥 = −1,   𝑓′′(𝑥) = 2 → 𝑓′′(−1) ≥ 0 → 𝑥

= 1 𝑀𝑖𝑛, 

𝑔(𝑥) = 2 − 𝑥2 → 𝑔′(𝑥) = −2𝑥 = 0 → 𝑥 = 0,   𝑓′′(𝑥) = −2 → 𝑓′′(0) ≤ 0 → 𝑥 = 0 𝑀𝑎𝑥 

 مطلق دارد به شیوه زیر عمل میکنیم : 𝒎𝒊𝒏 مطلق و 𝒎𝒂𝒙در آنها  𝒇برای تعیین نقاطی که

 کنیم. بحرانی حساب می نقاطرا در  𝑓مقادیر  را می یابیم و 𝑓بحرانی تابع نقاط (1

,𝑎)یعنی انتهاییرا در دو نقطه 𝑓 مقادیر (2 𝑏.محاسبه می کنیم) 

 می نامیم. 𝑓مطلق تابع  𝑚𝑎𝑥 مطلق تابع وبیشترین مقدار را، 𝑚𝑖𝑛را 2و1کمترین مقدار  (3

𝑐نقطه   )نقطه بحرانی(: تعریف ∈ 𝐷𝑓  را نقطه بحرانی تابع𝑓  گویند هرگاه 𝑓 ′(𝑐) = 𝑓یا   0 ′(𝑐) .تعریف شده نباشد    

𝑓(𝑥)مطلق تابع 𝑚𝑎𝑥 و 𝑚𝑖𝑛 مثال: = (𝑥 + 1)
2

 را بیابید. [2,1−] در بازه 3

 پیوسته است. پس قضیه مقدار اکسترمم قابل استفاده است. داریم: [2,1−]بر 𝑓تابع  حل:
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𝑓′(𝑥) =
2

3

1

(𝑥 + 1)
1
3

 

 می باشد. 1-دارای تنها یک نقطه بحرانی  𝑓پس تابع 

𝑓(−2) = √(−2 + 1)2
3

= 1, 𝑓(1) = √(1 + 1)2
3

= √4
3

, 𝑓(−1) = √(−1 + 1)2
3

= 0      

4√مطلق دارد که  𝑚𝑎𝑥،1و در   مطلق دارد که صفر است 𝑚𝑖𝑛،1-در 𝑓 تابع 
 می باشد. 3

𝑓(𝑥)نقاط بحرانی تابع  مثال: = √1 − 𝑥2 بیابید؟ [0,1]را در بازه 

f(x) = √1 − 𝑥2  → 𝑓′(𝑥) =
−2𝑥

2√1 − 𝑥2
=

−𝑥

√1 − 𝑥2
= 0 → 𝑥 = 0 

𝑓 تابعاز طرفی  ′(𝑐)   1−تعریف شده نیست اما  1±در ∈ 𝐷𝑓 پس نقاط بحرانی تابع فوق عبارتند از𝑥 = 𝑥    و  0 = 1. 

ℎ(𝑥)بحرانی تابع نقاط مثال: = 𝑥
6

5 − 12𝑥
1

 را بیابید. 5

ℎ′(𝑥)       حل =
6

5
𝑥
1

5 −
12

5
𝑥
−4

5 =
1

𝑥
4
5

[
6

5
𝑥 −

12

5
] 

𝑥در  ℎپس تابع  =  است. ℎیک نقطه بحرانی تابع 0مشتق ندارد. بنابر این  0

ℎ′(𝑥) = 0   ⇒    
0

5
𝑥 −

12

5
= 0    ⇒    𝑥 = 2 

 باشند.یم ℎبحرانی تابع نقاط {0,2}پس مجموعه

𝑓(x)    بحرانی توابع نقاطمطلوب است تعیین   :تمرین  = sin38xوℎ(𝑥) = sin 2𝑥 cos 2𝑥     

 http://tutorial.math.lamar.edu/Classes/CalcI/CriticalPoints.aspxمثالهی بیشتر 

𝒙در نقطه   𝒇(𝒙)حالتهایی که تابع = 𝒙𝟎 باشد:مشتق پذیر نمی 

1- 𝑓′(𝑥) = ∞ 

𝑓′+(𝑥0)مشتق چپ و راست موجود ولی برابر نیست  -2 ≠ 𝑓′−(𝑥0) 

 تعریف شده باشد ولی پیوسته نباشد. 𝑥0در یک همسایگی  نقطه   𝑓(𝑥)تابع -3

 . نباشدتعریف شده  𝑥0در یک همسایگی  نقطه   𝑓(𝑥)تابع -4

 دو تعریف زیر را داریم: 2در حالت دوم 

http://tutorial.math.lamar.edu/Classes/CalcI/CriticalPoints.aspx
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در نقطه   𝑓(𝑥)تابعهر گاه مشتق چپ و راست موجود باشند ولی برابر نباشد آنگاه  (:corner point )نقطه زاویه دار تعریف

𝑥0  دارای دو مماس هست. در این حالت به نقطه𝑥0  نقطه زاویه دار تابع𝑓(𝑥)   .گویند 

در نقطه   𝑓(𝑥)تابعآنگاه  ،باشند)مختلف العلامه( هر گاه مشتق چپ و راست بی نهایت  (:cusp point )نقطه بازگشت تعریف

𝑥0  دارای مماس  موازی محور𝑦  ها هست. در این حالت به نقطه𝑥0  نقطه بازگشت تابع𝑓(𝑥)   .گویند 

𝒙نقطه  مثال: = 𝑓(𝑥)نقطه زاویه دار تابع  𝟐 = |𝑥3 −  باشد.می |8

𝑓(𝑥) =  {𝑥
3 − 8      𝑥 ≥ 2
8 − 𝑥3      𝑥 < 2

       → 𝑓′(𝑥) = { 3𝑥
2   𝑥 ≥ 2

−3𝑥2  𝑥 < 2
  

𝑓′+(2)چون  ≠ 𝑓′−(2)  پس این تابع در نقطه𝒙 = ′𝑓مشتق ندارد.از طرفی  𝟐
+
(2) = ′𝑓و  12

−
(2) = به نقطه  12−

𝒙 =  نقطه زاویه دار یا گوشه گویند. 𝟐

𝒙نقطه  مثال: = 𝑓(𝑥)تابع بازگشت نقطه  𝟎 = √𝑥2
3

 باشد.می 

𝑓′(𝑥) =
2

3

1

𝑥
1
3

    → lim
𝑥→0+

𝑓′(𝑥) = lim و ∞+
𝑥→0−

𝑓′(𝑥) = −∞ 

 

 Rolle’s Theorem          کنید کهفرض    ) یا رول( ل:رُ قضیه

,𝑎]بازه بسته  در𝑓 تابع -1 𝑏] .پیوسته باشد 

,𝑎)بازه باز    در 𝑓تابع -2 𝑏) .مشتق پذیر باشد 

𝑓(𝑎)اگر  -3 = 𝑓(𝑏)  آنگاه∃𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏)   هست که 𝑓′(𝑐) = 0. 

,𝑎]در بازه بسته   𝑓بعبارت دیگر اگر تابع  𝑏] پیوسته و در بازه باز (𝑎, 𝑏) نقطه  مانند مشتق پذیر باشد آنگاه حداقل یک 𝑐 در بازه 

𝑎, 𝑏 وجود دارد که مشتق 𝑓  مماس بر منحنی در نقطه  آن صفر هست، یعنیدر  (𝑐, 𝑓(𝑐))مماس در  ) دارای شیب صفر است

,𝑐)نقطه  𝑓(𝑐))   موازی با محور 𝑥 ها است). 

یک چند جمله ای یک ریشه مشتق آن   بود که نشان داد بین هر دو ریشهاستفاده مهمی که میشل رُل از قضیه خود کرد آن نکته: 

 (Michel Rolle was a French mathematician )وجود دارد.

𝑥3نشان دهید که معادله  مثال : + 2𝑥 + 𝑘 =  .ثابت است(عدد  𝑘 تواند بیش از یک ریشه حقیقی داشته باشد) نمی 0

𝑥2 از یک ریشه باشد)فرض خلف(وفرض می کنیم معادله بالا دارای بیش  حل: ≠ 𝑥1 دو ریشه متفاوت آن باشند و𝑥2 > 𝑥1 تابع .

𝑓(𝑥) = 𝑥3 + 2𝑥 + 𝑘 .را در نظر میگیریم 
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,𝑥2]بر 𝑓تابع   𝑥1]  پیوسته است و همچنین این تابع در فاصله[𝑥2. 𝑥1] .از طرفی  مشتق پذیر است𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) و0 = 0 

𝑐پس بنا به قضیه رل باید ∈ (𝑥1, 𝑥2) ه ای باشد ک𝑓′(𝑐) = 3𝑐2یعنی  0 + 2 = که هرگز چنین نمی شود ویک تناقض  0

 حد اکثر دارای یک ریشه می باشد. 𝑓 فرض دارا بودن بیش از یک ریشه نادرست بوده وبالطبع  است.

4𝑥5+3𝑥3 نشان دهید معادله  مثال: + 3𝑥 − 2 =  دقیقا دارای یک ریشه است.0

𝑓(𝑥) دهیم قرار می حل: = 4𝑥5+3𝑥3 + 3𝑥 − 𝑓(1). داریم:2 = 8 > 0   , 𝑓(0) = −2 < 0 

𝑓(0)چون  < 𝑘 = 0 < 𝑓(1) پس𝑡 ∈ 𝑓(𝑡)هست کهقضیه بولزانو یا  ای بنا به قضیه مقدار میانی (0.1) = 𝑘 = پس 0

𝑥1دارای بیش از یک ریشه باشد)فرض خلف(و(0,1) در  𝑓اگر تابع  .ریشه دارد (0,1) در  𝑓تابع  ≠ 𝑥2  دو تا از آنها باشند

𝑥1و < 𝑥2  فرض می شود تابع𝑓 بر[𝑥1. 𝑥2]بر) پیوسته و𝑥1, 𝑥2) و مشتق پذیر باشد𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2)،بایستی . بنا به قضیه رل 

 𝑡 ∈ 𝑓′(𝑡)ای باشد که (0,1) = 20𝑥4یعنی 0 + 9𝑥2 + 3 =  پس فرض خلف باطل و که این امر غیر ممکن است. 0

 ریشه دارد.بنابر این معادله بالا دقیقا یک  معادله بیش از یک ریشه ندارد.

𝑓(𝑎)و مشتق پذیر باشند[𝑎،𝑏] بر 𝑔و 𝑓فرض کنید دو تابع   مثال : = 𝑔(𝑎)و  𝑓(𝑏) = 𝑔(𝑏) ثابت کنید  𝑐  ای وجود دارد

𝑐 که ∈ (𝑎, 𝑏)بطوری که 𝑓′(𝑐) = 𝑔′(𝑐). 

ℎ(𝑥)را تعریف می کنیم: ℎتابع جدید  حل: = 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥).  به وضوح تابعℎ بر(𝑎. 𝑏) زیرا باشدمشتق پذیر می پیوسته و( 𝑓 

ℎ(𝑎)  برابر است با:ℎ(𝑎) یعنی𝑎 درℎ ومقدار  هم پیوسته و هم مشتق پذیرند( 𝑔و = 𝑓(𝑎) − 𝑔(𝑎) = و به همین 0

ℎ(𝑏) ترتیب: = 𝑓(𝑏) − 𝑔(𝑏) = 𝑐∃ ،رل قضیهپس بنابر 0 ∈ (𝑎. 𝑏) هست که ℎ′(𝑐) =  یعنی 0

 𝑓′(𝑐) − 𝑔′(𝑐) = 0 →    𝑓′(𝑐) = 𝑔′(𝑐). 

 Lagrange’s Mean Value Theoremیا      Mean Value Theorem :)لاگرانژ( مقدار میانگین قضیه

.𝑎]یک تابع حقیقی بر 𝑓فرض کنید  𝑏]باشد و                                   

,𝑎] بر 𝑓 الف( 𝑏] پیوسته باشد 

,𝑎)بر 𝑓 ب( 𝑏) مشتق پذیر باشد 

𝑐∃آنگاه  ∈ (𝑎, 𝑏) :ای است که 

𝑓′(𝑐) =
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
 

 را بصورت زیر تعریف میکینم.   ℎاثبات: برای اثبات تابع 
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ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) −
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
𝑥 

پیوسته و مشتق پذیرند. از طرفی  ℎپیوسته و مشتق پذیرند پس تابع  𝑓(𝑥)و اینکه طبق فرض قضیه تابع  ℎبا توجه به تعریف 

ℎ(𝑎) = ℎ(𝑏)  :پس شرایط قضیه رل برقرار هست بنابر این داریم 

∃𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) ℎ′(𝑐) = 0 → 𝑓′(𝑐) −
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
= 0 → 𝑓′(𝑐) =

𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
 

  قبلا کشف شده بود. Bhaskaraاین قضیه توسط ریاضیدان هندی باسکارا  نکته :

sin|نشان دهید که  𝑥2و    𝑥1برای هر دو عدد حقیقی   مثال : 𝑥2 − sin 𝑥1| ≤ |𝑥2 − 𝑥1|. 

𝑓(𝑥)را  𝑓(𝑥)حل: تابع  = sin 𝑥  در نظر میگیریم . واضح هست که این تابع در بازه(𝑥1, 𝑥2)  .پیوسته و مشتق پذیر هست

 پس .بنابر این شرایط قضیه مقدار میانگین برقرار هست

∃ 𝑐 ∈ (𝑥1, 𝑥2)  
𝑀𝑉𝑇
→   𝑓′(𝑐) =

sin 𝑥2 − sin 𝑥1
𝑥2 − 𝑥1

= cos 𝑐 ,         

|می دانیم که  )گیریم حال از طرفین رابطه بالا قدر مطلق می cos 𝑐 | ≤  پس(  1

|
sin 𝑥2 − sin 𝑥1

𝑥2 − 𝑥1
| = |cos 𝑐| ≤ 1        →   | sin 𝑥2 − sin 𝑥1 | ≤ |𝑥2 − 𝑥1| 

𝑓′(𝑥)فرض کنید   مثال: = 0 ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] نشان دهید که .𝑓(𝑥)  در بازه[𝑎, 𝑏]  .یک تابع ثابت است 

,𝑎]رد 𝑓(𝑥)فرض کنید 𝑏]  ثابت نباشد پس مثلا𝑥2, 𝑥1 در بازه [𝑎, 𝑏] بطوریکه موجودند 𝑓(𝑥1) ≠ 𝑓(𝑥2)  مثلا فرض(

𝑥2میکنیم < 𝑥1) تابع 𝑓  بر(𝑥2, 𝑥1) مشتق پذیر است بنا به قضیه مقدار میانگین،و  پیوسته 𝑐 ∈ (𝑥2, 𝑥1)  موجود است بطوری

 که 

𝑓′(𝑐) =
𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥1)

𝑥2 − 𝑥1
 

𝑓′(𝑐).چون = 0 اریمد  0 =
𝑓(𝑥2)−𝑓(𝑥1)

𝑥2−𝑥1
بنابر  .باشدیک تناقض میبنابر این می دانیم که سمت راست مخالف صفر است که  . 

,𝑎]بر 𝑓 ن تابعای 𝑏] .ثابت است 

𝑓(𝑥)فرض کنید  مثال: = 𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥  بر[−𝜋, 𝜋]نشان دهید به ازای هر .𝑥 از[−𝜋, 𝜋]م  داری𝑓(𝑥) = 1. 

𝑓′(𝑥)حل: = 2𝑠𝑖𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 − 2𝑐𝑜𝑠𝑥𝑠𝑖𝑛𝑥 = 0        ⇐       

𝑓′(𝑥) داریم که:𝑥 یعنی به ازای هر  = ,𝜋−].پس بنا به مثال قبل ،تابع بر0 𝜋] یک تابع ثابت است. حال داریم: 
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𝑓(0) = 𝑠𝑖𝑛20 + 𝑐𝑜𝑠20 = 1      ⇒       𝑓(𝑥) = 1 

𝑓(𝑥)بنابر این  = ,𝜋−]از  𝑥به ازای هر  1 𝜋] 

 است. زوج 𝑓فرد باشد آنگاه  ′𝑓 اگراست و بالعکس یعنی فرد  ′𝑓زوج باشد آنگاه  𝑓 اگر تابع :1تمرین

,𝑎نشان دهید به ازای هر        :2تمرین 𝑏 ∈ [−𝜋
3
,
𝜋

3
tan|داریم  [ 𝑎 − tan 𝑏| ≤ 4|𝑎 − 𝑏|. 

,𝑎نشان دهید به ازای هر        :3تمرین 𝑏    با فرض𝑎 < 𝑏  داریم
𝑏−𝑎

1+𝑏2
≤ |tan−1 𝑏 − tan−1 𝑎| ≤

𝑏−𝑎

1+𝑎2
. 

}  𝑥 ∀داری خاصیت  𝑓تابع  :4تمرین
𝑓(0) = 0

𝑓′(𝑥) =
𝑥2

1+𝑥2

𝑥 ∀هست نشان دهید   ∈ (0, 𝑥)   0 < 𝑓(𝑥) < 𝑥. 

 Cauchy's mean-value Theorem        :کوشی قضیه

,𝑎]در فاصله  𝑔(𝑥)و  𝑓(𝑥)اگر تابع   𝑏] پیوسته و در فاصله(𝑎, 𝑏)  .مشتق پذیر باشد 

 وجود دارد بطوریکه 𝑐آنگاه حداقل یک نقطه مانند 

∃𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏)     
𝑓′(𝑐)

𝑔′(𝑐)
=
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)
 

 

 

 را بصورت زیر تعریف میکینم.   ℎبرای اثبات تابع اثبات: 

ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) −
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)
(𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑎)) 

پیوسته و مشتق پذیرند.  ℎپیوسته و مشتق پذیرند پس تابع   𝑔(𝑥)و  𝑓(𝑥)و اینکه طبق فرض قضیه توابع  ℎبا توجه به تعریف 

ℎ(𝑎)از طرفی  = ℎ(𝑏) =  بنابر این داریم  پس شرایط قضیه رل برقرار هست 0

∃𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) ℎ′(𝑐) = 0 → 𝑓′(𝑐) − 0 −
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)
𝑔′(𝑐) = 0 →

𝑓′(𝑐)

𝑔′(𝑐)
=
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑔(𝑏) − 𝑔(𝑎)
 

 قاعده هوپیتال یا قضیه هوپیتال برگفته از این قضیه می باشد.نکته: 
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 مشتقدیگری از کاربردهای 

 minو  maxخط مشی کلی برای حل مسایل 

 کنیم.مناسبی برای ثابتها و متغیرها انتخاب میشکل رسم می کنیم و حروف  -1

 بیابیم می نویسم. min و یا  maxمعادله ای برای کمیتی که میخواهیم  -2

 کنیم.نقاط بحرانی و نقاط انتهایی را آزمایش می -3

 سانتی متر در اختیار ماست می خواهیم با آن مستطیلی به 10سیمی به طول  مثال:

 گردد. maxرا طوری بیابید که مساحت مستطیل  𝑦و  𝑥درست کنیم.  𝑦و عرض  𝑥طول  

max 𝑠 = 𝑥𝑦 

2(𝑥 + 𝑦) = 10 → 𝑦 = 5 − 𝑥 → 𝑠 = 𝑥(5 − 𝑥) = 5𝑥 − 𝑥2 → 𝑠′ = 5 − 2𝑥 = 0 → 𝑥 =
5

2
 

𝑦پس  = 5 − 𝑥 → 𝑦 =
5

2
𝑠در نتیجه    =

25

4
= 6.25 𝑐𝑚2. 

 سانتیمتر می باشد . می خواهیم با آن  𝑎ورق حلبی مربع شکلی که هر ضلع آن  مثال:

  ،کنیمرا  جدا می  𝑥یک جعبه روباز بسازیم. از گوشه های آن مربع هایی به ضلع 

 چقدر باشد تا حجم مکعب ماکزیمم باشد.  𝑥کینم. مقدار لبه ها را خم می

 ارتفاع ×حجم جعبه:  مساحت قاعده 

𝑣(𝑥) = (𝑎 − 2𝑥)2𝑥 → 𝑣′ = −4(𝑎 − 2𝑥)𝑥 + (𝑎 − 2𝑥)2 = 0 

𝑣′(𝑥) = 𝑎2 − 8𝑎𝑥 + 12𝑥2 = 0 → 𝑥 =
𝑎

2
𝑥   و = 𝑎

6
     

𝑣 (
𝑎

2
) = 0, 𝑣 (

𝑎

6
) =  

2𝑎3

27
    

 محاط کرد 𝑅توان در یک کره به شعاع بمی را که ئحجم بزرگترین مخروط قا مثال:

ارتفاع(  ×= ) مساحت قاعده     حجم مخروطمی دانیم  را پیدا کنید. 
1

3
 

𝑣 =
1

3
𝜋𝑎2(𝑅 + 𝑥) =

1

3
𝜋(𝑅2 − 𝑥2)(𝑅 + 𝑥)       ⇒ 
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:        𝑣(𝑥) =
1

3
𝜋(𝑅 − 𝑥)(𝑅 + 𝑥)2      ⇒      𝑣′(𝑥) = −

1

3
𝜋(𝑅 + 𝑥)2 +

2

3
𝜋(𝑅 − 𝑥)(𝑅 + 𝑥) 

⇒   𝑣′(𝑥) =
1

3
𝜋(𝑅 + 𝑥)[−𝑅 − 𝑥 + 2𝑅 − 2𝑥] =

1

3
𝜋(𝑅 + 𝑥)(𝑅 − 3𝑥) 

𝑥 داریم که 𝑣′(𝑥)از =
𝑅

3
𝑥تنها دارای یک نقطه بحرانی  𝑣(𝑥)پس تابع . =

𝑅

3
 .می باشد 

𝑣′′(𝑥) =
1

3
𝜋(𝑅 − 3𝑥) − 𝜋(𝑅 + 𝑥) =

1

3
𝜋(𝑅 − 3𝑥 − 3𝑅 − 3𝑥) =

1

3
[−2𝑅 − 6𝑥] 

⇒   𝑣′′ (
𝑅

3
) =

𝜋

3
[−2𝑅 − 2𝑅] = −

4

3
𝜋𝑅 < 0 ,                 

𝑥در  𝑣(𝑥)پس  =
𝑅

3
 .باشدمطلق نیزمی 𝑚𝑎𝑥نسبی است. پس دارای  𝑚𝑎𝑥 یکدارای  تنها چون نسبی است و 𝑚𝑎𝑥دارای  

 :      بنابراین

     𝑣 (
𝑅

3
) =

1

3
𝜋 (𝑅2 −

𝑅2

9
) (

4

3
𝑅) =

1

3
𝜋 (

8

9
𝑅2) (

4

3
𝑅) =

32

81
  𝜋𝑅3 

 

 دیفرانسیل خطی سازی و 

𝑓′(𝑎)به کمک رابطه  =
𝑓(𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎)

ℎ
 :توانیم بنویسیم می 

𝑓(𝑎 + ℎ) = 𝑓(𝑎) + ℎ𝑓′(𝑎) 

 Linear Approximation تقریب خطی

𝑓(𝑥) ≈ 𝐿(𝑥) = 𝑓(𝑎) + 𝑓′(𝑎)(𝑥 − 𝑎) 

 

 راپیدا کنید. 9.1√مقدار تقریبی  9به کمک جذر :مثال

𝑓(𝑥)حل: در اینجا  = √𝑥 گیریم و در نظر می𝑎 =  پس داریم:  9

𝑓(𝑥) = √𝑥 ≈ √9 +
1

2√9
(𝑥 − 9) → √9.1 = 3 +

0.1

6
= 3.01 

𝑓(𝑥)تابع خطی تقریب  مثال: = ln 𝑥  در نزدیکی نقطه𝑥 =  پیدا کنید. 1

𝐿(𝑥)با توجه به فرمول گفته شده  = 𝑓(𝑎) + 𝑓′(𝑎)(𝑥 − 𝑎) → 𝐿(𝑥) = 0 + (𝑥 − 1) = 𝑥 − 1 



 
      دانشگاه مازندران              منیری –اساتید جعفری                                    1ریاضی 37

𝑓(𝑥)پس تقریب خطی تابع  = ln 𝑥  نقطه در نزدیکی𝑥 = lnبه صورت  1 𝑥 ≈ 𝑥 −  خواهد بود. 1

𝑎𝑛√نشان دهید مقدار تقریبی  تمرین : + 1
𝑛

≈ 𝑎 +
ℎ

𝑛 𝑎𝑛−1
         (𝑎 > 250√سپس به کمک آن مقدار تقریبی  (0

را  8

𝑓(𝑥)بیابید. )راهنمایی  = √𝑥
𝑛) 

 

𝑦فرض کنید  تعریف: = 𝑓(𝑥) در𝑥 = 𝑥0 گوییم تابع مشتق پذیر باشد، در این صورت می𝑦 = 𝑓(𝑥)  در نقطه𝑥 = 𝑥0 

𝑥دیفرانسیل پذیر هست و دیفرانسیل آن در نقطه  = 𝑥0 کنیم.را بصورت تعریف می 

𝑑𝑦 = 𝑓′(𝑥)𝑑𝑥 

تغییر کرده است. میزان تغییرات مساحت آن را  𝑑𝑟بر اثر حرارت شعاع آن به اندازه  𝑟به شعاع  یصفحه فلزی دایره شکل مثال:

 محاسبه کنید.

𝑠می دانیم مساحت دایره  = 𝜋𝑟2 کنیم حال برای محاسبه تغییرات مساحت دیفرانسیل آن را حساب می𝑑𝑠 = 2𝜋𝑟 𝑑𝑟. 

 فوت  2 به شکل مخروط وارون شده با سرعت مخزن یک :مثال 

 و شعاع  فوت 8 ارتفاع مخروط . می گردد تخلیه مکعب در ثانیه

 وقتی سطح آب(تغییر سرعت پائین آمدن آب) فوت هست. 4آن 

 را بیابید. می باشدفوت  6 که عمق آب  

 

حل:
ℎ1

ℎ
=

𝑟1

𝑟
       ⇒          

8

ℎ
=

4

𝑟
          ⇒          4ℎ = 8𝑟      ⇒    𝑟 =

ℎ

2
  

𝜐 حجم مخروط =
𝜋𝑟2ℎ

3
                  ⇐                  𝑣 =

𝜋ℎ3

12
       

𝑟=ℎ
2

←    

𝑑ℎ داریم از طرفی =?      ,     ℎ = 6     ,   𝑑𝑣 = 2          ⇐         

𝑣 =
𝜋ℎ3

12
      ⇒      𝑑𝑣 =

𝜋ℎ2

4
𝑑ℎ           ⇒         2 =

𝜋36 𝑑ℎ

4
 

⇒     2 = 9𝜋 𝑑ℎ         ⇒       𝑑ℎ =
2

9𝜋
  

 ارتفاع در هر دقیقه
2

9𝜋
 .است(فوت  6 پائین می آید)وقتی که ارتفاع آب فوت بر ثانیه  
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