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٢

نمی تواند آزمایشگر دلایلی به بنا کاربردی زمینه های دیگر و اعتماد قابلیت مباحث در اوقات از بسیاری
عبارتند دلایل این از برخی کند. مشاهده عمر طول آزمایش یک در را واحدها افتادگی کار از دقیق زمان
نبودن و عمر طول آزمایش تحت واحدهای بودن گران قطعات، همه به دسترسی عدم محدود، زمان از:

آزمایش. انجام برای کافی بودجه ی
n مثلا قطعه n کنید فرض می باشند. اهمیت حائز بسیار کردن سانسور عمل و سانسورشده نمونه های
خرابی زمان اولین است بدیهی بگیرند. قرار عمر طول آزمایش یک معرض در صفر زمان در لامپ
خرابی زمان دومین مشابهی بطور می باشد. t١:n ترتیبی آماره ی کوچکترین خود به خود شده مشاهده

آخر. الی همینطور و t٢:n از عبارتست شده مشاهده
سانسور نمونه گیری آنصورت در پذیرد، پایان خرابی امین r مشاهده ی از بعد عمر طول آزمایش اگر

از: بود خواهد عبارت سانسورشده نمونه ی و گرفت خواهد شکل راست از (II) دوم نوع شده ی

t١:n, t٢:n, . . . , tr:n r ≤ n

مشاهده را نقطه (n − r) نمی کنیم. مشاهده را نقطه tr+١:n, . . . , tn:n ما یعنی سانسورشده راست از
است. معروف نیز تعداد سانسور به سانسور این می شود. مشاهده آن ها عمر طول قطعه r و نمی کنیم
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٣

رسیدیم زمان این به اینکه محض به و دهیم ادامه t شده ی تعیین پیش از زمان تا را قطعه n عمر طول آزمایش اگر •

سانسور، این به که شد خواهد حاصل (I) اول نوع سانسور نمونه گیری آنصورت در کنیم، متوقف را عمر طول آزمایش
قطعات تعداد دوم نوع سانسور در ولی می افتد کار از قطعه چند t زمان تا نیست (مشخص می گویند. نیز زمانی سانسور

است) افتاده کار از قطعه r تعداد t زمان تا می دانیم یعنی است. فیکس r

خواهد کامل نمونه گیری صورت آن در شود مشاهده قطعه n تمامی خرابی زمان های اگر قطعه n عمر طول آزمایش در •

.t١:n, t٢:n, . . . , tn:n از بود خواهد عبارت شده مشاهده نمونه ی و بود

تصادفی خرابی زمان های اما است ثابت خرابی ها) (تعداد شکست ها تعداد دوم، نوع سانسورشده ی نمونه گیری در •

سانسور نمونه گیری در طرفی از می باشد. نیز آزمایش دوره ی طول که tr:n یعنی قطعه امین r خرابی زمان بخصوص است.
زمان این تا شده مشاهده خرابی های تعداد حالیکه در است ثابت t یعنی آزمایش پایانی نقطه ی اول، نوع نوع  شده ی

می پذیرد. را ٠, ١, ٢, . . . , n مقادیر از یکی تصادفی متغیر این که R مانند است تصادفی متغیری

R : t زمان تا خرابی ها تعداد

R تکیه گاه : {٠, ١, . . . , n}


T ≤ t پیروزی

T > t شکست

R ∼ B(n, p), p = P (T ≤ t) = F (t)
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۴

پیش از زمان تا بدانیم اینکه فرض با اول نوع سانسورشده ی نمونه ی و قطعه n عمر طول آزمایش در
بود خواهد عبارت اول نوع سانسورشده ی نمونه ی باشد، افتاده کار از قطعه R = r تعداد t شده تعیین

.t١:n, t٢:n, . . . , tr:n از

است. بیشتر t از عمرشان طول قطعه (n− r) •

چگالی صورت آن در باشد، f و F ترتیب به قطعات عمر طول چگالی تابع و توزیع تابع چنانچه اگر
از: بود خواهد عبارت اول نوع سانسورشده ی نمونه ی توأم

g(t١:n, t٢:n, . . . , tr:n) =
n!

(n− r)!
f(t١:n) f(t٢:n) . . . f(tr:n) [١ − F (t)]n−r

=
n!

(n− r)!

r∏
i=١

f(ti:n)[١ − F (t)]n−r

=⇒ g(t١:n, t٢:n, . . . , tr:n) =
n!

(n− r)!

r∏
i=١

f(ti:n)[١ − F (t)]n−r, t١:n < t٢:n < · · · < tr:n < t

اول نوع سانسورشده ی نمونه توأم چگالی
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۵

بنابراین .F (t) = ١, t → ∞ نتیجه در tr:n = tn:n یعنی می شود. کامل نمونه بگیریم درنظر بزرگ خیلی را t اگر •

g(t١:n, t٢:n, . . . , tn:n) = n!
n∏

i=١

f(ti:n), ٠ < t١:n < · · · < tn:n

به ترتیب قطعات عمر طول چگالی تابع و توزیع تابع اینکه فرض با دوم نوع سانسورشده ی نمونه ی در
برسد، پایان به خرابی امین r مشاهده ی محض به قطعه n عمر طول آزمایش که بدانیم و باشد f و F

از: بود خواهد عبارت سانسورشده  نمونه ی تو أم چگالی

g(t١:n, t٢:n, . . . , tr:n) =
n!

١!١! . . . ١!(n− r)!
f(t١:n) f(t٢:n) . . . f(tr:n) [١ − F (tr:n)]

n−r

=⇒ g(t١:n, t٢:n, . . . , tr:n) =
n!

(n− r)!

r∏
i=١

f(ti:n)[١ − F (tr:n)]
n−r, t١:n < t٢:n < · · · < tr:n < t

با است برابر توأم چگالی کامل) نمونه (حالت r = n برای خاص: حالت

g(t١:n, t٢:n, . . . , tn:n) = n!
n∏

i=١

f(ti:n), ٠ < t١:n < · · · < tn:n

دوم نوع سانسورشده ی نمونه توأم چگالی
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۶

توأم چگالی آنگاه ،θ میانگین با است نمایی قطعات عمر طول توزیع که بدانیم اگر قطعه n عمر طول آزمایش در
θ پارامتر (MLE) ماکزیمم درست نمایی برآورد آن ها کمک به و بیابید را دوم و اول نوع سانسورشده ی نمونه های

کنید. پیدا را

مثال

T ∼ Exp(
١
θ
) =⇒


F (t) = ١ − e−

t
θ , t > ٠, θ > ٠

f(t) = ١
θ
e−

t
θ , t > ٠, θ > ٠

اول: نوع سانسورشده ی نمونه ی توأم چگالی

g(t١:n, t٢:n, . . . , tr:n, θ) =
n!

(n− r)!

r∏
i=١

f(ti:n; θ)[١ − F (t٠; θ)]
n−r

=
n!

(n− r)!

r∏
i=١

١
θ
e−

ti:n
θ [١ − (١ − e−

t٠
θ )]n−r

=
n!

(n− r)!
(
١
θ
)r e−

١
θ

∑r
i=١ ti:n e−

(n−r)t٠
θ

=
n!

(n− r)!
θ−r e−

∑r
i=١ ti:n+(n−r)t٠

θ

حل
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٧

اول: نوع سانسورشده ی نمونه ماکزیمم درست نمایی تابع ادامه:

L(θ) = g(t١:n, t٢:n, . . . , tr:n) =
n!

(n− r)!
θ−r e−

∑r
i=١ ti:n+(n−r)t٠

θ

l(θ) = lnL(θ) = ln
( n!

(n− r)!

)
− r ln θ −

∑r
i=١ ti:n + (n− r)t٠

θ

l′(θ) =
d

dθ
l(θ) = −r

θ
+

∑r
i=١ ti:n + (n− r)t٠

θ٢ = ٠ =⇒ θ̂ =

∑r
i=١ ti:n + (n− r)t٠

r

حل
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٨

دوم: نوع سانسورشده ی نمونه ی توأم چگالی دوم: نوع سانسور حالت در

g(t١:n, t٢:n, . . . , tr:n, θ) =
n!

(n− r)!

r∏
i=١

f(ti:n; θ)[١ − F (tr:n; θ)]
n−r

=
n!

(n− r)!

r∏
i=١

١
θ
e−

ti:n
θ [١ − (١ − e−

tr:n
θ )]n−r

=
n!

(n− r)!
θ−r e−

∑r
i=١ ti:n+(n−r)tr:n

θ

دوم: نوع سانسورشده ی نمونه ماکزیمم درست نمایی تابع

L(θ) = g(t١:n, t٢:n, . . . , tr:n) =
n!

(n− r)!
θ−r e−

∑r
i=١ ti:n+(n−r)tr:n

θ

l(θ) = lnL(θ) = ln
( n!

(n− r)!

)
− r ln θ −

∑r
i=١ ti:n + (n− r)tr:n

θ

l′(θ) =
d

dθ
l(θ) = −r

θ
+

∑r
i=١ ti:n + (n− r)tr:n

θ٢ = ٠ =⇒ θ̂ =

∑r
i=١ ti:n + (n− r)tr:n

r

که
r∑

i=١

ti:n + (n− r)tr:n : Total time on test ( آزمایش اتمام تا قطعه n عمر طول (مجموع

داریم: کامل) (نمونه r = n خاص حالت برای

θ̂ =

∑n
i=١ ti:n

n
=

∑n
i=١ ti

n
= t̄

حل
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٩

می دهد. نشان را پرواز) ساعات (در هواپیما تهویه ی دستگاه ٣٠ خرابی زمان های زیر داده های

٢٣ ٢۶١ ٨٧ ٧ ١٢٠ ١۴ ۶٢ ۴٧ ٣ ٩۵ ٢٢۵ ٧١ ٢۴۶ ٢١ ۴٢ ٢٠ ۵ ١٢ ١٢٠

١١ ١۴ ٧١ ١١ ١۴ ١١ ١۶ ٩٠ ١ ١۶ ۵٢

کنید: پیدا باشد، θ میانگین با نمایی قطعات عمر طول توزیع اینکه فرض با

دستگاه خرابی نرخ تابع MLE ب) θ پارامتر MLE الف)

ساعت t = ٢٠ زمان در سیستم اعتماد قابلیت MLE ج)

t = ٢٠h زمان در دستگاه اعتماد قابلیت برای درصد ٩۵ اطمینان فاصله ی د)

مثال

الف)

T١, . . . , Tn
iid∼ Exp(θ)

f(t; θ) =
١
θ
e−

t
θ , t > ٠, θ > ٠

θ̂ =

∑٣٠
i=١ ti

٣٠
=

٢٣ + ٢۶١ = · · ·+ ۵٢
٣٠

= ۵٩٫۶

حل
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١٠

خرابی: نرخ تابع ب)

h(t) =
f(t; θ)

١ − F (t; θ)
=

١/θ e− t
θ

١ − (١ − e−
t
θ )

=
١/θ e− t

θ

e−
t
θ

=
١
θ

می شود t زمان در خرابی نرخ تابع ML برآورد MLE پایایی خاصیت از

ĥ(t)ML =
١

θ̂ML

=
١

۵٩٫۶
= ٠٫٠١٧

:t = ٢٠ زمان در اعتماد قابلیت تابع ML برآورد ج)

R(t) = ١ − F (t) = ١ − (١ − e−
t
θ ) = e−

t
θ

R(٢٠) = e−
٢٠
θ =⇒ R̂(٢٠) = e−

٢٠
θ̂ = e−

٢٠
۵٩٫۶ = ٠٫٧١۵

حل
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١١

داریم: د)

Ti ∼ Exp(θ) = Γ(١, θ) =⇒
n∑

i=١

Ti ∼ Γ(n, θ) =⇒
٢
∑n

i=١ Ti

θ
∼ χ٢

(٢n)

می شود: مناسب محوری کمیت لذا

Q =
٢
∑n

i=١ Ti

θ
∼ χ٢

(٢n) یا Q =
٢nT̄
θ

∼ χ٢
(٢n)

χ٢
٠٫٠٢۵(٢n) χ٢

٠٫٩٧۵(٢n)

P
(
χ٢

α
٢
(٢n) < Q < χ٢

١−α
٢
(٢n)

)
= ١ − α

P
(
χ٢

٠٫٠٢۵(۶٠) <
٢nθ̂
θ

< χ٢
٠٫٩٧۵(۶٠)

)
= ٠٫٩۵

P
( ٢nθ̂
χ٢

٠٫٩٧۵(۶٠)
< θ <

٢nθ̂
χ٢

٠٫٠٢۵(۶٠)

)
= ٠٫٩۵

می شود: θ برای درصد ٩۵ اطمینان فاصله لذا

( ٢nθ̂
χ٢

٠٫٩٧۵(۶٠)
,

٢nθ̂
χ٢

٠٫٠٢۵(۶٠)

)
=

((٣٠)٢(۵٩٫۶)
٨٣٫٢٩٨

,
(٣٠)٢(۵٩٫۶)

۴٠٫۴٨

)
= (۴٢٫٩٣, ٨٨٫٣٣)

می باشد. (۴٢٫٩٣, ٨٨٫٣٣) بین تهویه دستگاه های عمر طول میانگین که کرد ادعا می توان درصد ٩۵ اطمینان با یعنی

حل
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١٢

:t = ٢٠ زمان در دستگاه اعتماد قابلیت برای درصد ٩۵ اطمینان فاصله ادامه:

یعنی است صعودی θ برحسب R(٢٠) = e−
٢
θ که آنجایی از

a < θ < b ⇔ R(a) < R(θ) < R(b)

می شود: R(٢٠) = e−
٢
θ برای اطمینان فاصله لذا

P
(
e−

٢
۴٢٫٩٣ < e−

٢
θ < e−

٢
٨٨٫٣٣

)
= P (٠٫۶٢٧ < R(٢٠) < ٠٫٧٩٧) = ٠٫٩۵

حل
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١٣

عمر طول آزمایش اینکه فرض با قبل مثال در

خرابی، امین ٢٠ مشاهده ی از بعد الف)

ساعت t = ٢٠ زمان در ب)

بیابید. را t = ١٠ در اعتماد قابلیت تابع و خرابی نرخ تابع عمر، طول میانگین ML برآوردهای برسد، پایان به

مثال

سانسورشده ی نمونه ی لذا می شود. متوقف خرابی (r = ٢٠) امین r مشاهده ی محض به عمر طول آزمایش الف)
می شود: دوم نوع

١ ٣ ۵ ٧ ١١ ١١ ١١ ١٢ ١۴ ١۴
١۴ ١۶ ١۶ ٢٠ ٢١ ٢٣ ۴٢ ۴٧ ۵٢ ۶٢

خرابی: نرخ تابع و عمر) طول (میانگین θ پارامتر ML برآوردهای

θ̂ =

∑r
i=١ ti:n + (n− r)tr:n

r
=

[١ + ٣ + · · ·+ ۶٢] + (٣٠ − ٢٠)۶٢
٢٠

= ۵١٫١

h(t) =
١
θ

=⇒ ĥ(t) =
١
θ̂
=

١
۵١٫١

= ٠٫٠١٩

حل
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١۴

:t = ١٠ در اعتماد قابلیت تابع ادامه:

R(١٠) = e−
١٠
θ =⇒ R̂(١٠) = e−

١٠
θ̂ = e−

١٠
۵١٫١ = ٠٫۶٧۶

نمونه یعنی زمان این شده مشاهده خرابی زمان های شود، متوقف t = ٢٠ زمان در عمر طول آزمایش اگر ب)
می شود: اول نوع سانسورشده

١ ٣ ۵ ٧ ١١ ١١ ١١ ١٢ ١۴
١۴ ١۴ ١۶ ١۶ ٢٠

r = ١۴ ( t = ٢٠ زمان از قبل خرابی ها تعداد )

θ̂ =

∑r
i=١ ti:n + (n− r)t

r
=

∑١۴
i=١ ti:n + (٣٠ − ١۴)٢٠

١۴
=

(١ + · · ·+ ٢٠) + (٣٠ − ١۴)(٢٠)
١۴

= ٣٣٫٩٢

ĥ(t) =
١
θ̂
=

١
٣٣٫٩٢

= ٠٫٠٢٩

R̂(١٠) = e−
١٠
θ̂ = e−

١٠
٣٣٫٩٢ = ٠٫٧۴

حل
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١۵

دهید: قرار .Y١, Y٢, . . . , Yn
iid∼ Exp(١) کنید فرض سوخاتمه: قضیه

W١ = Y١:n, W٢ = Y٢:n − Y١:n, . . . , Wn = Yn:n − Yn−١:n

اینصورت: در

مستقل اند. W١, . . . ,Wn •

Wi ∼ Exp
(

١
n−i+١

)
, i = ١, ٢, . . . , n •

.Z١, . . . , Zn
iid∼ Exp(١) که Yk:n =

∑k
j=t

Zj

n−j+١ •

.E(Yk:n) =
∑n

j=١
١

n−j+١ •

قضیه

ژاکوبین): روش از استفاده (با اثبات ایده ی

g(w١, . . . , wn) = f(y١:n, y٢:n, . . . , yn:n) |J | |J | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂Y١:n
∂W١

∂Y١:n
∂W٢

· · · ∂Y١:n
∂Wn

∂Y٢:n
∂W١

∂Y٢:n
∂W٢

· · · ∂Y٢:n
∂Wn

...
∂Yn:n

∂W١

∂Yn:n

∂W٢
· · · ∂Yn:n

∂Wn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

اثبات
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١۶

یعنی باشد، Exp(θ) توزیع از تایی n نمونه یک ترتیبی آماره r اولین براساس θ پارامتر (MLE) ML برآوردگر θ̂ اگر

θ̂ =

∑r
i=١ xi:n + (n− r)xr:n

r

اینصورت: در

است. θ برای کامل بسنده آماره یک θ̂ •

است. θ برای UMVUE یک θ̂ •
٢rθ̂
θ

∼ χ٢
(٢r) •

قضیه

می شود x١:n, . . . , xr:n توأم چگالی .١ اثبات

g(x١:n, . . . , xr:n) =
n!

(n− r)!
θ−r e−

∑n
i=١ xi:n+(n−r)xr:n

θ =
n!

(n− r)!
θ−r e−

rθ̂
θ

است. θ برای کامل بسنده آماره یک θ̂ لذا دارد. تعلق نمایی خانواده به که

اثبات

سانسورشده نمونه های

XeLATEX نشلی اصغرزاده دکتر مدرس: مازندران دانشگاه آمار، ١٨گروه از ١۶

Uni
viv

er
sit

y o
f M

az
an

da
ra

n

Dr. 
A. A

sg
ha

rz
ad

eh



١٧

.٣ اثبات

٢rθ̂
θ

=
٢
θ

r∑
i=١

xi:n + (n− r)xr:n

=
٢
∑r

i=١(n− i+ ١)(xi:n − xi−١:n)

θ

= ٢
r∑

i=١

(n− i+ ١)(Zi:n − Zi−١:n)

= ٢
r∑

i=١

(n− i+ ١)Wi

.Wi ∼ Exp
(

١
n−i+١

)
که

چون .٢ اثبات

٢rθ̂
θ

∼ χ٢
(٢r) =⇒ E

(٢rθ̂
θ

)
= ٢r =⇒ E(θ̂) = θ

است. θ برای UMVUE یک θ̂ لذا می باشد نیز کامل بسنده آماره یک θ̂ چون

اثبات
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١٨

(r = ٢٠ دوم نوع سانسورشده ی (نمونه ی خرابی ٢٠ اولین براساس هواپیما تهویه دستگاه های به مربوط مثال در
θ برای درصد ٩۵ اطمینان فاصله یک است، θ میانگین با نمایی دستگاه ها عمر طول توزیع بدانیم چنانچه اگر

بیابید.

مثال

داریم

P
(
χ٠٫٠٢۵(۴٠) <

٢rθ̂
θ

< χ٢
٠٫٩٧۵(۴٠)

)
= ٠٫٩۵

=⇒P
( ٢rθ̂
χ٢

٠٫٩٧۵(۴٠)
< θ <

٢rθ̂
χ٢

٠٫٠٢۵(۴٠)

)
= ٠٫٩۵

می شود: θ برای درصد ٩۵ اطمینان فاصله ٢)لذا × ٢٠ × ۵١٫١
۵٩٫٣۴

,
٢ × ٢٠ × ۵١٫١

٢۴٫۴٣

)
= (٣۴٫۴۴, ٨٣٫۶۶)

حل
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