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١ ریاضی آمار
کامل بسنده آماره دوم: فصل

اصغرزاده کبر ا دکتر استاد:

١٧ / ١ کامل بسنده آماره دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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کامل) توزیع های (خانواده کامل چگالی خانواده
یعنی X (توزیع های) چگالی های خانواده اینصورت در ،θ ∈ Θ که f(x, θ) احتمال چگالی تابع دارای X اگر

:θ ∈ Θ هر و g(X) هرتابع برای هرگاه گویند کامل را {f(x, θ) : θ ∈ Θ}

Eθ[g(X)] = ٠ ⇒ Pθ[g(X) = ٠] = ١.
خانواده یعنی X توزیع های خانواده  ی که دهید نشان .٠ < p < ١ که X ∼ b(١, p) اگر .١ مثال

است. کامل خانواده یک {b(١, p) : ٠ < p < ١}
حل.

f(x, p) = px (١ − p)١−x, x = ٠, ١
f(٠, p) = ١ − p, f(١, p) = p.

داریم: ٠ < p < ١ هر و g(x) دلخواه تابع هر برای

Ep[g(X)] = ٠ ⇒
١∑

x=٠
g(x) f(x, p) = ٠

⇒ g(٠)(١ − p) + g(١) p = ٠ ⇒ g(٠) +
[
g(١)− g(٠)

]
p = ٠.

١٧ / ٢ کامل بسنده آماره دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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⇒ g(٠) = ٠, g(١)− g(٠) = ٠ ⇒ g(١) = ٠,
⇒ g(x) = ٠, ∀ x = ٠, ١

یا
P [g(X) = ٠] = ١.

است. کامل X خانواده لذا

کامل آماره
خانواده یعنی T چگالی های خانواده هرگاه گویند کامل را T آماره یک
{f(t, θ) : θ ∈ Θ},

:θ ∈ Θ هر و g(T ) تابع هر برای که است معنی بدان این باشد. کامل
Eθ[g(T )] = ٠ ⇒ P [g(T ) = ٠] = ١.

١٧ / ٣ کامل بسنده آماره دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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یک T =
∑n

i=١ Xi آماره که دهید نشان .٠ < p < ١ که X١, . . . , Xn
iid∼ b(١, p) اگر .٢ مثال

است. کامل آماره
.T =

∑n
i=١ Xi ∼ b(n, p) که می دانیم حل.

T چگالی تابع f(t, p) =

(
n

t

)
pt (١ − p)n−t, t = ٠, . . . , n.

،٠ < p < ١ هر و g(T ) تابع هر برای

Ep[g(T )] = ٠ ⇒ P [g(T ) = ٠] ?
= ١

داریم:

Ep[g(T )] =

n∑
t=٠

g(t) f(t, p) =

n∑
t=٠

g(t)

(
n

t

)
pt (١ − p)n−t

= (١ − p)n
n∑

t=٠
g(t)

(
n

t

)( p

١ − p

)t
.

١٧ / ۴ کامل بسنده آماره دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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می شود: نتیجه ،Ep[g(T )] = ٠ اگر

(١ − p)n
n∑

t=٠
g(t)

(
n

t

)( p

١ − p

)t
= ٠

⇒
n∑

t=٠
g(t)

(
n

t

)( p

١ − p

)t
= ٠

⇒
n∑

t=٠
h(t) γt = ٠,

(
h(t) = g(t)

(
n

t

)
, γ =

p

١ − p

)
⇒ h(٠) + h(١)γ + · · ·+ h(n) γn = ٠.

داریم: پس γ ̸= ٠ چون
⇒ h(٠) = h(١) = · · · = h(n) = ٠ ⇒ h(t) = ٠, ∀ (t = ٠, . . . , n)
⇒

(
n

t

)
g(t) = ٠ ⇒ g(t) = ٠, ∀ t = ٠, . . . , n.

است. کامل نیز {b(n, p) : ٠ < p < ١} یعنی T توزیع های خانواده همچنین است. کامل T آماره لذا

١٧ / ۵ کامل بسنده آماره دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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نیست. کامل X که دهید نشان .X ∼ b(١, p), p ∈ Θ = { ١
۴ ,

٣
۴} کنید فرض .٣ مثال

خود ولی است صفر p هر برای آن ریاضی امید که دارد وجود X از تابعی که دهیم نشان باید حل.
نیست. صفر تابع آن

Ep[g(X)] = ٠, ∀p ∈ Θ ⇒ P [g(X) = ٠] ̸= ١.

Ep[g(X)] = ٠, ∀p ∈ Θ ⇒
١∑

x=٠
g(x) f(x, p) = ٠

١∑
x=٠

g(x) px (١ − p)١−x = ٠, ∀p ∈ Θ

⇒

{∑١
x=٠ g(x) (

١
۴ )

x (١ − ١
۴ )

١−x = ٠, p = ١
۴∑١

x=٠ g(x) (
٣
۴ )

x (١ − ٣
۴ )

١−x = ٠, p = ٣
۴

⇒

{ ٣
۴g(٠) + ١

۴ g(١) = ٠
١
۴g(٠) + ٣

۴ g(١) = ٠

١٧ / ۶ کامل بسنده آماره دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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{٣ g(٠) + g(١) = ٠, (١)
g(٠) + ٣ g(١) = ٠, (٢)

(١)−(٢)→ ٢ g(٠)− ٢ g(١) = ٠ ⇒ g(٠) = g(١).
عبارتی به .g(١) ̸= ٠ ،g(٠) ̸= ٠ داریم ،a ̸= ٠ انتخاب با .g(٠) = g(١) = a دهید قرار

g(x) ̸= ٠, ∀x = ٠, ١.
نیست. کامل {b(١, p) : p ∈ { ١

۴ ,
٣
٣}} خانواده یعنی X توسط تولید شده توزیع های خانواده یا X لذا

١٧ / ٧ کامل بسنده آماره دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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است. کامل X که دهید نشان ،θ ∈ R ،X ∼ N(θ, ١) اگر .۴ مثال
:θ ∈ R هر و g(X) تابع هر برای حل.

Eθ[g(X)] = ٠ ⇒ P [g(X) = ٠] ?
= ١

Eθ[g(X)] =

∫
g(x) f(x) dx =

∫ ∞

−∞
g(x)

٢√١π e−
(x−θ)٢

٢ dx

=
٢√١π
∫ ∞

−∞
g(x) e−

x٢
٢ +θ x− θ٢

٢ dx

=
e

θ٢
٢

√٢π
∫ ∞

−∞
g(x) e−

x٢
٢ eθ x dx,

اگر Eθ[g(X)] = ٠ ⇒
∫ ∞

−∞
g(x) e−

x٢
٢ eθ x dx = ٠

∗ ⇒
∫ ∞

−∞
h(x) eθ x dx = ٠ (h(x) = g(x) e−

x٢
٢ ),

١٧ / ٨ کامل بسنده آماره دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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داریم: لاپلاس تبدیل یکتایی خاصیت بر بنا
h(x) = ٠, ∀x ∈ R,
⇒ g(x) = ٠, ∀x ∈ R,

است. کامل X لذا و .P [g(X) = ٠] = ١ عبارتی به

لاپلاس: تبدیل
L[f(x)] =

∫ ∞

−∞
e−sx f(x) dx.

مهم: خواص
L(٠) = ٠ .١

یعنی است. منحصربفرد لاپلاس تبدیل .٢
اگر L[f١(x)] = L[f٢(x)] ⇒ f١(x) = f٢(x), ∀x,

∗ :

∫ ∞

−∞
h(x) e−θx dx = ٠ ⇒ L[h(x)] = ٠ ⇒ h(x) = ٠, ∀x.

١٧ / ٩ کامل بسنده آماره دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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نیست. کامل X دهید نشان .θ > ٠ که X ∼ N(٠, θ) اگر .۵ مثال
نیست. کامل X لذا .P (X = ٠) = ٠ ̸= ١ ولی E(X) = ٠ داریم حل.

کامل بسنده آماره یک T = X(n) که دهید نشان .θ > ٠ که ،X١, . . . , Xn
iid∼ U(٠, θ) اگر .۶ مثال

است.

داریم: حل.
f(x, θ) =

١
θ
, ٠ < x < θ.

:θ > ٠ هر و g(T ) تابع هر برای است. θ برای مینیمال) (بسنده بسنده آماره یک T = X(n) که می دانیم

Eθ[g(T )] = ٠ ⇒ Pθ[g(T ) = ٠] ?
= ٠.

داریم:
Eθ[g(T )] =

∫
g(t) fT (t) dt.

١٧ / ١٠ کامل بسنده آماره دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:

Uni
viv

er
sit

y o
f M

az
an

da
ra

n

Dr. 
A. A

sg
ha

rz
ad

eh



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

داریم: فرمول از استفاده با T = X(n) چگالی تابع محاسبه برای

fT (t) = n fX١(t) [FX١(t)]
n−١ = n

١
θ
(
t

θ
)n−١ =

n tn−١

θn
, ٠ < t < θ.

می شود: نتیجه ،Eθ[g(T )] = ٠ اگر ∫بنابراین θ

٠
g(t) fT (t) dt = ٠

⇒
∫ θ

٠
g(t)

n tn−١

θn
dt = ٠ ⇒

∫ θ

٠
g(t) tn−١ dt = ٠ ∗

داریم: θ به نسبت * رابطه طرفین از مشتق گیری با
g(θ) θn−١ = ٠, ⇒ g(θ) = ٠, ∀θ > ٠,

است. کامل آماره یک T بنابراین .g(t) = ٠, ∀t > ٠ لذا

١٧ / ١١ کامل بسنده آماره دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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بهادر قضیه
است. مینیمال بسنده کامل، بسنده آماره هر

نیست. کامل لزوماَ مینیمال بسنده آماره یک که معنی بدین نیست. درست بهادر قضیه عکس تذکر.
(
∑n

i=١ Xi,
∑n

i=١ X
٢
i ) آماره که می دانیم .X١, X٢, . . . , Xn

iid∼ N(θ, θ) کنید فرض .٧ مثال
می توان یعنی نیست. کامل آماره این ولی است مینیمال بسنده آماره ((X̄, X̄٢), (X̄, S٢) آن ها معادل (یا
نیست. صفر تابع آن خود درحالیکه شود صفر آن ریاضی امید که کرد پیدا (∑n

i=١ Xi,
∑n

i=١ X
٢
i ) از تابعی

داریم:

E(

n∑
i=١

Xi) =

n∑
i=١

E(Xi) =

n∑
i=١

θ = nθ,

E(
n∑

i=١
X٢

i ) =
n∑

i=١
E(X٢

i ) =
n∑

i=١

(
V ar(Xi) + E٢(Xi)

)
=

n∑
i=١

(θ٢ + θ٢) = ٢nθ٢,

E(
n∑

i=١
Xi)

٢ = V ar(
n∑

i=١
Xi) + E٢(

n∑
i=١

Xi) = nθ٢ + (nθ)٢ = (n٢ + n)θ٢.

١٧ / ١٢ کامل بسنده آماره دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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⇒

E
(∑n

i=١ X٢
i٢n
)
= θ٢

E
[
(
∑n

i=١ Xi)
٢

n٢+n

]
= θ٢

⇒ E
[∑n

i=١ X
٢
i

٢n −
(
∑n

i=١ Xi)
٢

n٢ + n

]
= ٠.

یک احتمال با خودش ولی است صفر آن ریاضی امید که کردیم پیدا (∑n
i=١ Xi,

∑n
i=١ X

٢
i ) از تابعی لذا

نیست. کامل (∑n
i=١ Xi,

∑n
i=١ X

٢
i ) لذا نمی شود. صفر

١٧ / ١٣ کامل بسنده آماره دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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پارامتری تک نمایی خانواده در کامل بسنده آماره

X١, . . . , Xn
iid∼ f(x, θ), θ ∈ R

f(x, θ) = a(θ) b(x) ec(θ)d(x).

می باشد. کامل بسنده آماره S =
∑n

i=١ d(Xi) آماره پارامتری تک نمایی خانواده در
پارامتری k نمایی خانواده در کامل بسنده آماره

X١, . . . , Xn
iid∼ f(x, θ), θ ∈ Θ ⊆ Rk

f(x, θ) = a(θ) b(x) e
∑k

i=١ ci(θ)di(x), θ = (θ١, . . . , θk).

بود. خواهد زیر به صورت مینیمال بسنده آماره پارامتری، k نمایی خانواده در

S = (

n∑
i=١

d١(Xi), . . . ,

n∑
i=١

dk(Xi)).

نیز کامل بسنده مینیمال بسنده آماره آنگاه باشد، یکسان پارامتر بعد با آماره بعد پارامتری، k نمایی خانواده در اگر
نیست). کامل بسنده مینیمال بسنده آماره اینصورت غیر (در بود خواهد

١٧ / ١۴ کامل بسنده آماره دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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دارد. تعلق پارامتری تک نمایی خانواده به فوق خانواده .X١, , . . . , Xn
iid∼ N(θ, ١) کنید فرض .٨ مثال

می باشد. T =
∑n

i=١ Xi یعنی T =
∑n

i=١ d(Xi) به صورت کامل و مینیمال بسنده آماره لذا

تعلق دوپارامتری نمایی خانواده به نرمال توزیع می دانیم .X١, , . . . , Xn
iid∼ N(µ, σ٢) کنید فرض .٩ مثال

بعد آنجایی که از می باشد. S = (
∑n

i=١ Xi,
∑n

i=١ X
٢
i ) به صورت مینیمال بسنده آماره آن در و دارد.

نیز کامل بسنده (∑n
i=١ Xi,

∑n
i=١ X

٢
i ) لذا می باشد، ٢ مقدار و برابر پارامتر بعد و مینیمال بسنده آماره

می باشد.

S = به صورت مینیمال بسنده آماره آن در .X١, , . . . , Xn
iid∼ N(θ, θ٢) کنید فرض .١٠ مثال

یعنی نیستند، یکسان پارامتر بعد و بسنده آماره بعد آنجایی که از می باشد. (∑n
i=١ Xi,

∑n
i=١ X

٢
i )

مینیمال بسنده آماره بعد = ٢, پارامتر بعد = ١,
نیست. کامل S = (

∑n
i=١ Xi,

∑n
i=١ X

٢
i ) لذا

١٧ / ١۵ کامل بسنده آماره دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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بیابید. را θ پارامتر کامل بسنده آماره .X١, . . . , Xn
iid∼ Exp(θ) کنید فرض .١

بیابید. را λ پارامتر کامل بسنده آماره .X١, . . . , Xn
iid∼ pois(λ) کنید فرض .٢

باشد. زیر چگالی تابع با X١, . . . , Xn
iid∼ Beta(θ, ١) کنید فرض .٣

f(x, θ) = θ xθ−١, ٠ < x < ١, θ > ٠.
بیابید. را θ پارامتر کامل بسنده آماره

باشد. زیر چگالی تابع با تصادفی متغیر یک X کنید فرض .۴

f(x|θ) = (
θ

٢ )
|x| (١ − θ)١−|x|, x = −١, ٠, ١, ٠ ≤ θ ≤ ١.

چرا؟ است؟ کامل بسنده آماره یک X آیا الف)
چرا؟ است؟ کامل بسنده آماره یک |X| آیا ب)

١٧ / ١۶ کامل بسنده آماره دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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.θ > ٠ ،X١, . . . , Xn
iid∼ N(٠, θ) کنید فرض .۵

.(∑n
i=١ Xi آماره (همچنین نیست کامل X̄ آماره دهید نشان الف)
.(∑n

i=١ X
٢
i آماره (همچنین است کامل X̄٢ دهید نشان ب)

نیست. کامل (X̄, S٢) که دهید نشان .θ > ٠ ،X١, . . . , Xn
iid∼ N(θ, θ) کنید فرض .۶

.X١, . . . , Xn
iid∼ U(θ, θ + ١) کنید فرض .٧

بیابید. را θ مینیمال بسنده آماره الف)
چرا؟ است؟ کامل آمده به دست مینیمال بسنده آماره آیا ب)

١٧ / ١٧ کامل بسنده آماره دوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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