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١ ریاضی آمار
برآوردیابی روش های سوم: فصل

گشتاوری روش اول: بخش

اصغرزاده کبر ا دکتر استاد:

١۴ / ١ گشتاوری روش اول: بخش برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:

A. Asgharzadeh

University of Mazandaran
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که X١, . . . , Xn
iid∼ f(x; θ) کنید فرض

θ : مجهول پارامترهای یا پارامتر
f(x, θ) : شده شناخته چگالی) تابع یا احتمال (تابع آماری مدل

x = (x١, . . . , xn) یافته با X = (X١, . . . , Xn) تصادفی نمونه توسط θ برآورد هدف
می باشد.

برآوردیابی: روش های
گشتاوری روش •

ماکزیمم درست نمایی روش •

١۴ / ٢ گشتاوری روش اول: بخش برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:

A. Asgharzadeh
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،θ = (θ١, . . . , θk) که X١, . . . , Xn
iid∼ f(x; θ) اگر گشتاوری: روش •

می شوند: تعریف زیر به صورت به ترتیب نمونه ام r گشتاور و جامعه ام r گشتاور آن گاه
µ′
r = E(Xr) = µ′

r(θ), r = ١, ٢, . . . , جامعه: ام r گشتاور

m′
r =

١
n

n∑
i=١

Xr
i , r = ١, ٢, . . . , نمونه: ام r گشتاور

داریم: r = ١, ٢ برای خاص حالت در
µ′١ = E(X)

µ′٢ = E(X٢)

m′١ =
١
n

n∑
i=١

Xi = X̄

m′٢ =
١
n

n∑
i=١

X٢
i = X̄٢.

١۴ / ٣ گشتاوری روش اول: بخش برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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کمک به را جامعه گشتاورهای مجهول، پارامترهای یا پارامتر کردن برآورد برای گشتاوری روش در
می کنیم: حل پارامترها حسب بر را زیر معادلات و می زنیم تقریب نمونه گشتاورهای
µ′
r = m′

r, r = ١, ٢, . . . , k, پارامتر) تعداد :k)
یا

E(Xr) = X̄r, r = ١, ٢, . . . , k.
k = ١ برای

E(X) = X̄,

k = ٢ }برای
E(X) = X̄,

E(X٢) = X̄٢,

...
می دهند. نمایش θ̃ با آنرا که گویند (MME) برآوردگر را می آید به دست روش این از که برآوردی

گویند. گشتاوری برآورد گشتاوری، برآوردگر شده مشاهده مقدار به

١۴ / ۴ گشتاوری روش اول: بخش برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:

A. Asgharzadeh
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است: زیر به صورت آن چگالی تابع که باشد کودکان میر و مرگ نرخ X تصادفی متغیر اگر مثال.
f(x, θ) = θ xθ−١, ٠ < x < ١, θ > ٠,

آورید. به دست را θ گشتاوری برآوردگر الف)
باشد: زیر به صورت منطقه ١٠ در نوزادان میر و مرگ میزان چنانچه اگر ب)

٠٫٠٢ ٠٫٠١ ٠٫٠٢ ٠٫٠٣ ٠٫٠١ ٠٫٠۵ ٠٫٠٣ ٠٫٠١ ٠٫٠۴ ٠٫٠٢
آورید. به دست را فوق گشتاوری برآورد

داریم: می آید. به دست E(X) = X̄ معادله حل از θ گشتاوری برآوردگر الف. حل

X ∼ Beta(θ, ١) ⇒ E(X) =
θ

θ + ١ .

١۴ / ۵ گشتاوری روش اول: بخش برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:

A. Asgharzadeh
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مستقیم: روش به E(X) محاسبه

E(X) =

∫ ١

٠
x θ xθ−١ dx = θ

∫ ١

٠
xθ dx = θ

xθ+١

θ + ١
∣∣∣١٠ =

θ

θ + ١ .

داریم: زیر معادله حل با لذا

E(X) = X̄ ⇒ θ

θ + ١ = X̄ ⇒ (θ + ١)X̄ = θ

⇒ θ X̄ + X̄ = θ ⇒ θ − θX̄ = X̄

⇒ X̄ = θ(١ − X̄)

⇒ θ =
X̄

١ − X̄
⇒ θ̃ =

X̄

١ − X̄
.

گشتاوری: برآورد ب. حل

x̄ =
١
n

n∑
i=١

xi =
١

١٠
١٠∑
i=١

xi =
٠٫٢۴
١٠ = ٠٫٠٢۴.

θ̃ =
٠٫٠٢۴

١ − ٠٫٠٢۴ = ٠٫٠٢.

١۴ / ۶ گشتاوری روش اول: بخش برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:

A. Asgharzadeh
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برآوردگرهای مجهولند. هردو σ٢ > ٠ و µ ∈ R که X١, . . . , Xn
iid∼ N(µ, σ٢) اگر مثال.

بیابید. را σ٢ و µ (MME) گشتاوری
می آید. به دست زیر معادلات حل از σ٢ و µ پارامترهای گشتاوری برآوردگرهای حل.

E(X) = X̄, E(X٢) = X̄٢.

می دانیم
X ∼ N(µ, σ٢) ⇒ E(X) = µ,

E(X٢) = V ar(X) + E٢(X) = σ٢ + µ٢.

داریم: }لذا
E(X) = X̄٢
E(X٢) = X̄٢ ⇒

{
µ = X̄

µ٢ + σ٢ = X̄٢.

⇒

{
µ̃ = X̄,

σ̃٢ = X̄٢ − X̄٢ ?
= S٢

b .

١۴ / ٧ گشتاوری روش اول: بخش برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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فوق: تساوی دلیل

S٢
b =

١
n

n∑
i=١

(Xi − X̄)٢ =
١
n

n∑
i=١

(X٢
i − ٢X̄Xi + X̄٢)

=
١
n

[ n∑
i=١

X٢
i − ٢X̄

n∑
i=١

Xi + nX̄٢]
=

١
n

[ n∑
i=١

X٢
i − nX̄٢]

=
١
n

n∑
i=١

X٢
i − X̄٢ = X̄٢ − X̄٢.

١۴ / ٨ گشتاوری روش اول: بخش برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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بیابید. را β و α گشتاوری برآوردگرهای باشند. زیر چگالی تابع با X١, . . . , Xn
iid∼ Γ(α, β) اگر مثال.

fX(x, α, β) =
١

βα Γ(α)
xα−١ e−

x
β , x > ٠, α, β > ٠.

می دانیم حل.
X ∼ Γ(α, β) ⇒ E(X) = αβ,

E(X٢) = V ar(X) + E٢(X) = αβ٢ + (αβ)٢ = αβ١)٢ + α).

}داریم:
E(X) = X̄

E(X٢) = X̄٢ ⇒

{
αβ = X̄

α β٢ + α٢ β٢ = X̄٢ ⇒

{
αβ = X̄

β X̄ + X̄٢ = X̄٢.

می شود: نتیجه فوق معادلات از

β̃ =
X̄٢ − X̄٢

X̄
, α̃ =

X̄٢

X̄٢ − X̄٢ .

١۴ / ٩ گشتاوری روش اول: بخش برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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می باشد. چرخش) میلیون (برحسب توربین دستگاه ١٠ عمر طول زیر داده های کاربردی. مثال
۶ ١۶ ٣۶ ٣٩ ۴٨ ٨٠ ٨٠ ١٣۴ ١٣٩ ١۴٠

به دست را β و α گشتاوری برآوردهای باشد، Γ(α, β) گاما توزیع توربین ها این عمر طول توزیع چنانچه اگر
آورید.

گشتاوری: برآوردهای حل.
β̃ =

x̄٢ − x̄٢

x̄
, α̃ =

x̄٢

x̄٢ − x̄٢ ,

آن در که

x̄ =
١

١٠
١٠∑
i=١

xi =
۶ + ١۶ + · · ·+ ١۴٠

١٠ =
٧١٨
١٠ = ١٧٫٨,

x̄٢ =
١

١٠
١٠∑
i=١

x٢
i =

۶٢ + ١۶٢ + · · ·+ ١۴٠٢

١٠ =
٧۵٠٩٠

١٠ = ٧۵٠٩.

⇒ β̃ =
x̄٢ − x̄٢

x̄
=

٧۵٠٩ − (١٧٫٨)٢

١٧٫٨ = ۴٠۴٫٠۵٣٩,

α̃ =
x̄٢

x̄٢ − x̄٢ =
(١٧٫٨)٢

٧۵٠٩ − (١٧٫٨)٢ = ٠٫٠۴۴.
١۴ / ١٠ گشتاوری روش اول: بخش برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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بیابید. را λ گشتاوری برآوردگر ،X١, . . . , Xn
iid∼ P (λ) اگر مثال.

داریم:
X ∼ P (λ) ⇒ E(X) = V ar(X) = λ,

داریم: جامعه و نمونه اول مرتبه گشتاور دادن قرار برابر با
E(X) = X̄ ⇒ λ = X̄ ⇒ λ̃ = X̄.

داریم: شود، استفاده دوم گشتاور از گر ا ادامه در *
E(X٢) = X̄٢ ⇒ V ar(X) + E٢(X) = λ+ λ٢ = X̄٢

⇒ λ٢ + λ− X̄٢ = ٠ دوم) درجه (معادله
⇒ λ̃ =

−b±
√
b٢ − ۴a c

٢a =
−١ ±

√١ + ۴X̄٢
٢

⇒

λ̃١ =
−١−

√
١+۴X̄٢

٢ < ٠ غ.ق.ق
λ̃٢ =

−١+
√

١+۴X̄٢
٢ > ٠ ق.ق

λ>٠⇒ λ̃ =
−١ +

√١ + ۴X̄٢
٢ .

١۴ / ١١ گشتاوری روش اول: بخش برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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بیابید. را θ گشتاوری برآوردگر .θ > ٠ که X١, . . . , Xn
iid∼ N(θ, θ) اگر مثال.

داریم: اول گشتاور از استفاده با حل.
E(X) = X̄ ⇒ θ = X̄ ⇒ θ̃ = X̄.

می باشد. زیر به صورت θ̃ دوم گشتاور از استفاده با همچنین *
E(X٢) = X̄٢ ⇒ θ + θ٢ = X̄٢

⇒ θ٢ + θ − X̄٢ = ٠ ⇒ θ̃ =
−١ +

√١ + ۴X̄٢
٢ .

١۴ / ١٢ گشتاوری روش اول: بخش برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:

A. Asgharzadeh
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که X١, . . . , Xn
iid∼ f(x, θ) اگر .١ تمرین

f(x, θ) =
٢x
θ٢ , ٠ < x < θ.

بیابید. را θ گشتاوری برآوردگر

به دست را θ گشتاوری برآوردگر باشد، زیر چگالی تابع با X١, . . . , Xn
iid∼ Exp(θ) کنید فرض .٢ تمرین

آورید.
f(x, θ) =

١
θ
e−

x
θ , x > ٠, θ > ٠.

به دست را θ گشتاوری برآوردگر باشد، زیر چگالی تابع با X١, . . . , Xn
iid∼ f(x, θ) کنید فرض .٣ تمرین

آورید.
f(x, θ) = ٢θ x e−θ x٢

, x > ٠, θ > ٠.

١۴ / ١٣ گشتاوری روش اول: بخش برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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که X١, . . . , Xn
iid∼ b(k, p) کنید فرض .۴ تمرین

P (X = x) =

(
k

x

)
px (١ − p)k−p, x = ٠, ١, . . . , k, ٠ < p < ١,

آورید. به دست را p و k گشتاوری برآوردگرهای می باشند. نامعلوم هردو (k, p)

که X١, . . . , Xn
iid∼ f(x, θ) اگر .۵ تمرین

f(x, θ) = e−(x−θ), x > θ.

بیابید. را θ گشتاوری برآوردگر

که X١, . . . , Xn
iid∼ f(x, α) اگر .۶ تمرین

f(x, α) = αx−(α+١), x ≥ ١, α > ٠.
بیابید. را α گشتاوری برآوردگر

١۴ / ١۴ گشتاوری روش اول: بخش برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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