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١ ریاضی آمار
برآوردیابی روش های سوم: فصل

اصغرزاده کبر ا دکتر استاد:

٢۶ / ١ برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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ماکزیمم درست نمایی روش •

داده نمایش L با را (X١, . . . , Xn) تصادفی نمونه درست نمایی تابع آنگاه ،X١, . . . , Xn
iid∼ f(x, θ) اگر

است. زیر به صورت و
L(θ) = f(x١, θ)...f(xn, θ) =

n∏
i=١

f(xi, θ).

ماکزیمم Θ روی یعنی پارامتر فضای روی را L(θ) تابع ،θ پارامتر برآورد برای ماکزیمم درست نمایی روش در
θ̂ با آنرا که گویند (MLE) ماکزیمم درست نمایی برآورد را می آید به دست روش این از که برآوردی می کنیم.

واقع در می دهند. نمایش θ̂ML یا
L(θ) ≤ L(θ̂), ∀ θ ∈ Θ.

ممکن حاصل θ کرد. پیدا را θ̂ می توان L(θ) از مشتق گیری با باشد مشتق پذیر و پیوسته θ برحسب L(θ) اگر
باشد. MLE است

L′(θ) =
d

dθ
L(θ) = ٠.

٢۶ / ٢ برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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l(θ) = lnL(θ) است کافی θ̂ کردن پیدا برای لذا است، صعودی تابع یک log(x) یا ln(x) تابع چون نکته.
کنیم. ماکزیمم را

که X١, . . . , Xn
iid∼ f(x, θ) اگر مثال.

f(x, θ) = θ xθ−١, ٠ < x < ١, θ > ٠.
کنید. پیدا را θ پارامتر MLE یا ML برآورد

L(θ) =
n∏

i=١
f(xi, θ) =

n∏
i=١

θ xθ−١
i = θn (

n∏
i=١

xi)
θ−١,

l(θ) = lnL(θ) = ln
[
θn (

n∏
i=١

xi)
θ−١]

= ln(θn) + ln
[
(

n∏
i=١

xi)
θ−١] = n ln θ + (θ − ١)

n∑
i=١

ln(xi).

l′(θ) = ٠ ⇒ n

θ
+

n∑
i=١

ln(xi) = ٠

⇒ θ̂ =
n

−
∑n

i=١ ln(xi)
=

−n

ln(
∏n

i=١ xi)
.

٢۶ / ٣ برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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می دهد. نشان منطقه یک شهر ١٠ در را نوزادان میر و مرگ میزان زیر داده های کاربردی. مثال
٠٫٠٢ ٠٫٠۴ ٠٫٠١ ٠٫٠٣ ٠٫٠۵ ٠٫٠١ ٠٫٠١ ٠٫٠٣ ٠٫٠٢ ٠٫٠٢

بیابید. را θ پارامتر ML برآورد شود، برازش بالا توزیع فوق داده های به اینکه فرض با

θ̂ =
−١٠

ln(٠٫٠٢ × ٠٫٠۴ . . .× ٠٫٠٢) =
−١٠
−٣٨٫٨ = ٠٫٢۵٧.

که X١, . . . , Xn
iid∼ f(x, θ) اگر مثال.

f(x, θ) = θ e−θ x, x > ٠, θ > ٠.
بیابید. را θ پارامتر ML برآورد

حل.

L(θ) =

n∏
i=١

f(xi, θ) =

n∏
i=١

θ e−θ xi

= θn e−θ
∑n

i=١ xi

٢۶ / ۴ برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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:(l(θ)) نمونه درست نمایی تابع لگاریتم

l(θ) = lnL(θ) = ln
[
θn e−θ

∑n
i=١ xi

]
= n ln θ − θ

n∑
i=١

xi.

⇒ l′(θ) =
n

θ
−

n∑
i=١

xi

l′(θ) = ٠ ⇒ n

θ
−

n∑
i=١

xi ⇒
n

θ
=

n∑
i=١

xi.

⇒ θ =
n∑n

i=١ xi
⇒ θ̂ =

١
x̄
.

می کند؟ ماکزیمم را l(θ) یا L(θ) تابع واقعا آیا یعنی است؟ MLE واقعا θ̂ آیا سؤال:
می باشد. زیر به صورت l(θ) تابع دوم مشتق دوم: مشتق تست

l
′′
(θ) =

d

dθ

(n
θ
−

n∑
i=١

xi

)
= − n

θ٢ < ٠.

است. θ پارامتر MLE واقعا θ̂ = ١
x̄

لذا ،l′′(θ̂) < ٠ جمله از l′′(θ) < ٠, ∀θ > ٠ آنجایی که از
٢۶ / ۵ برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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نشان عمر طول آزمون یک در را الکترونیکی دستگاه ١٨ عمر) (طول خرابی زمان های زیر داده های کاربردی. مثال
می دهد.

۵ ١١ ٢١ ٣١ ۴۶ ٧۵ ٩٨ ١٢٢ ١۴۵ ١۶۵ ١٩۶ ٢٢۴ ٢۴۵ ٢٩٣ ٣٢١ ٣٣٠ ٣۵٠ ۴٢٠
پارامتر MLE باشد، قبل) مثال در شده داده (مدل ١

θ
میانگین با نمایی توزیع فوق دستگاه عمر طول اینکه فرض با

بیابید. را θ
حل.

x̄ =
١

١٨
n∑

i=١
xi =

١
١٨ (۵ + ١١ + · · ·+ ۴٢٠) = ١٧٢٫١

θ̂ =
١
x̄

=
١

١٧٢٫١ = ٠٫٠٠۵٨.

٢۶ / ۶ برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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بیابید. را θ پارامتر MLE باشد، زیر چگالی تابع با X١, . . . , Xn
iid∼ U(٠, θ), θ > ٠ اگر مثال.

f(x, θ) =
١
θ
, ٠ < x < θ.

نمونه: درست نمایی تابع حل.

L(θ) =
n∏

i=١
f(xi, θ) =

n∏
i=١

١
θ
=

١
θn

, ٠ < xi < θ, i = ١, . . . , n,

=
١
θn

, ٠ < x(١) < · · · < x(n) < θ

=
١
θn

, x(n) < θ.

لذا
L(θ) =

{ ١
θn

, x(n) < θ

٠, o.w.

٢۶ / ٧ برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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.θ̂ = x(n) می شود θ پارامتر MLE لذا می شود. ماکزیمم x(n) = max(x١, . . . , xn) در l(θ) نمودار، به توجه با

چون کرد. پیدا را MLE درست نمایی معادله حل و مشتق گیری از نمی توان اینجا در
l′(θ) = −nθ−n−١ < ٠, نمی شود صفر هیچگاه

بنابراین شود. مینیمم (x(n), ∞) فاصله در θ که می شود ماکزیمم هنگامی لذا است، نزولی تابعی l(θ) آنجایی که از
.θ̂ = x(n)

٢۶ / ٨ برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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که X ∼ f(x, θ) اگر مثال.

f(x, θ) =


١
۴ x = ١, ٢
١+θ

۴ x = ٣
١−θ

۴ x = ۴
θ ∈ [٠, ١].

بیابید. را θ پارامتر ML برآورد
حل.

L(θ) = f(x, θ)

شود. ماکزیمم Θ = [٠, ١] پارامتر فضای روی L(θ) باید

(١) اگر x = ١, ٢ ⇒ L(θ) =
١
۴

حالت این در پس
θ̂ = α (α ∈ [٠, ١]),

باشد. (٠, ١) بین عددی هر می تواند MLE یعنی

٢۶ / ٩ برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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(٢) اگر x = ٣ ⇒ L(θ) =
١ + θ

۴ ⇒ L′(θ) =
١
۴ > ٠,

.θ̂ = ١ یعنی می شود، ماکزیمم θ مقدار بیشترین در درست نمایی تابع لذا است، صعودی L(θ) آنجایی که از

(٣) اگر x = ۴ ⇒ L(θ) =
١ − θ

۴ ⇒ L′(θ) = −١
۴ < ٠,

.θ̂ = ٠ یعنی می شود، ماکزیمم θ مقدار کمترین در درست نمایی تابع لذا است، نزولی L(θ) آنجایی که از
خلاصه بطور

θ̂ =


α x = ١, ٢ α ∈ (٠, ١)
١ x = ٣
٢ x = ۴.

کرد. پیدا را θ̂ می توان نیز L(θ) نمودار از استفاده با دوم: روش

٢۶ / ١٠ برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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تایی ۶ نمونه یک اساس بر فوق مثال در مثال.
(x١, x٢, x٣, x۴, x۵, x۶) = (٢, ٣, ۴, ٣, ٣, ١)

بیابید. را θ پارامتر ML برآورد
نمونه: درست نمایی تابع حل.

L(θ) =

n∏
i=١

f(xi, θ) = f(x١, θ) . . . f(x۶, θ)

= f(٢, θ) f(٣, θ) f(۴, θ) f(٣, θ) f(٣, θ) f(١, θ)
=

١
۴ × ١ + θ

۴ × ١ − θ

۴ × ١ + θ

۴ × ١ + θ

۴ × ١
۴

=
١
۴۶ [(١ + θ)١)٣ − θ)]

l(θ) = lnL(θ) = −۶ ln ۴ + ٣ ln(١ + θ) + ln(١ − θ)

l′(θ) =
٣

١ + θ
− ١

١ − θ
=

٢ − ۴θ
(١ + θ)(١ − θ)

= ٠ ⇒ ٢ − ۴θ = ٠,

⇒ θ =
١
٢ ⇒ θ̂ =

١
٢ .

٢۶ / ١١ برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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بیابید. را µ پارامتر ML برآورد ،X١, . . . , Xn
iid∼ N(µ, ١), µ ∈ R اگر مثال.

حل.

L(µ) =

n∏
i=١

f(xi, µ) =

n∏
i=١

٢√١π e−
(xi−µ)٢

٢

= (٢π)−n٢ e−
١٢
∑n

i=١(xi−µ)٢

l(µ) = lnL(µ) = −n

٢ ln(٢π)− ١
٢

n∑
i=١

(xi − µ)٢,

l′(µ) = −١
٢

n∑
i=١

−٢(xi − µ) =

n∑
i=١

(xi − µ) = ٠ ⇒
n∑

i=١
xi = nµ

⇒ µ =
١
n

n∑
i=١

xi ⇒ µ̂ = x̄.

دوم: مشتق تست

l
′′
(µ) =

d

dµ
l′(µ) =

d

dµ

( n∑
i=١

(xi − µ)
)
=

d

dµ
(−nµ) = −n < ٠.

٢۶ / ١٢ برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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لذا پس
d
′′

d٢µ < ٠, ∀µ ∈ R.

می باشد. µ پارامتر MLE واقعا µ̂ = x̄ یعنی می کند. ماکزیمم واقعا را L(µ) تابع µ̂ = x̄ بنابراین

می گیرد. قرار θ پارامتر فضای داخل همیشه θ پارامتر ML برآورد اینکه یعنی می باشد دامنه حافظ ML برآورد تذکر.
را µ پارامتر ML برآورد معلوم اند. حقیقی عدد دو b و a که X١, . . . , Xn

iid∼ N(µ, ١), µ ∈ [a, b] اگر مثال.
بیابید.

می شود نتیجه فوق نمودارهای به توجه با

θ̂ =


b a < b < x̄, (١) شکل
x̄ a < x̄ < b, (٢) شکل
a x̄ < a < b, (٣) .شکل

٢۶ / ١٣ برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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را σ٢ و µ پارامترهای ML برآوردهای ،X١, . . . , Xn
iid∼ N(µ, σ٢), µ ∈ R, σ٢ > ٠ اگر مثال.

بیابید.
داریم: .Θ = {(µ, σ٢) : µ ∈ R, σ٢ > ٠} پارامتر فضای حل.

L(µ, σ٢) =
n∏

i=١
f(xi, µ, σ

٢) =
n∏

i=١

٢√١πσ٢ e−
(xi−µ)٢

٢σ٢

= (٢πσ٢)−
n٢ e−

∑n
i=١(xi−µ)٢

٢σ٢ .

l(µ, σ٢) = lnL(µ, σ٢) = −n

٢ ln(٢πσ٢)−
∑n

i=١(xi − µ)٢

٢σ٢
داریم: σ٢ و µ به نسبت l(µ, σ٢) از مشتق گیری }با

dl
dµ

= ٠
dl
dσ٢ = ٠ ⇒

{ ١
٢σ٢

∑n
i=١ −٢(xi − µ) = ٠,

−n
٢

٢π
٢πσ٢ +

∑n
i=١(xi−µ)٢

٢σ۴ = ٠, ⇒

{∑n
i=١(xi − µ) = ٠,∑n
i=١(xi−µ)٢

٢σ۴ = n
٢σ۴ .

⇒

{
µ̂ = x̄,

σ̂٢ =
∑n

i=١(xi − x̄)٢ = S٢
b .

٢۶ / ١۴ برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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داد نشان بایستی S٢
b و x̄ بودن MLE بررسی برای

A =

∣∣∣∣∣
∂l(µ,σ٢)

dµ٢
∂l(µ,σ٢)
dµ dσ٢

∂l(µ,σ٢)
dσ٢ dµ

∂l(µ,σ٢)
dσ٢

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
µ=x̄, σ٢=S٢

b

≤ ٠.

کنید). بررسی تمرین عنوان (به است منفی همیشه ماتریس یک A ماتریس دهیم نشان بایستی یعنی
هرگاه گویند منفی همیشه ماتریس یک را An×n ماتریس تعریف:

x′ Ax ≤ ٠, ∀ xn×١.

٢۶ / ١۵ برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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که X١, . . . , Xn
iid∼ f(x, θ) اگر مثال.

f(x, θ) = e−(x−θ), x > θ, θ ∈ R.

بیابید. را θ پارامتر ML برآورد
داریم: حل.

L(θ) =

n∏
i=١

f(xi, θ) =

n∏
i=١

e−(xi−θ) = e−(nx̄−nθ), θ < xi, i = ١, . . . , n

= e−nx̄+nθ θ < x(١)
= e−nx̄+nθ I(−∞, x(١))(θ).

را خود مقدار ماکزیمم θ مقدار بیشترین در درست نمایی تابع لذا می باشد، θ از صعودی تابعی l(θ) آنجایی که از
.θ̂ = x(١) بنابراین داراست.

٢۶ / ١۶ برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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نمی آید. به دست θ پارامتر MLE درست نمایی، معادله حل و مشتق گیری از که شود توجه
به دست ترتیبی آماره ی حسب بر MLE برآورد باشد، پارامتر به وابسته X دامنه که توزیع هایی برای نکته:

می آید.

که X١, . . . , Xn
iid∼ f(x, θ, η) اگر مثال.

f(x, θ, η) =
١
η
e
− (x−θ)

η , x > θ, η > ٠, θ ∈ R.

می باشد. دوپارامتری نمایی توزیع چگالی تابع فوق چگالی تابع کنید. پیدا را η و θ پارامترهای MLE

حل.

L(θ, η) =
n∏

i=١
f(xi, θ, η) =

n∏
i=١

١
η
e
− (xi−θ)

η , θ < xi, i = ١, . . . , n,

=
١
ηn

e
−

∑n
i=١(xi−θ)

η = η−n e
−n(x̄−θ)

η , θ < x(١)

= η−n e
−n(x̄−θ)

η I(−∞,x(١))(θ).

٢۶ / ١٧ برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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داریم:

l(θ, η) = lnL(θ, η) = −n ln η − n(x̄− θ)

η
.

داریم: l(θ, η) در θ بجای x(١) جایگذاری با .θ̂ = x(١) لذا است، θ از صعودی تابعی l آنجایی که از

l(x(١), η) = −n ln η −
n(x̄− x(١))

η

داریم: η به نسبت l(x(١), η) از مشتق گیری با
dl(x(١), η)

dη
= −n

η
+

n(x̄− x(١))
η٢ .

dl(x(١), η)
dη

= ٠ ⇒
n(x̄− x(١))

η٢ − n

η
= ٠ ⇒ n

η

( x̄− x(١)
η

− ١
)
= ٠,

⇒
x̄− x(١)

η
= ١, ⇒ η = x̄− x(١), ⇒ η̂ = x̄− x(١).

٢۶ / ١٨ برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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عمر طول آزمایش یک معرض در که قطعه یا مؤلفه ١٨ عمر) (طول خرابی زمان های زیر داده های کاربردی. مثال
می باشد. زیر به صورت می گیرند قرار

۵ ١١ ٢١ ٣١ ۴۶ ٧۵ ٩٨ ١٢٢ ١۴۵ ١۶۵ ١٩۵ ٢٢۴ ٢۴۵ ٢٩٣ ٣٢١ ٣٣٠ ٣۵٠ ۴٢٠
MLEپارامترهای شود، برازش قبل مثال در شده ذکر دوپارامتری نمایی توزیع فوق داده های به بدانیم اینکه فرض با

بیابید. را η و θ
حل.

x(١) = min(x١, . . . , x١٨) = ۵,
x̄ =

۵ + ١١ + · · ·+ ۴٢٠
١٨ = ١٧٢٫١,

⇒ θ̂ = x(١) = ۵, η̂ = x̄− x(١) = ١٧٢٫١ − ۵ = ١۶٧٫١.

٢۶ / ١٩ برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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g(θ) ماکزیمم درست نمایی برآورد ،g(θ̂) آنگاه باشد، θ پارامتر MLE ،θ̂ اگر :MLE پایایی خاصیت
یعنی است). θ از دلخواه تابعی g(θ))

ĝ(θ)MLE = g(θ̂MLE).

بیابید. را زیر پارامترهای MLE قبل مثال در مثال.
.k(θ, η) = θ + η ج) h(η) = ١

η
ب) g(θ) = θ٢ الف)

حل.
(الف ĝ(θ) = g(θ̂) = θ̂٢ = x٢

(١),

(ب ĥ(η) = h(η̂) =
١
η̂
=

١
x̄− x(١)

,

(ج k̂(θ, η) = θ̂ + η̂ = x(١) + x̄− x(١) = x̄.

٢۶ / ٢٠ برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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با پارامتری دو نمایی قطعات این عمر طول توزیع اینکه فرض با و قطعه ١٨ عمر طول به مربوط مثال در مثال.
باشد: η و θ پارامترهای

می کنند؟ عمر ماه ١٠ بالای قطعات این از درصد چند تقریبی به طور الف)
کنید. پیدا را قطعات عمر طول میانگین تقریبی به طور ب)

الف) حل.
Xi : قطعه عمر ,طول i = ١, . . . , ١٨
Xi ∼ Exp(θ, η) ⇒ f(x, θ, η) =

١
η
e
− (x−θ)

η , x > θ, η > ٠, θ ∈ R.

̂P (X > ١٠) =?

P (X > ١٠) =
∫ ∞

١٠
١
η
e
− (x−θ)

η dx = e
θ
η

∫ ∞

١٠
١
η
e
− x

η dx

= e
θ
η e

− x
η

∣∣∣∞١٠
= e

θ
η
− ١٠

η = e
θ−١٠

η .

می شود: نتیجه پایایی خاصیت از
̂P (X > ١٠) = e

θ̂−١٠
η̂ = e

۵−١٠
١۶٧٫١ = e−٠٫٠٢ = ٠٫٩٨ ⇒ ٠٫٩٨ × ١٠٠ = ٩٨ ٪ .

٢۶ / ٢١ برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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دارند. ماه ١٠ بالای عمر طول تولیدی قطعات از درصد ٩٨ که می زنیم تخمین
فرمول. از استفاده دوم. روش

FX(x) = P (X ≤ x) = ١ − e
− (x−θ)

η , x > θ,

P (X > x) = ١ − P (X ≤ x) = e
− (x−θ)

η ,

̂P (X > ١٠) = e
θ̂−١٠

η̂ = e
۵−١٠
١۶٧٫١ = e−٠٫٠٢ = ٠٫٩٨.

ب) حل

E(X) =

∫
x f(x) dx =

∫ ∞

θ

x
١
η
e
− (x−θ)

η dx

(y =
x− θ

η
⇒ x = θ + ηy ⇒ dx = η dy)

⇒ E(X) =

∫ ∞

٠
(θ + ηy)

١
η
e−y η dy

= θ

∫ ∞

٠
e−y dy + η

∫ ∞

٠
y e−y dy = θ + η.

⇒ Ê(X) = θ̂ + η̂ = x(١) + x̄− x(١) = x̄ = ١٧٢٫١.
٢۶ / ٢٢ برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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که X١, . . . , Xn
iid∼ f(x, θ) اگر مثال.

f(x, θ) =
١

π[١ + (x− θ)٢] , x ∈ R, θ ∈ R.

بیابید. را θ پارامتر ML برآورد
نمونه درست نمایی تابع حل.

L(θ) =

n∏
i=١

f(xi, θ) =

n∏
i=١

١
π[١ + (xi − θ)٢] = π−n

n∏
i=١

[١ + (xi − θ)١−[٢

درست نمایی: تابع لگاریتم

l(θ) = lnL(θ) = −n lnπ −
n∑

i=١
ln[١ + (xi − θ)٢].

l
′
(θ) = −

n∑
i=١

d

dθ
ln[١ + (xi − θ)٢] = −

n∑
i=١

−٢(xi − θ)

١ + (xi − θ)٢ =
n∑

i=١

٢(xi − θ)

١ + (xi − θ)٢ .

٢۶ / ٢٣ برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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درست نمایی: معادله
l
′
(θ) = ٠ ⇒

n∑
i=١

٢(xi − θ)

١ + (xi − θ)٢ = ٠.

ولی می آید. به دست θ حسب بر ∑n
i=١

٢(xi−θ)
١+(xi−θ)٢ = ٠ درست نمایی معادله حل از θ̂ یعنی ML برآورد

روش های از بایستی MLE کردن پیدا برای بنابراین نیست. ساده فوق معادله حل می شود، مشاهده که همانطوری
.(R نرم افزار (مثل کرد استفاده دارند وجود ریاضی و آماری نرم افزار های در که دستوراتی یا عددی

که دارد وجود دستوراتی همچنین می شود. استفاده تابع کردن ماکزیمم برای که دارد وجود دستوراتی R نرم افزار در
مراجعه زیر مقاله ی به زمینه این در بیشتر مطالعه برای کرد. پیدا را معادله یک ریشه های آنها کمک به می توان

شود:
و ای نقطه برآوردهای محاسبه برای عددی های روش بر مروری .(١٣٩٢) کبر. ا اصغرزاده، و موسی عبدی،

.۴٧ − ۶٠, ٢, ١٨ آماری، اندیشه .s− plus افزار نرم از استفاده با ای فاصله

٢۶ / ٢۴ برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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MLE .θ ∈ {١, ٢, ٣} که باشد f(x, θ) احتمال تابع با گسسته تصادفی متغیر یک X کنید فرض .١
بیابید. را θ پارامتر

x f(x, 1) f(x, 2) f(x, 3)

0 1
3

1
4

0
1 1

3
1
4

0
2 0 1

4
1
4

3 1
6

1
4

1
2

4 1
6

0 1
4

بیابید. را θ پارامتر ML برآورد زیر حالات از هرکدام در .X١, . . . , Xn
iid∼ f(x, θ) اگر .٢

i) f(x, θ) = θ x−٢, ٠ < θ ≤ x < ∞.

ii) f(x, θ) =
١
θ
e−x/θ, , x > ٠, θ > ٠.

iii) f(x, θ) = θx(١ − θ)١−x, x = ٠ یا ١, ٠ ≤ θ ≤ ١
٢ .

٢۶ / ٢۵ برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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که X١, . . . , Xn
iid∼ f(x, θ) کنید فرض .٣

f(x, θ) =
αβα

xα+١ , x ≥ β, α, β > ٠.
بیابید. را β و α پارامترهای ML برآورد الف)
بیابید. را α٢ و ١

β
پارامترهای ML برآورد ب)

که X١, . . . , Xn
iid∼ f(x, θ) اگر .۴

f(x, θ) = θ xθ−١, ٠ < x < ١, θ ∈ [a, b].

بیابید. را θ پارامتر ML برآورد
که X ∼ f(x, θ) اگر .۵

f(x, θ) =


١
۴ x = ١, ٢
١+θ

۴ x = ٣
١−θ

۴ x = ۴
θ ∈ [−١, ١].

بیابید. را θ پارامتر ML برآورد

٢۶ / ٢۶ برآوردیابی روش های سوم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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