
١ احتمال

توأم تصادفͬ متغیرهای
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توأم تصادفͬ متغیرهای Lecture 2

توام توزیع تابع و چͽالͬ تابع
توام: توزیع های با تصادفͬ متغیرهای

دیͽر عبارت به است، R٢ به S از تابعͬ ،Y و X توام تصادفͬ متغیر

(X,Y) : S → R٢.

ͬ دهند. م نمایش S(X,Y) با را آن و ͬ کنند م قبول (X,Y) که است مقادیری مجموعه (X,Y) تکیه گاه

:Y و X توام احتمال تابع

fX,Y(x, y) با را (x, y) نقطه در Y و X توام احتمال تابع آن صورت در باشند، گسسته تصادفͬ متغیرهای Y و X اگر

ͬ کنیم م تعریف زیر صورت به و داده نمایش

fX,Y(x, y) = P(X = x,Y = y).

:Y و X توام احتمال تابع خواص
١) ∀ x, y ∈ S(X,Y), fX,Y(x, y) ≥ ٠,

٢)
∑
x

∑
y
fX,Y(x, y) = ١ .
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توأم تصادفͬ متغیرهای Lecture 2

.١ مثال

باشد، اول پرتاب دو در شیرها تعداد Y و پرتاب سه در شیرها تعداد X اگر ͬ کنیم. م پرتاب بار سه تصادف، به را سͺه ای
مطلوبست:

.S(X,Y) الف)
.Y و X توام احتمال تابع ب)

پاسخ:

S HHH HHT HTH THH TTH THT HTT TTT

(x, y) (٣, ٢) (٢, ٢) (٢, ١) (٢, ١) (١, ٠) (١, ١) (١, ١) (٠, ٠)

S(X,Y) = {(٠, ٠), (١, ٠), (١, ١), (٢, ١), (٢, ٢), (٣, ٢)}
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توأم تصادفͬ متغیرهای Lecture 2

.١ مثال
پاسخ: ادامه

fX,Y(x, y) = P(X = x,Y = y) =



١

٨
, (x, y) = (٠, ٠)

١

٨
, (x, y) = (١, ٠)

١

۴
, (x, y) = (١, ١)

١

۴
, (x, y) = (٢, ١)

١

٨
, (x, y) = (٢, ٢)

١

٨
, (x, y) = (٣, ٢)

.

١٩ / ۴ نشلͬ اصغرزاده دکتر مدرس:

Uni
viv

er
sit

y o
f M

az
an

da
ra

n

Dr. 
A. A

sg
ha

rz
ad

eh



توأم تصادفͬ متغیرهای Lecture 2

احتمال: توزیع جدول با ١ مثال توام احتمال تابع نمایش

x
٠ ١ ٢ ٣ fY(y)

٠
١

٨

١

٨
٠ ٠

٢

٨

y ١ ٠
٢

٨

٢

٨
٠

۴

٨

٢ ٠ ٠
١

٨

١

٨

٢

٨

fX(x)
١

٨

٣

٨

٣

٨

١

٨
١

تعریف

احتمال تابع تنهایی به را X احتمال تابع آن گاه باشد، Y و X گسسته تصادفͬ متغیرهای توام احتمال تابع fX,Y(x, y) اگر
ͬ کنند. م تعریف زیر صورت به آن را و گویند (کناری) حاشیه ای

fX(x) =
∑
y
fX,Y(x, y) : X حاشیه ای احتمال تابع

fY(y) =
∑
x
fX,Y(x, y) : Y حاشیه ای احتمال تابع
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توأم تصادفͬ متغیرهای Lecture 2

.٢ مثال

آورید؟ دست به ١ مثال در را Y و X حاشیه ای احتمال تابع
پاسخ:

fX(٠) = P(X = ٠) =
٢∑

y=٠

f(٠, y) = f(٠, ٠) + f(٠, ١) + f(٠, ٢) =
١

٨
+ ٠ + ٠ =

١

٨

fX(١) = P(X = ١) =
٢∑

y=٠

f(١, y) = f(١, ٠) + f(١, ١) + f(١, ٢) =
١

٨
+

٢

٨
+ ٠ =

٣

٨

fX(٢) = P(X = ٢) =
٣

٨
, fX(٣) = P(X = ٣) =

١

٨

fX(x) =


١

٨
, x = ٠, ٣

٣

٨
, x = ١, ٢

; fY(y) =


٢

٨
, y = ٠, ٢

۴

٨
, y = ١
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توأم تصادفͬ متغیرهای Lecture 2

.٣ مثال

شده اند داده زیر جدول در که باشند صورتͬ به Y و X توام احتمال توزیع مقادیر اگر

x
٠ ١ ٢

٠
١

١٢

١

۶

١

٢۴

y
١

١

۴

١

۴

١

۴٠

٢
١

٨

١

٢٠
٠

٣
١

١٢٠
٠ ٠

مطلوبست:

،P(X = ٠, ١ ≤ Y < ٣) ب) ، P(X = ١,Y = ٢) الف)

.P(X > Y) د) ،P(X+ Y ≤ ١) ج)

الف) پاسخ:
P(X = ١,Y = ٢) =

١

٢٠
,
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توأم تصادفͬ متغیرهای Lecture 2

٣ مثال ادامه
ب)

P(X = ٠, ١ ≤ Y < ٣) = P(X = ٠,Y = ١) + P(X = ٠,Y = ٢) =
١

۴
+

١

٨
=

٣

٨
,

ج)

P(X+ Y ≤ ١) = P(X = ٠,Y = ٠) + P(X = ١,Y = ٠) + P(X = ٠,Y = ١)

=
١

١٢
+

١

۶
+

١

۴
=

١

٢
,

د)

P(X > Y) = P(X = ١,Y = ٠) + P(X = ٢,Y = ٠) + P(X = ٢,Y = ١)

=
١

۶
+

١

٢۴
+

١

۴٠
=

٢٨

١٢٠
.
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توأم تصادفͬ متغیرهای Lecture 2

تعریف
داد. تعمیم ͬ توان م تصادفͬ متغیر چند برای را تصادفͬ متغیر دو توام احتمال توزیع مفهوم

به X١, . . . ,Xn توام احتمال تابع یا توام احتمال توزیع آن گاه باشند، گسسته تصادفͬ متغیرهای X١, . . . ,Xn اگر

ͬ شود م تعریف زیر صورت

fX١,X٢,...,Xn(x١, x٢, . . . , xn) = P(X١ = x١,X٢ = x٢, . . . ,Xn = xn)

fX١(x١) =
∑
x٢

. . .
∑
xn

f(x١, x٢, . . . , xn) :X١ حاشیه ای احتمال تابع

fXn(xn) =
∑
x١

. . .
∑
xn−١

f(x١, x٢, . . . , xn) :Xn حاشیه ای احتمال تابع

fX١,X٢(x١, x٢) =
∑
x٣

. . .
∑
xn

f(x١, x٢, . . . , xn) :X١,X٢ توام حاشیه ای احتمال تابع

fX١,X٢,X۴(x١, x٢, x۴) =
∑
x٣

∑
x۵

. . .
∑
xn

f(x١, x٢, . . . , xn) :X١,X٢,X۴ توام حاشیه ای احتمال تابع

١٩ / ٩ نشلͬ اصغرزاده دکتر مدرس:
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توأم تصادفͬ متغیرهای Lecture 2

توام: توزیع تابع تعریف

ͬ شود م تعریف زیر صورت به آن ها توام توزیع تابع باشند، fX,Y(x, y) توام احتمال تابع با توام تصادفͬ متغیر دو Y و X اگر

FX,Y(x, y) = P(X ≤ x,Y ≤ y), x, y ∈ R

داریم گسته حالت در

FX,Y(x, y) = P(X ≤ x,Y ≤ y) =
∑
s≤x

∑
t≤y

fX,Y(s, t)

.۴ مثال

بیابید؟ را F(٢, ١) و F(١, ١) مقادیر ،١ مثال در
پاسخ:

F(١, ١) = P(X ≤ ١,Y ≤ ١) =
∑
s≤١

∑
t≤١

f(s, t) = f(٠, ٠) + f(٠, ١) + f(١, ٠) + f(١, ١) =
۴

٨

F(٢, ١) = f(٠, ٠) + f(٠, ١) + f(١, ٠) + f(١, ١) + f(٢, ٠) + f(٢, ١) =
۶

٨
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توأم تصادفͬ متغیرهای Lecture 2

توام: چͽالͬ تابع

Yگویند، و X توام چͽالͬ تابع را fX,Y(x, y) دومتغیره تابع آن صورت در باشند، پیوسته تصادفͬ متغیرهای Y Xو اگر

باشیم داشته هرگاه

P [(X,Y) ∈ A] =
∫∫
A

fX,Y(x, y)dxdy, A ⊂ R٢

توام: چͽالͬ تابع خواص
١) ∀ (x, y), fX,Y(x, y) ≥ ٠,

٢)
∫∞
−∞

∫∞
−∞ fX,Y(x, y) = ١ .

:Y و X حاشیه ای چͽالͬ تابع

ͬ شود م تعریف زیر صورت به Y و X حاشیه ای چͽالͬ تابع باشد، Y و X توام چͽالͬ تابع f(x, y) اگر

fX(x) =
∫ ∞

−∞
f(x, y)dy, : X حاشیه ای چͽالͬ تابع

fY(y) =
∫ ∞

−∞
f(x, y)dx, : Y حاشیه ای چͽالͬ تابع

١٩ / ١١ نشلͬ اصغرزاده دکتر مدرس:
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توأم تصادفͬ متغیرهای Lecture 2

.۵ مثال

باشد، زیر صورت به Y و X توام چͽالͬ کنید فرض

f(x, y) = c, ٠ < x < y < ١

،P(X+ Y < ١) احتمال های محاسبه ج) Y و X حاشیه ای چͽالͬ توابع ب) c ثابت مقدار الف) مطلوبست:

.P(X <
١

۴
) و P(٠ < X <

١

٢
, ٠ < Y <

١

٣
)

الف) ∫∫پاسخ:
A

c dxdy = ١ ⇒ c
∫ ١

٠

∫ y
٠
dxdy = ١ ⇒ c

∫ ١

٠
ydy = ١ ⇒ c = ٢

ب)

fX(x) =
∞∫

−∞
f(x, y)dy =

∫ ١

x ٢dy = ١)٢ − x), ٠ < x < ١

fY(y) =
∞∫

−∞
f(x, y)dx =

∫ y
٠

٢dx = ٢y, ٠ < y < ١

١٩ / ١٢ نشلͬ اصغرزاده دکتر مدرس:
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توأم تصادفͬ متغیرهای Lecture 2

۵ مثال ادامه
ج)

P(X+ Y < ١) = ٢

∫ ∫
dydx = ٢

∫ ١
٢

٠

∫ ١−x

x
dydx = ٢

∫ ١
٢

٠

(١ − ٢x)dx =
١

٢

P(٠ < X <
١

٢
, ٠ < Y <

١

٣
) =

∫ ١
٣

٠

∫ y

٠

٢dxdy =
١

٩

P(X <
١

۴
) =

∫ ١
۴

٠

f(x) dx =
∫ ١

۴

٠

١)٢ − x)dx =
٣

۴

تذکر

تصادفͬ متغیرهای ͬ گویند م اصطلاحا ͬ باشد، م c ثابت مقدار برابر A ناحیه روی Y و X توام چͽالͬ چون ۴ مثال در

شده اند. پخش یا توزیع یͺنواخت به طور A روی Y و X
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توأم تصادفͬ متغیرهای Lecture 2

.۶ مثال

باشد: زیر به صورت Y و X توأم احتمال چͽالͬ تابع اگر

f(x, y) =

{
٣
۵x(x+ y) ٠ < x < ١, ٠ < y < ٢

٠ جاها سایر

.A = {(x, y) : ٠ < x < ١
٢ , ١ < y < ٢} ناحیه A آن در که بیابید را P[(X,Y) ∈ A] مقدار

حل.

P[(X,Y) ∈ A] = P[٠ < X <
١

٢
, ١ < Y < ٢] =

∫ ٢

١

∫ ١
٢

٠

٣

۵
x(x+ y) dx dy

=

∫ ٢

١

∫ ١
٢

٠

٣

۵
xy dx dy+

∫ ٢

١

∫ ١
٢

٠

٣

۵
x٢ dx dy

=

∫ ٢

١

٣x٢ y

١٠
+

٣x٣

١۵

∣∣∣x= ١
٢

x=٠
dy

=

∫ ٢

١

( ٣y

۴٠
+

١

۴٠

)
dy =

٣y٢

٨٠
+

y

۴٠

∣∣∣y=٢

y=١
=

١١

٨٠
.
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توأم تصادفͬ متغیرهای Lecture 2

پیوسته: توام توزیع تابع

ͬ شود م تعریف زیر صورت به Y و X توام توزیع تابع آن صورت در باشد، Y و X توام چͽالͬ تابع fX,Y(x, y) اگر

FX,Y(x, y) = P(X ≤ x,Y ≤ y) =
∫ y

−∞

∫ x

−∞
f(s, t)dsdt.

∂٢FX,Y(x, y)

∂x∂y
= fX,Y(x, y).

٧ مثال

باشد، زیر صورت به Y و X تصادفͬ متغیر دو توام توزیع تابع اگر

F(x, y) =

{
(١ − e−x)(١ − e−y), x > ٠, y > ٠

٠ o.w.

کنید. معین نیز را P(١ < X < ٣, ١ < Y < ٢) مقدار توام احتمال چͽالͬ از استفاده با بیابید. را آن ها توام احتمال چͽالͬ

داریم توام توزیع تابع از جزئͬ مشتق گیری از استفاده با پاسخ:

∂٢

∂x∂y
F(x, y) = e−(x+y)

١٩ / ١۵ نشلͬ اصغرزاده دکتر مدرس:
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توأم تصادفͬ متغیرهای Lecture 2

٧ مثال

ͬ آید م دست به زیر صورت به Y و X توام احتمال چͽالͬ جاها، سایر در ٠ و y > ٠ x؛ > ٠ ازای به پاسخ: ادامه

f(x, y) =

{
e−(x+y), x > ٠, y > ٠

٠ o.w.

ͬ شود م محاسبه زیر صورت به احتمال مقدار احتمال، چͽالͬ تابع از انتگرال گیری از استفاده با

P(١ < X < ٣, ١ < Y < ٢) =

∫ ٢

١

∫ ٣

١
e−(x+y)dxdy

= (e−١ − e−٣)(e−١ − e−٢)

= e−٢ − e−٣ − e−۴ + e−۵ = ٠.٠٧۴ .
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توأم تصادفͬ متغیرهای Lecture 2

باشد زیر به صورت Y و X احتمال توزیع اگر .١ مسأله

f(x, y) = c (x٢ + y٢), x = −١, ٠, ١, ٣; y = −١, ٢, ٣

باشد. احتمال تابع ͷی f(x, y) که بیابید طوری را c مقدار

زیر: احتمالات از هرکدام محاسبه است مطلوب ١ مسأله در c مقدار محاسبه از پس .٢ مسأله

P(X ≤ ١, Y > ٢) الف)

P(X = ٠, Y ≤ ٢) ب)

P(X+ Y > ٢) ج)

بیابید. را F(١٫٢, ٠٫٩) توام توزیع تابع مقدار ،١ مسأله به رجوع با .٣ مسأله

١٩ / ١٧ نشلͬ اصغرزاده دکتر مدرس:
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توأم تصادفͬ متغیرهای Lecture 2

باشد زیر به صورت Y و X توأم چͽالͬ اگر .۴ مسأله

f(x, y) =

{
٢ x > ٠, y > ٠, x+ y < ١

٠ جاها سایر

محاسبه: است مطلوب

P(X ≤ ١
٢ , Y ≤ ١

٢ ) الف)

P(X+ Y > ٢
٣ ) ب)

به ترتیب Y و X اگر ͬ آورد. م عمل به ادبیات و علوم زمینه در قوه ای امتحانهای وارد، تازه دانشجویان تمام از دانشͺده ای .۵ مسأله
احتمال چͽالͬ با ͬ توان م را تصادفͬ متغیرهای این توأم احتمال توزیع باشند، امتحان دو این در دانشجو ͷی صحیح پاسخ های نسبت

توأم

f(x, y) =

{
٢
۵ (٢x+ ٣y) ٠ < x < ١, ٠ < y < ١

٠ جاها سایر

دانشجویان از نسبتͬ چه زد. تقریب
٠٫۴٠ از کمتر امتحان دو هر در الف)

آورد؟ خواهند بدست ٠٫۵٠ از کمتر ادبیات امتحان در و ٠٫٨٠ از بیش علوم امتحان در ب)

١٩ / ١٨ نشلͬ اصغرزاده دکتر مدرس:
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توأم تصادفͬ متغیرهای Lecture 2

را آنها توأم احتمال توزیع که باشند تصادفیی متغیرهای واحد) هزار (ده کل فروش S و (تومان) کالا ͷی بهای X اگر .۶ مسأله
توأم احتمال چͽالͬ با بتوان

f(x, y) =

{
۵x e−xy ٠٫٢ < x < ٠٫۴, y > ٠

٠ جاها سایر

آنکه احتمال کنید پیدا زد، تقریب
کند. تجاوز واحد ٢٠٠٠٠ از فروش میزان و باشد تومان ٣ از کمتر بها الف)

باشد. کمتر واحد ١٠٠٠٠ از فروش میزان و باشد تومان ٣ و تومان ٢٫۵ بین بها ب)
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