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١ ریاضی آمار
یکنواخت بطور واریانس کمترین با نااریب برآوردگر چهارم: فصل

دوم بخش

اصغرزاده کبر ا دکتر استاد:

٢۴ / ١ دوم بخش یکنواخت بطور واریانس کمترین با نااریب برآوردگر چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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لهمن-شفه قضیه
تابعی که T ∗ = t∗(S) و θ برای کامل بسنده آماره یک S اگر .X١, . . . , Xn

iid∼ f(x; θ), θ ∈ Θ کنید فرض
است. α(θ) برای UMV UE یک T ∗ باشد،آنگاه α(θ) برای نااریب برآوردگر یک است، S از

آنگاه .T ′
= t

′
(S) یعنی است، S از تابعی که باشد α(θ) برای دلخواه نااریب برآوردگر یک T که کنید فرض اثبات.

داریم:
Eθ(T

∗ − T
′
) = Eθ(T

∗)− E(T
′
) = α(θ)− α(θ) = ٠.

یا Pθ(T
∗ − T

′
= ٠) = ١ باید لذا است کامل S چون است. S از تابعی T ∗ − T

′
= t∗(S)− t

′
(S) طرفی از

Pθ(T
∗ = T

′
) = ١, ∀ θ ∈ Θ.

برای T دلخواه نااریب برآوردگر برای حال است. S از تابعی که دارد وجود α(θ) برای نااریب برآوردگر یک تنها لذا
.T ∗ = E(T |S) باشیم داشته باید حتماٌ لذا است، α(θ) برای نااریب که می باشد S از تابعی E(T |S) چون ،α(θ)

داریم: رائو-بلاکول قضیه از ادامه در
V arθ(T

∗) ≤ V arθ(T ), ∀θ ∈ Θ.

است. α(θ) برای UMV UE یک T ∗ لذا

٢۴ / ٢ دوم بخش یکنواخت بطور واریانس کمترین با نااریب برآوردگر چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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روش های از می توان α(θ) برای UMV UE یک کردن پیدا برای لهمن-شفه و رائو-بلاکول قضایای به توجه با
کرد: استفاده زیر

باشد. α(θ) برای نااریب که کرد پیدا S یعنی کامل بسنده آماره ی از تابعی مستقیماّ •

با سپس می کنیم، پیدا T مانند α(θ) برای نااریب برآوردگر یک ابتدا نشود، پیدا S از تابعی مستقیماّ اگر •
.T ∗ = E(T |S) می شود: α(θ) برای UMV UE برآوردگر S روی T کردن شرطی

٢۴ / ٣ دوم بخش یکنواخت بطور واریانس کمترین با نااریب برآوردگر چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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کنید. پیدا را γ(p) پارامتر UMV UE زیر موارد از هرکدام در ،X١, . . . , Xn
iid∼ b(١, p) اگر مثال.

γ(p) = p(١ − p) ج) γ(p) = p٢ ب) γ(p) = p الف)
می شود: p برای کامل بسنده آماره الف) حل.

S =

n∑
i=١

Xi ∼ b(n, p).

داریم
E(S) = np ⇒ E(

S

n
) = p.

.S
n
=

∑n
i=١ Xi می شود p برای UMV UE لهمن-شفه، قضیه از لذا

ب)
E(S٢) = V ar(S) + E٢(S) = np(١ − p) + n٢ p٢

= np+ (n٢ − n)p٢ = E(S) + (n٢ − n)p٢

E(S٢ − S) = (n٢ − n)p٢ ⇒ E
(S٢ − S

n٢ − n

)
= p٢

.S٢−S
n٢−n

می شود p٢ برای UMV UE لذا
٢۴ / ۴ دوم بخش یکنواخت بطور واریانس کمترین با نااریب برآوردگر چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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داریم: }ج)
E(S

n
) = p

E
(

S٢−S
n٢−n

)
= p٢.

داریم: لذا
E
(S
n

− S٢ − S

n٢ − n

)
= p− p٢ = p(١ − p).

می شود p(١ − p) برای UMV UE بنابراین
S

n
− S٢ − S

n٢ − n
=

S

n
− S(S − ١)

n(n− ١)
=

S

n

(
١ − S − ١

n− ١
)

=
S

n

n− S

n− ١ .

٢۴ / ۵ دوم بخش یکنواخت بطور واریانس کمترین با نااریب برآوردگر چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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آورید. به دست p٣ برای را UMV UE قبل، مثال در مثال.
p٣ برای T مانند نااریب برآوردگر یک ابتدا لذا باشد. p٣ برای نااریب که کرد پیدا S از تابعی نمی توان مستقیماً بنظر حل.

.T ∗ = E(T |S) می شود p٣ برای UMV UE که می کنیم شرطی S روی را T سپس می کنیم پیدا
:p٣ برای نااریب برآوردگر

E(X١) = p

E(X١X٢) = p٢

E(X١ X٢ X٣) = p٣

.T = X١ X٢ X٣ می دهیم قرار
E(T ) = E(X١ X٢ X٣) = E(X١)E(X٢)E(X٣)

= p.p.p = p٣.

است. p٣ برای نااریب T لذا پس

٢۴ / ۶ دوم بخش یکنواخت بطور واریانس کمترین با نااریب برآوردگر چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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E(T |S = s) =
∑
t=٠,١

t fT |S(t|s) = ١. fT |S(١|s) = P (T = ١|S = s)

=
P (T = ١, S = s)

P (S = s)
=

P (X١.X٢.X٣ = ١, ∑n
i=١ Xi = s)

P (
∑n

i=١ Xi = s)

=
P (X١ = ١, X٢ = ١, X٣ = ١, ∑n

i=۴ Xi = s− ٣)
P (

∑n
i=١ Xi = s)

=
p(X١ = ١, X٢ = ١,X٣ = ١)P (

∑n
i=۴ Xi = s− ٣)

P (
∑n

i=١ Xi = s)

=
P (X١ = ١)P (X٢ = ١)P (X٣ = ١)P (

∑n
i=۴ Xi = s− ٣)

P (
∑n

i=١ Xi = s)

=
p.p.p

(
n−٣
s−٣

)
ps−٣ (١ − p)n−s(

n
s

)
ps (١ − p)n−s

=

(
n−٣
s−٣

)(
n
s

) .

می شود p٣ برای UMV UE لذا
T ∗ = E(T |S) =

(
n−٣
S−٣

)(
n
S

) .

٢۴ / ٧ دوم بخش یکنواخت بطور واریانس کمترین با نااریب برآوردگر چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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بیابید. را γ(λ) پارامتر UMV UE زیر حالات از هرکدام در ،X١, . . . , Xn
iid∼ P (λ) اگر مثال.

γ(λ) = e−λ ج) γ(λ) = λ٢ ب) γ(λ) = λ الف)
γ(λ) = (λ− ١) e−λ و) γ(λ) = λ e−λ د)

می شود λ برای کامل بسنده آماره الف) حل.

S =

n∑
i=١

Xi ∼ P (nλ).

داریم
E(S) = nλ ⇒ E(

S

n
) = λ.

.S
n
= X̄ می شود λ برای UMV UE لذا

ب)
E(S٢) = V ar(S) + E٢(S) = nλ+ n٢λ٢

⇒ E(S٢) = E(S) + n٢λ٢ ⇒ E
(S٢ − S

n٢
)
= λ٢.

.S٢−S
n٢ می شود λ٢ برای UMV UE لذا

٢۴ / ٨ دوم بخش یکنواخت بطور واریانس کمترین با نااریب برآوردگر چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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e−λ برای T مانند نااریب برآوردگر یک ابتدا لذا باشد. e−λ برای نااریب که کرد پیدا S از تابعی نمی توان مستقیماٌ ج)
کنید تعریف .E(T |S) می شود مطلوب UMV UE سپس می کنیم. معرفی

T =

{١ X١ = ٠
٠ X١ ̸= ٠.

است. e−λ برای نااریب T که می دهیم نشان
E(T ) = ١ × P (X١ = ٠) + ٠ × P (X١ ̸= ٠) = P (X١ = ٠) = e−λ.

داریم: حال
E(T |S = s) =

∑
t=٠,١

t fT |S(t|s) = ١.fT |S(١|s) = P (T = ١|S = s)

=
P (T = ١, ∑n

i=١ Xi = s)

P (
∑n

i=١ Xi = s)
=

P (X١ = ٠, ∑n
i=٢ Xi = s)

P (
∑n

i=١ Xi = s)

=
P (X١ = ٠)P (

∑n
i=٢ Xi = s)

P (
∑n

i=١ Xi = s)

=
e−λ

(
(n−١)λ

)s

e−(n−١)λ

s!

(nλ)s e−nλ

s!

=
(n− ١)s

ns
=

(n− ١
n

)s

.

٢۴ / ٩ دوم بخش یکنواخت بطور واریانس کمترین با نااریب برآوردگر چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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(

n−١
n

)s می شود e−λ برای UMV UE لذا

:γ(λ) = λ e−λ برای نااریب برآوردگر د)

T =

{١ X١ = ١
٠ X١ ̸= ١.

E(T ) = P (X١ = ١) = λ e−λ.

داریم: حال
E(T |S = s) =

∑
t

t fT |S(t|s) = ١ × fT |S(١|s) = P (T = ١|S = s)

=
P (T = ١,∑n

i=١ Xi = s)

P (
∑n

i=١ Xi = s)
=

P (X١ = ١,∑n
i=٢ Xi = s− ١)

P (
∑n

i=١ Xi = s)

=
P (X١ = ١)P (

∑n
i=٢ Xi = s− ١)

P (
∑n

i=١ Xi = s)

=
λ e−λ

(
(n−١)λ

)s−١
e−(n−١)λ

(s−١)!
(nλ)s e−nλ

s!

=
(n− ١

n

)s s!

(s− ١)! =
(n− ١

n

)s

s.

٢۴ / ١٠ دوم بخش یکنواخت بطور واریانس کمترین با نااریب برآوردگر چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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(

n−١
n

)S

S می شود γ(λ) = λ e−λ برای UMV UE لذا
داریم و)

(λ− ١) e−λ = λ e−λ − e−λ.

می شود γ(λ) = (λ− ١) e−λ برای UMV UE −n)لذا ١
n

)S

S −
(n− ١

n

)S

=
(n− ١

n

)S

(S − ١).

٢۴ / ١١ دوم بخش یکنواخت بطور واریانس کمترین با نااریب برآوردگر چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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که X١, . . . , Xn
iid∼ Exp( ١

θ
) اگر مثال.

f(x, θ) = θ e−θx, x > ٠, θ > ٠.
برای را UMV UE کنید پیدا

.e−kθ ج) θ ب) ١
θ

الف)

می شود θ برای کامل بسنده آماره الف) حل.

S =
n∑

i=١
Xi ∼ Γ(α = n, β =

١
θ
).

داریم
E(S) = αβ =

n

θ
⇒ E(

S

n
) =

١
θ
.

.X̄ = S
n

می شود ١
θ

برای UMV UE لذا

٢۴ / ١٢ دوم بخش یکنواخت بطور واریانس کمترین با نااریب برآوردگر چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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ب)

E(
١
S
) =

∫ ١
s
fS(s) ds =

∫ ∞

٠
١
s

θn

Γ(n)
sn−١ e−θs ds

=
θn

Γ(n)

∫ ∞

٠
sn−٢ e−θs ds, ∗

∫داریم ∞

٠
θn

Γ(n)
sn−١ e−θs ds = ١ ⇒

∫ ∞

٠
sn−١ e−θs ds =

Γ(n)

θn
.

لذا
E(

١
S
) =

θn

Γ(n)

∫ ∞

٠
sn−٢ e−θs ds =

θn

Γ(n)

Γ(n− ١)
θn−١

=
θ Γ(n− ١)

(n− ١) Γ(n− ١) =
θ

n− ١ ⇒ E(
n− ١
S

) = θ.

.n−١
S

می شود θ برای UMV UE لذا

٢۴ / ١٣ دوم بخش یکنواخت بطور واریانس کمترین با نااریب برآوردگر چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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:* محاسبه دوم ∫روش ∞

٠
sn−٢ e−θs ds

=

∫ ∞

٠
(
y

θ
)n−٢ e−y ١

θ
dy

(
y = θs ⇒ s =

y

θ
, ds =

dy

θ

)
=

١
θn−١

∫ ∞

٠
yn−٢ e−y dy =

Γ(n− ١)
θn−١ .

تذکر.
Γ(α) =

∫ ∞

٠
xα−١ e−x dx.
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لذا .FX(x) = ١ − e−θx, x > ٠ داریم ج)
P (X ≤ x) = ١ − e−θx,

P (X > x) = e−θx.

برای T مانند نااریب برآوردگر یک ابتدا لذا باشد. e−kθ برای نااریب که کرد پیدا S از تابعی نمی توان مستقیماٌ به نظر
.T ∗ = E(T |S) می شود UMV UE حالت این در که می کنیم شرطی S روی را آن سپس و کرده پیدا e−kθ

:T نااریب برآوردگر
T = I(k,∞)(X١) =

{١ x١ > k

٠ X١ ≤ k.

داریم:
E(T ) = P (X١ > k) = e−kθ.

T ∗ = E(T |S) = E
(
I(k,∞)(X١)|S

)
=?

E(T |S = s) = E
(
I(k,∞)(X١)|S = s

)
=

∫ ∞

٠
I(k,∞)(x١) fX١|S(x١|s) dx١ =

∫ k

٠
٠ dx١ +

∫ ∞

k

١. fX١|S(x١|s) dx١ ∗
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fX١|S(x١|s) =
fX١,S(x١, s)

fS(s)

=
fX١,S(x١, s)∆x١ ∆s

fS(s)∆x١ ∆s

≈ P (x١ < X١ ≤ x١ +∆x١, s < S ≤ s+∆s)

fS(s)∆x١ ∆s
∗ ∗

:∆x کوچک خیلی مقادیر برای متغیره یک حالت در تذکر.
P
(
x < X ≤ x+∆x

)
≈ fX(x)∆x

:∆y و ∆x کوچک خیلی مقادیر برای متغیره دو حالت در
∗ ∗ P

(
x < X ≤ x+∆x, y < Y ≤ y +∆y

)
≈ fX,Y (x, y)∆x∆y.
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داریم لذا

fX١|S(x١|s) =
P
(
x١ < X١ ≤ x١ +∆x١, s <

∑n
i=١ Xi ≤ s+∆s

)
fS(s)∆x١ ∆s

=
P
(
x١ < X١ ≤ x١ +∆x١, s− x١ <

∑n
i=٢ Xi ≤ s− x١ +∆s

)
fS(s)∆x١ ∆s

∗ ∗ ≈
fX١(x١)∆x١ f∑n

i=٢ Xi
(s− x١)∆s

fS(s)∆x١ ∆s
.
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داریم بنابراین
fX١|S(x١|s) =

fX١(x١) f∑n
i=٢ Xi

(s− x١)
fS(s)

.

داریم مثال این در

S =
n∑

i=١
Xi ∼ Γ(n,

١
θ
),

n∑
i=٢

Xi ∼ Γ(n− ١, ١
θ
).

لذا

fX١|S(x١|s) =
θ e−θx١ θn−١

Γ(n−١) (s− x١)n−٢ e−θ(s−x١)

θn

Γ(n)
sn−١ e−θs

=
Γ(n)

Γ(n− ١)
(s− x١)n−٢

sn−١ , s− x١ > ٠, x١ > ٠.

⇒ fX١|S(x١|s) = (n− ١) (s− x١)n−٢

sn−١ , ٠ < x١ < s.
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∗ E(T |S = s) =

∫ ∞

k

fX١|S(x١|s) dx١

=

∫ s

k

n− ١
sn−١ (s− x١)n−٢ dx١ =

n− ١
sn−١

∫ s

k

(s− x١)n−٢ dx١

=
n− ١
sn−١

(s− x١)n−١

n− ١
∣∣∣k
s
=

n− ١
sn−١

(s− k)n−١

n− ١
=

(s− k

s

)n−١
, s > k.

می شود e−θk برای UMV UE لذا

T ∗ =
(S − k

S

)n−١
=

(∑n
i=١ Xi − k∑n

i=١ Xi

)n−١
,

n∑
i=١

Xi > k.
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α(θ) برای نااریب که باشد داشته وجود t(S) مانند S کامل بسنده آماره از تابعی گر ا اینکه به توجه با تذکر.
آورد. به دست t(s) حسب بر زیر معادله حل از بتوان است ممکن را UMV UE اوقات گاهی لذا است،

E
(
t(S)

)
= α(θ)

⇒

{∑
s t(s) fS(s) = α(θ)∫
t(s) fS(s) ds = α(θ)

⇒ t(S) =?
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.e−λ برای را UMV UE کنید پیدا .X١, . . . , Xn
iid∼ P (λ) اگر مثال.

می شود λ برای کامل بسنده آماره حل.
S =

n∑
i=١

Xi ∼ P (nλ).

کرد. پیدا را UMV UE می توان زیر معادله حل ∑از
t(s) fS(s) = e−λ.

داریم
∞∑
s=٠

t(s)
e−nλ(nλ)s

s!
= e−λ

⇒
∞∑
s=٠

t(s)ns λ
s

s!
= eλ(n−١) =

∞∑
s=٠

(n− ١)s λ
s

s!

(
ea =

∞∑
k=٠

ak

k!

)
⇒ t(s)ns = (n− ١)s
⇒ t(s) =

(n− ١
n

)s

.
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(

n−١
n

)S می شود θ برای UMV UE لذا

.θ برای را UMV UE کنید پیدا .X١, . . . , Xn
iid∼ U(٠, θ) اگر مثال.

UMV UE می توان زیر معادله حل از .S = X(n) = max(X١, . . . , Xn) می شود θ برای کامل بسنده آماره حل.
کرد. پیدا ∫را

t(s) fS(s) ds = θ.

اینکه به توجه با
fS(s) = fX(n)

(s) =
n sn−١

θn
, ٠ < s < θ,

∫داریم: θ

٠
t(s)

n sn−١

θn
ds = θ

⇒ n

∫ θ

٠
t(s) sn−١ ds = θn+١.
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داریم: θ به نسبت تساوی طرفین از مشتق گیری با
d

dθ

(
n

∫ θ

٠
t(s) sn−١ ds

)
=

d

dθ
θn+١

⇒ n t(θ) θn−١ = (n+ ١)θn

⇒ t(θ) =
n+ ١
n

θn

θn−١ =
n+ ١
n

θ.

⇒ t(s) =
n+ ١
n

s.

می شود θ برای UMV UE لذا
n+ ١
n

S =
n+ ١
n

X(n).
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که X١, . . . , Xn
iid∼ Exp(θ) اگر .١ مسأله

f(x, θ) =
١
θ
e−

x
θ , x > ٠, θ > ٠.

برای را UMV UE کنید پیدا
.e−k/θ ج) θ ب) ١

θ
الف)

.θ پارامتر UMV UE کنید پیدا .X١, . . . , Xn
iid∼ N(θ, ١) اگر .٢ مسأله

.θ پارامتر UMV UE کنید پیدا .X١, . . . , Xn
iid∼ N(٠, θ) اگر .٣ مسأله

.θ پارامتر UMV UE کنید پیدا .X١, . . . , Xn
iid∼ N(٠, θ٢) اگر .۴ مسأله

که X١, . . . , Xn
iid∼ f(x; θ) اگر .۵ مسأله

f(x; θ) = e−(x−θ), x > θ, θ ∈ R.

.θ پارامتر UMV UE کنید پیدا
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