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شرطی توزيع های

واريانس و شرطی رياضی اميد شرطی، توزيع های کاربرد پيوسته، شرطی توزيع های گسسته، شرطی توزيع های شرطی: توزیع های
مستقل. تصادفی متغيرهای شرطی،
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شرطی توزیع های ۲ احتمال
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Y = y شرط به X شرطی احتمال تابع صورت آن در باشند گسسته تصادفی متغيرهای Y و X اگر شرطی: احتمال تابع
می کنيم: تعريف زير صورت به و داده نمايش fX|Y (x|y) با را

fX|Y (x|y) =
fX,Y (x, y)

fY (y)
fY (y) ̸= ۰

آن در که
fX|Y (x|y) = P (X = x | Y = y)

( Y و X توأم احتمال (تابع fX,Y (x, y) = P (X = x, Y = y)

( Y حاشيه ای احتمال (تابع fY (y) = P (Y = y)

۲۳ / ۳
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شرطی توزیع های ۲ احتمال

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

می شود: تعريف زير صورت به Y شرط به X شرطی چگالی تابع باشند پيوسته Y و X حالتيکه در شرطی: چگالی تابع

fX|Y (x|y) =
fX,Y (x, y)

fY (y)
=

Y و X توأم چگالی تابع
Y ای حاشيه چگالی تابع

fY (y) ̸= ۰

آنگاه باشد Y = y شرط به X شرطی چگالی تابع fX|Y (x|y) اگر

P (a < X < b | Y = y) =

∫ b

a
f(x|y) dx, a, b ∈ R

۲۳ / ۴
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شرطی توزیع های ۲ احتمال
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برای که باشد اشخاصی نسبت Y می فرستند، کتبی تقاضای کالا نوع يک خريد برای که باشد اشخاصی نسبت X اگر .۱ مثال
صورت به Y و X توأم چگالی تابع و می فرستند کتبی تقاضای کالا ديگر نوع خريد

f(x, y) =

{
۲
۵(x+ ۴y) ۰ < x < ۱, ۰ < y < ۱

۰ جاها ساير

کنيد پيدا باشد،

.Y |X = x شرطی چگالی تابع الف)

درصد ۲۰ آنکه شرط به بفرستند، کتبی درخواست کالا نوع دومين برای درصد ۵۰ حداکثر اينکه احتمال ب)
باشد. شده ارسال کتبی درخواست کالا نوع اولين برای

۲۳ / ۵
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شرطی توزیع های ۲ احتمال
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.f(x, y) = ۲, ۰ < x < y < ۱ کنيد فرض .۲ مثال

کنيد. پيدا را Y = y شرط به X شرطی چگالی تابع الف)

.P (۰ < X < ۱
۲ | Y = ۳

۴) کنيد پيدا ب)

محصور ناحيه شکل:

۲۳ / ۶
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شرطی توزیع های ۲ احتمال
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باشد زير صورت به Y و X توأم احتمال تابع اگر .۳ مثال

fX,Y (x, y) =
xy

۳۶
, x = ۱, ۲, ۳ y = ۱, ۲, ۳

کنيد پيدا

.fY |X(y|x) و fX|Y (x|y) الف)

.P (۱ ≤ X < ۲ | y = ۲) ب)

۲۳ / ۷
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شرطی توزیع های ۲ احتمال
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آنگاه باشند مستقل Y و X اگر قضیه:

a) fX|Y (x|y) = fX(x) b) fY |X(y|x) = fY (y)

شرطی: توزیع های تعمیم

: X۳ شرط به X۲ و X۱ چگالی تابع

fX۱,X۲|X۳(x۱, x۲|x۳) =
fX۱,X۲,X۳(x۱, x۲, x۳)

fX۳(x۳)

: X۵ و X۴ شرط به X۳ و X۲ و X۱ چگالی تابع

fX۱,X۲,X۳|X۴,X۵(x۱, x۲, x۳|x۴, x۵) =
fX۱,X۲,X۳,X۴,X۵(x۱, x۲, x۳, x۴, x۵)

fX۴,X۵(x۴, x۵)

۲۳ / ۸
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شرطی توزیع های ۲ احتمال
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است شده داده زير صورت به Z و Y ،X توأم احتمال توزيع .۴ مثال

f(x, y, z) =
xyz

۱۰۸
x = ۱, ۲, ۳; y = ۱, ۲, ۳; z = ۱, ۲

کنيد پيدا

Y و X توأم حاشيه ای توزيع الف)
Z و X توأم حاشيه ای توزيع ب)

X حاشيه ای توزيع ج)
Y = ۲ و X = ۱ شرط به Z شرطی توزيع د)

X = ۳ شرط به Z و Y توأم شرطی توزيع ه)

۲۳ / ۹
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شرطی ریاضی امید ۲ احتمال
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Y = y شرط به U(X) تابع شرطی رياضی اميد آنگاه باشند تصادفی متغير دو Y و X اگر شرطی: ریاضی امید
می شود. تعريف زير صورت به

E[U(X)|y] =

{∫
u(x) f(x|y) dx پيوسته X∑
x u(x) f(x|y) گسسته X

:U(X) = X خاص حالت در

E[X|y] =

{∫
x f(x|y) dx پيوسته X∑
x x f(x|y) گسسته X

شرطی: واریانس

Var(X|y) = E[(X − µX|y)
۲|y] = E(X۲|y)− E۲(X|y)

.µX|y = E(X|y) آن در که

۲۳ / ۱۰
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شرطی ریاضی امید ۲ احتمال

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

باشد زير صورت به Y و X توأم چگالی تابع اگر .۵ مثال

f(x, y) = ۲, ۰ < x < y < ۱

کنيد پيدا

. E(X|Y ) الف)

. Var(X|Y ) ب)

۲۳ / ۱۱

  A
. A

sg
ha

rz
ad

eh

Univ
er

sit
y o

f M
az

an
da

ra
n



شرطی ریاضی امید ۲ احتمال
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صورت به Y و X توأم احتمال چگالی اگر .۶ مثال

f(x, y) =

{
۲
۳(x+ ۲y) ۰ < y < ۱, ۰ < x < ۱

۰ o.w

بيابيد. را Y = ۱
۲ شرط به X شرطی واريانس و شرطی ميانگين باشد،

۲۳ / ۱۲
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شرطی ریاضی امید ۲ احتمال
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به بنزين بابت که باشد مبلغی Y و باشد روز يک طول در بازارياب يک بنزين مصرف تومان) حسب (بر مبلغ X اگر .۷ مثال
صورت به تصادفی متغير دو اين توأم چگالی و می شود، پرداخت بازارياب

f(x, y) =

{
۱
۲۵(

۲۰−x
x ) ۱۰ < x < ۲۰, x

۲ < y < x

۰ o.w

شود؟ پرداخت او به مبلغی چه که دارد انتظار می کند، خرج بنزين مصرف برای تومان ۱۲ که بازاريابی باشد،

۲۳ / ۱۳
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شرطی ریاضی امید ۲ احتمال
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شرطی رياضی اميد خواص :۱ قضيه

a) E[aX + b|y] = aE(X|y) + b خطی خاصيت

b) E(X) = E[E(X|Y ) ] مکرر رياضی اميد خاصيت

c) E[A(X). B(Y ) | Y = y] = B(y)E[A(X)|y] جايگذاری خاصيت

۲ قضيه
آنگاه باشند، توأم توزيع با تصادفی متغيرهای Y و X اگر

Var(Y ) = EX [Var(Y |X)] + VarX [E(Y |X)]

۲۳ / ۱۴
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شرطی ریاضی امید ۲ احتمال
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و باشد E(Y |x) = x ميانگين با پواسن X = x شرط به Y شرطی توزيع که کنيد فرض .۸ مثال
.X ∼ Exp(۱)

کنيد. پيدا را E(Y ) الف)
کنيد. حساب را Var(Y ) ب)

۲۳ / ۱۵
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شرطی ریاضی امید ۲ احتمال
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کنيد فرض و می کنند مراجعه محلی بانک يک باجه به معين دقيقه يک در که باشد مشتری هايی تعداد X کنيد فرض .۹ مثال
ميانگين و باشد E(X) = ۳ ميانگين با پواسن توزيع دارای X کنيد فرض می شوند. منصرف که باشد کسانی تعداد Y که

.Var(Y |x) = x+۱
۳ و E(Y |x) = x

۲ از: عبارتند ،X = x شرط به Y شرطی واريانس و

بيابيد. را E(Y ) الف)
کنيد. پيدا را Var(Y ) ب)

کنيد. حساب را E(XY ) ج)
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شرطی ریاضی امید ۲ احتمال
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تونلی به دوم در می شود. منتهی آزادی به بلافاصله اول در دارد. در سه که می شود گذاشته سلولی در زندانی يک .۱۰ مثال
به روز سه از پس را او که است وصل مشابه تونلی به سوم در می گرداند. باز سلول به راه روز يک از پس را او که است وصل
متوسط طور به کند. انتخاب مساوی احتمال با را در سه اين از يک هر حال همه در زندانی کنيد فرض می گرداند. باز سلول

شود؟ آزاد زندان از روز چند از بعد زندانی که داريم انتظار

۲۳ / ۱۷
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مسائل ۲ احتمال
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صورت به توأمی چگالی تابع Y و X تصادفی متغيرهای اگر .۱ مسأله

f(x, y) =

{
۲۴y(۱− x− y) x > ۰, x+ y < ۱

۰ o.w

کنيد پيدا باشند، داشته

X حاشيه ای چگالی الف)
Y حاشيه ای چگالی ب)

بيابيد. را X = ۱
۴ شرط به Y شرطی چگالی ج)

بيابيد. را X = ۱
۲ شرط به Y شرطی واريانس و شرطی ميانگين د)

۲۳ / ۱۸
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مسائل ۲ احتمال
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صورت به Y و X توأم چگالی تابع اگر .۲ مسأله

f(x, y) =

{
۱
۴(۲x+ y) ۰ < x < ۱, ۰ < y < ۲

۰ o.w

کنيد پيدا باشد،

X = ۱
۲ شرط به Y شرطی چگالی الف)

.Y = ۱ شرط به X شرطی چگالی ب)

۲۳ / ۱۹
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مسائل ۲ احتمال
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صورت به Z و Y ،X متغيرهای احتمال چگالی اگر .۳ مسأله

f(x, y, z) =

{
(x+ y) e−z ۰ < x < ۱, ۰ < y < ۱, z > ۰

۰ ۰.w

کنيد پيدا باشد،

Z = ۲ و X = ۱
۳ شرط به Y شرطی چگالی الف)

.X = ۱
۲ شرط به Z و Y توأم شرطی چگالی ب)

۲۳ / ۲۰

  A
. A

sg
ha

rz
ad

eh

Univ
er

sit
y o

f M
az

an
da

ra
n



مسائل ۲ احتمال
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است شده داده زير صورت به Z و Y ،X توأم احتمال توزيع .۴ مسأله

f(x, y, z) =
xyz

۱۰۸
x = ۱, ۲, ۳; y = ۱, ۲, ۳; z = ۱, ۲

بيابيد. Y = ۲ و X = ۱ شرط به را U = Z۲ تصادفی متغير شرطی ميانگين

کنيد. پيدا را X = ۱
۴ شرط به Y شرطی واريانس و شرطی ميانگين ،۲ مسأله به مراجعه با .۵ مسأله

۲۳ / ۲۱
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مسائل ۲ احتمال
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محاسبه است مطلوب باشند. يکنواخت توزيع دارای (−۱, ۱) بين Y و X مستقل تصادفی متغيرهای کنيد فرض .۶ مسأله
زير: های احتمال

a) P (X + Y <
۱

۲
) b) P (X − Y <

۱

۲
)

c) P (|X|+|Y |≤ ۱) d) P (|Y |≤ eX)

e) P (XY <
۱

۴
)

۲۳ / ۲۲
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مسائل ۲ احتمال
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.

رئوس به الاضلاع متوازی درون Y و X تصادفی متغيرهای کنيد فرض .*۷ مسأله
شده (پخش) توزيع يکنواخت طور به B = {x, y : (x, y) = (۰, ۰), (۱, ۱), (۲, ۰), (۳, ۱)}

که باشند

f(x, y) =

{
c (x, y) ∈ B

۰ o.w

بيابيد. را fY (y) و fX(x) ای حاشيه احتمال توابع ب) کنيد. پيدا را c الف)
کنيد. پيدا را f(y|x) و f(x|y) شرطی احتمال توابع ج)

B محصور ناحيه شکل:

۲۳ / ۲۳
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