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١ ریاضی آمار
یکنواخت بطور واریانس کمترین با نااریب برآوردگر چهارم: فصل

اول بخش

اصغرزاده کبر ا دکتر استاد:

١١ / ١ اول بخش یکنواخت بطور واریانس کمترین با نااریب برآوردگر چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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تعریف
با نااریب برآوردگر یک را T ∗ = t(X١, . . . , Xn) برآوردگر .θ ∈ Θ ،X١, . . . , Xn

iid∼ f(x; θ) کنید فرض
هرگاه: گویند α(θ) برای (UMV UE∗) یکنواخت بطور واریانس کمترین

.E(T ∗) = α(θ) یعنی باشد نااریب α(θ) برای T ∗ .١
باشیم: داشته T دیگر نااریب برآوردگر هر برای .٢

V arθ(T
∗) ≤ V arθ(T ), ∀θ ∈ Θ.

است. نااریب برآوردگر بهترین UMV UE عبارتی به تذکر.

* UMVUE: Uniformly Minimum Variance Unbiased Estimator

١١ / ٢ اول بخش یکنواخت بطور واریانس کمترین با نااریب برآوردگر چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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رائو-بلاکول قضیه
برآوردگر T و θ برای بسنده آماره یک S که کنید فرض همچنین .θ ∈ Θ ،X١, . . . , Xn

iid∼ f(x; θ) کنید فرض
.T ∗ = E(T |S) کنید تعریف باشد. α(θ) برای نااریب

می باشد. S بسنده آماره از تابعی و است آماره یک T ∗ (١
.E(T ∗) = α(θ) یعنی است α(θ) برای نااریب برآوردگر یک T ∗ (٢

V arθ(T
∗) ≤ V arθ(T ), ∀ θ ∈ Θ (٣

V arθ(T
∗) = V arθ(T ) ⇔ Pr(T ∗ = T ) = ١ (۴

نااریب برآوردگر می توان بسنده آماره یک روی نااریب برآوردگر هر کردن شرطی با که می دهد نشان قضیه این واقع در تذکر.
کرد. پیدا کمتر) واریانس (با بهتر

١١ / ٣ اول بخش یکنواخت بطور واریانس کمترین با نااریب برآوردگر چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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نمونه شرطی توزیع بنابراین است، بسنده θ برای S چون و است S از تابعی T ∗ لذا ،T ∗ = E(T |S) داریم .١ اثبات
بنابراین نیست. θ به وابسته S شرط به T مانند دیگر آماره ی هر شرطی توزیع نیز و S شرط به X١, . . . , Xn تصادفی

است). بسنده آماره یک T ∗) است آماره یک T ∗ لذا نیست. θ به وابسته E(T |S)

داریم: E(X) = E[E(X|Y )] یعنی مکرر ریاضی امید فرمول از .٢ اثبات
E(T ∗) = E[E(T |S)] = E(T ) = α(θ).

داریم: V ar(X) = V ar[E(X|Y )] + E[V ar(X|Y )] یعنی واریانس بسط فرمول از .٣ اثبات
V ar(T ) = V ar[E(T |S)] + E[V ar(T |S)].

لذا
V ar(T ) = V ar(T ∗) + E[V ar(T |S)]︸ ︷︷ ︸

≥٠
≥ V ar(T ∗)

⇒ V arθ(T
∗) ≤ V arθ(T ), ∀ θ ∈ Θ.

١١ / ۴ اول بخش یکنواخت بطور واریانس کمترین با نااریب برآوردگر چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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یعنی شرطی واریانس فرمول از .۴ اثبات

V ar(X|Y ) = E
[(

X − E(X|Y )
)٢

|y
]

= E(X٢|y)− E٢(X|y),

می شود: نتیجه
V arθ(T

∗) = V arθ(T ) ⇔ E[V ar(T |S)] = ٠
⇔ E

[
E
(
T − E(T |S)

)٢
|S
]
= ٠

⇔ E
(
T − E(T |S)

)٢
= ٠ ⇔ E(T − T ∗)٢ = ٠,

⇔ V ar(T − T ∗)
∗
= ٠

⇔ P
(
T − T ∗ = E(T − T ∗)

)
∗∗
= ١

⇔ P (T − T ∗ = ٠) = ١
⇔ P (T = T ∗) = ١.

١١ / ۵ اول بخش یکنواخت بطور واریانس کمترین با نااریب برآوردگر چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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∗ V ar(T − T ∗) = E(T − T ∗)٢ − E٢(T − T ∗)︸ ︷︷ ︸
٠(

E(T − T ∗) = E(T )− E(T ∗) = α(θ)− α(θ) = ٠
)

∗∗ V ar(X) = ٠ ⇔ P (X = µx) = ١

و p برای بسنده آماره یک S =
∑n

i=١ Xi می دانیم .X١, . . . , Xn
iid∼ b(١, p), ٠ < p < ١ اگر مثال.

.
(
E(T ) = E(X١) = p

)
است p برای نااریب برآوردگر یک T = X١

بیابید. p برای کمتر واریانس با دیگر نااریب برآوردگر یک ،T نااریب برآوردگر و S بسنده آماره روی از

١١ / ۶ اول بخش یکنواخت بطور واریانس کمترین با نااریب برآوردگر چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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می شود: p برای کمتر واریانس با نااریب برآوردگر رائو-بلاکول قضیه از حل.
T ∗ = E(T |S) = E(X١|S).

داریم
E(X١|S = s) =

∑
x٠,١=١

x١ fX١|S(x١|s) = ٠.fX١|S(٠|s) + ١.fX١|S(١|s)

= fX١|S(١|s) = P (X١ = ١|S = s)

=
P (X١ = ١, S = s)

P (S = s)

=
P (X١ = ١,∑n

i=١ Xi = s)

P (
∑n

i=١ Xi = s)

=
P (X١ = ١,∑n

i=٢ Xi = s− ١)
P (

∑n
i=١ Xi = s)

=
P (X١ = ١)P (

∑n
i=٢ Xi = s− ١)

P (
∑n

i=١ Xi = s)
.

١١ / ٧ اول بخش یکنواخت بطور واریانس کمترین با نااریب برآوردگر چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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می شود: نتیجه بنابراین ∑n
i=٢ Xi ∼ b(n− ١, p) و ∑n

i=١ Xi ∼ b(n, p) چون

E(X١|S = s) =
p
(
n−١
s−١

)
ps−١)١ − p)n−s(

n
s

)
ps (١ − p)n−s

=

(
n−١
s−١

)(
n
s

) =

(n−١)!
(s−١)!(n−s)!

n!
s!(n−s)!

=
s

n
.

⇒ E(X١|S = s) =
s

n
⇒ T ∗ = E(T |S) = S

n
.

.T ∗ = S
n

می شود p برای کمتر واریانس با نااریب برآوردگر لذا
یعنی است کمتر V ar(T ) از واقعا V ar(T ∗) که می دهیم نشان ادامه در

V ar(T ∗) ≤ V ar(T ), ∀T.

داریم

V ar(T ∗) = V ar(X̄) =
σ٢

n
=

p(١ − p)

n

V ar(T ) = V ar(X١) = p(١ − p).

.V ar(T ∗) ≤ V ar(T ) لذا ، p(١−p)
n

≤ p(١ − p), ∀ n ≥ ١ چون

١١ / ٨ اول بخش یکنواخت بطور واریانس کمترین با نااریب برآوردگر چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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.X١, . . . , Xn
iid∼ b(١, p), ٠ < p < ١ اگر مثال.

است. α(p) = p(١ − p) برای نااریب برآوردگر یک T = X١ −X١ X٢ که دهید نشان الف)
کمتر واریانس با α(p) برای دیگر نااریب برآوردگر یک ،S =

∑n
i=١ Xi بسنده آماره و T نااریب برآوردگر روی از ب)

آورید. به دست
الف) حل.

E(T ) = E(X١ −X١X٢) = E(X١)− E(X١ X٢)
= E(X١)− E(X١)E(X٢)
= p− p.p

= p(١ − p)

= α(p).

است. نااریب α(p) برای T یعنی

١١ / ٩ اول بخش یکنواخت بطور واریانس کمترین با نااریب برآوردگر چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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.T ∗ = E(T |S) می شود α(p) برای کمتر واریانس با نااریب برآوردگر ب)
می شود. محاسبه زیر به صورت E(T |S) لذا .ST = {٠, ١} از است عبارت T برد

E(T |S = s) =
١∑

t=٠
t fT |S(t|s) = fT |S(١|s) = P (T = ١|S = s)

= P (X١ = ١, X٢ = ٠|S = s)

=
P (X١ = ١X٢ = ٠,∑n

i=١ Xi = s)

P (
∑n

i=١ Xi = s)

=
P (X١ = ١X٢ = ٠,∑n

i=٣ Xi = s− ١)
P (

∑n
i=١ Xi = s)

=
P (X١ = ١)P (X٢ = ٠)P (

∑n
i=٣ Xi = s− ١)

P (
∑n

i=١ Xi = s)

( n∑
i=٣

Xi ∼ b(n− ٢, p)
)

=
p(١ − p)

(n−٢
s−١

)
ps−١)١ − p)n−s−١(s

n

)
ps (١ − p)n−s

=

(n−٢)!
(s−١)! (n−s−١)!

n!
s!(n−s)!

=
s(n− s)

n(n− ١) .

١١ / ١٠ اول بخش یکنواخت بطور واریانس کمترین با نااریب برآوردگر چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:

Uni
viv

er
sit

y o
f M

az
an

da
ra

n

Dr. 
A. A

sg
ha

rz
ad

eh



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.T ∗ = S(n−S)
n(n−١) می شود p برای کمتر واریانس با نااریب برآوردگر لذا

بسنده آماره اینکه مگر نیست یکتا لزوماٌ می آید به دست رائو-بلاکول قضیه از که کمتری واریانس با نااریب برآوردگر تذکر.
باشد. هم کامل آماره S

١١ / ١١ اول بخش یکنواخت بطور واریانس کمترین با نااریب برآوردگر چهارم: فصل ١ ریاضی آمار اصغرزاده اکبر دکتر استاد:
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