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 1-1 G-
 ������ 
���A $
 �� >
�/.  

9�3 = �= + �=��? + �=��?��F +⋯H
3<=  

1-3  �B
��� 
*  

3��4� 1-1 :U�)3 z�� 	{�;} �"��#$������ ,
 >
 A�/ ��'  �� >
,
 �/ �R
8'	�; ⊂ �;D=	 
� �"��#$ ?�.#i '

 
�);� >$���	E� + U���R������   � = ⋃ �;H;<= 	
�  $��# �/ 
� (i + ? ���# �"��#$  !�; ↑ � E� (�5#.U��$ 

 �� >
,
 �/ �R
8 '�;D= ⊂ �; �"��#$ ?�.#i  A�/ {�;}  ������ + U�8�R 
�);� E"+K# 
�� = ⋂ �;H3<=   ! 
�

 �"��#${�;} $��# �/ 
� (i + ? ���#	�; ↓ �E� (�5#.U��$  

 ��!�1-3:  �R
�; ↑ � E� ���C# (�R���$ ? ��W p��� �/ ?�.#i$�A 

�;� ↓ �� 

%�&'�: 
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M4@�;� =9N �B�H
B<; =H

;<= (9 �B�H
B<= )N(9 �B�H

B<? )N…N(9 �B�H
B<; )N… 

= AN �BH
B<= C�NAN�BH

B<? C�N…NAN �BH
B<; C�N… 

= OAN �BH
B<= C9AN�BH

B<? C9…9AN �BH
B<; C…P

�
 

= A9N �BH
B<;

H
;<= C� = QM4@�; R� = ��  

 

�"��#$  ! ��)�
 �������� ,
 >
E� ����� ?
�O"$ �"��#$ X� >
�/ 
� (i *�! .U�$�3 ����� 
� 
�);� >���/ .U�)3 >


 �"��#$ ��{�;} E� ����� U�)3  

�; = STUVW; �V =9�VH
V<;  

�; = 48XVW; �V =N�VH
V<;  

 ���D)�
 �${�;}   ! �/ 
�);� >$��� �"��#$ X�:G-
 ��,  

� =9N�VH
V<; = M4@	 48X; �; = M4@	H

;<= �; 

 +{�;} :G-
 ��,  ! �/ 
�);� E"+K# �"��#$ X�  

� =N9�VH
V<; = lim	STU; �; = M4@	�;H

;<=  

�3 G-
 v\
+	���I3 �/ �3 G-
 E	�=# g��� ������	�; . #�
$ [I�� �T#i ,
 E��)C� $
 �� �.� ��
@"�	  ������

E/ $
 �� �/ �3 G-
 E	�=#,
 G��T#�;  . )A�/ [I�C� �� P�
�/�)/ �R
ω  g��� �/�;  �T#i ,
 E��)C� $
 �� �.� ��

E/ �/  A�/ [I�C�:���C# �$ G-
 [I�C� �T#i ,
 G��T#  



�()�*� :��� +,��-.����� /01 � �-------------------------------------------------------- 5  

  

M4@�;	 ⊆	 M4@�; 

1-3-1   �B
��� �� C��DE    

 3��4�1-2:  U�)3 z��{�;} �"��#$ >
������ ��, ,
 �$ ��� E� ���� P�
 �$  A�/ �"��#$ U���R{�;} $ >
�


 ?�R�� G-
  !M4@�;	 =	 M4@�; = �. E� ���� P�
 �$U�9��# �; → � E� + �"��#$ U���R{�;} �/ � 
�3 GA
$ ����  ��/ .G-
�.��lim�;	 + lim�;   ! E"+  #�
$ $��+ ?�
���{�;} $���� G-
 P;�� . A��#  

 ��7�1-1: �R
 ]�?; 				= ��?;D= = �  . �/��/ 
� E)���4 + E�l�/ $+ ! ?�.#i(� ∩ � = $)  

∀	8 = 1	 ⟹	N�V = �= ∩ �? ∩ �F… = $VW=  

∀	8 = 2	 ⟹	N�V = �? ∩ �F ∩ �_… = $VW?  

⋮ 
		⟹	9N�VVW; = M4@�;H

;<= 			= M4@	48X; �;	 = $ 

U��
$ P�)t��:  

∀	8 = 1	 ⟹	9�V = �= ∪ �? ∪ �F… = � ∪ �VW= 	
∀	8 = 2	 ⟹	9�V = �? ∪ �F ∪ �_… = � ∪ �VW?  

⋮ 
⟹	N9�VVW;

H
;<= =	 M4@�; 			= M4@ STU; �; 			= � ∪ �

 

  

1-4  ��� � 	
����� $��� G$���  

  �)3 z���  A�/ ?
�O"$ ET��# ������ X� 2�3ℱ ������ ��, ,
 >��� E� ? ���# (
 �� X�U� ?�R�� $�A  
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  7��A� U�C� *���
 G�� U� +  A�/H��C�
 + >��R. A�/ �C9/ E��)C� >��  

� ∈ ℱ  )1(                                         

 )2( � ∈ ℱ	 ⟹	�� ∈ ℱ  

 )3( �=, �?, … , �; ∈ ℱ	 ⟹	⋃ �3 ∈ ℱ;3<=  

G-
 ET� /  ��
$�Rℱ G-
 �C9/ K�# E��)C� y
�CA
 G�� �R
  

�=, �?, … , �; ∈ ℱ	 ⟹		�=� , �?� , … , �;� ∈ ℱ																							 
⟹	9�3� 	 ∈ ℱ;

3<=  

																																						⟹	A9�3�;
3<= C� ∈ 	ℱ	 ⟹	N�3;

3<= ∈ 	ℱ 

 ��!�1-4:  �M� 73 + ET� ������ 7��A (
 �� ��� ^
�Z �/ ���� �/) .G-
1+2 (  

 ��!�1-5: ��
$�R  7��A _=� �3$  +	�  (
 �� �� ��������, + (
 �� P��C;Y�3 2�3 P�
 .G-
 (
 �� X�  A�/

E� ? ����� �� ET� / (
 �� X� (i �/ + G-
 �.�$. )��R  

 ��!�1-6:  E)�� E#
�� ��������
$�R> ������ ��, g��� >��� e�K/.G-
 (
 �� P���  

 ��7�1-2: 2�3{	�, �� , Ω, $	}  G-
 (
 �� X� 7��A (
 �� �� ������ ��, �3	�  .$�/  �
�Z
@" XY�3 P���

 7��A (
 ��	� .G-
  

 ��7�1-3:   �)3 z���F, �?, �=  E�9W �/:�3  )A�/   

�3 ⋂ �b3cb = $						, ∑ �3 = ΩF3<= , ∀4, d =	 1 ,2,3  

f4 �  ��
$�R 7��A �3 E#
 �� P���� >
�/ .G-
 ? A U�9=� U� ,
 
 � +$ �/ +$ ������ �- _-��{�=, �?, �F} 

E��3  A�/ ������ {�� ��
$�R �/ G-
 >��$	, Ω	, �? + �F	, �= + �?	, �= + �F (�Y .U�)3 ���\
 
� �? + �F = �=	� , �= + �F = �?	� , �= + �? = �F�   

 G-
 ����� 7��! 2�3 f4:,
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{$	, �=, �?, �F, �= + �?, �? + �F, �= + �F		, �	} 
U�C� G�� �3XY�3 P�)t�� .G-
 (
 �� X� ���C# �$ + ?$�/ �C9/ E��)C� H��C�
 + >��R 7��A (
 �� P��� �F, �?, �= .G-
  

 3��4�1-3: ?
�O"$ 2�3 e ������ ��, ,
 >���  7��A (
 �� P��C;Y�3 . ���./ �o# �$ 
�e  *���)�� (
 �� 
�

 7��Ae  _-�� ? A  �"�� (
 �� ��e E� 7��A �.�$ (
 �� �� JK� (
 �� P�
 + U���#e .G-
  

 ��:;1-1: (
 �� ,
 E�
�O"$ $
 �� �� y
�CA
.G-
 (
 �� X� '��  

:%�&'� E� z�� U�)3ℱ = ⋂ fgg∈h �3 I  ?
�O"$?$�/  +fg  'G-
 (
 ��  

� ∈ fg 	, ∀j	 ⟹ 	� ∈ ⋂ fgg 	 )1  

		� ∈ ℱ, ∀j	 ⟹ � ∈ fg 	⟹ 	�� ∈ fg 	⟹ 	�� ∈ ⋂ fgg )2  

3)	�3 ∈ ℱ; ∀j, 4	 ⟹ 	�3 ∈ fg 		⟹9�3 ∈;
3<= fg 	 

	⟹ 	9�3;
3<= ∈Nfgg = ℱ							 

 ��!�1-7: (
 �� H��C�
.G9�# (
 �� X� k��+K" �� *�L� (
�)� �/�+	�	  ��, g
 3 s�� �3  ���./ �o# �$ >��	 
�

 ' )A��# U� ������ k�L�{�, �� , Ω, $}  +{�, �� , Ω, $} (
 ��  E)�� �T#i H��C�
 E"+  )C9� {�, �� , �, �� , Ω, $} E�# (
 ��. A�/  

 3��4�1-4:   �)3 z��{�3}	, 4 = 1,2, … , 8 ��
$�R������ ,
 >
 �3 >��	 �/  A�/ U� ,
 
 � >�� ∑ �3 = �;3<=  +{�3} ���� P�
 �$ . )C9� U� ,
 
 � +$ �/ +$ {�3}  ,
��
 X� 
�Ω  U��
$ P��/�)/ .U���R  

�=� = �? + �F +⋯+ �;				, (�= + �?)� = �F + �_ +⋯+ �;		, … 

�Zi E"
 +' 2�3 f4  

{$, �=, �?, �F, … , �;, �= + �?, … , �;l= + �;, … , �= + �? +⋯+�; = �} 

7��A �3$	'�'  H��C�
�3 C9/ E��)C� H��C�
 G�� ���C# �$ + ?$�/ ?��} + +$ �/ +$ 'X� �/ X� �� G�� .G-
 �

 (
 �� X� P�
�/�)/ + ?$�/ �C9/ K�# U�C������� 7��A *���)�� (
 �� X� :W
+ �$ .$�/  �
�Z >���=, �?, … �; 

E������� $
 �� �3  A�/:�/ G-
 �/
�/ (i >��  
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m80n + m81n + m82n + ⋯+ m88n = 2;  

 3��4�1-5:  ,
��
eo ���~ 
� ,
��
 ,
 ��e  *���)�� (
 �� ?�R�� U���RℱQeoR  �3 7��Aeo 'G-
  *���)�� (
 �� 	ℱQeR  7��A �3e  G-
�/ �$ 
� .$��R ���� P�
 �$	e GA�$ 
�,
 ��e	o  .U���R	
 k�L�{�, ��} GA�$ ,
 ��	{�, ��� , (� ∪ �)�}E� ,
��
 E"+  A�/{��, ��� , ��� , (� ∪ �)�} ���~ ,
 ��

E� ���w
 >
�/ .G-
 �T#i >+$ �� �9��=� �/ f�-+ ?$�+i G- / 
� ��,
��
 ,
 X� �� �/ �~�)C� *���)�� (
 �� (
��

.G��� G-$ b�I<� ���C# �/ �T#i  

  

1-5  	�"� $��� � $��� 
�%�4  

 ET��# ��
$�Rℱ ������ ��, ,
 >��� 
� E� (
 �� ��.�- X� �R
 U���R A�/ (
 �� ^
�Z >
�
$ kl+
  G�9# k��#�w +

�
 �/ A�/ �C9/ 
���A y
�CA
 �� + $�� :  

� ∈ ℱ )1  

	� ∈ ℱ	 ⟹	�� ∈ ℱ)2  

�=, �?, … ∈ ℱ	 ⟹	⋃ �3 ∈ ℱH3<= )3  

��
$�R �R
.G-
 �C9/ K�# E��)C� >��$���
 �/ G�9# k��C! ?�.#i  A�/ �C9/ 
���A >��$���
 �/ G�9# >
  

:.�=1 �)� 

1.  X�  ��W+
  E��R  
� (
 �� X� 7�"$ P��� �/ . A�/ (
 �� ��.�- X� �3 $�
 # E�+K" (
 �� X� ��.�-� (
 �

:�� E��)C� ��	 �/E� ��@4. )��# 

2. .G-
 �C9/ 
���A >���.I�� G�� (
 �� ��.�- X� + E��)C� >���.I�� G�� (
 �� X� 

3 . (
 �� �R
ℱ   ������ E��)C� $
 �� 7��A _=� $
 �� 7��A (
 �� X� E"+ $�/  �
�Z (
 �� ��.�- X� (i  A�/

. A��# (
 �� ��.�- X� G-
 P;�� ������ E��)C��# 

 ��:;1-2: .G-
 (
 �� ��.�- X� (
 �� ��.�- $
 �� �� y
�CA
  

%�&'� :E� z�� U�)3ℱ = ⋂ ℱgg∈h  �3p	  + ?$�/ ?
�O"$ℱg'G-
 (
 �� ��.�-   

� ∈ ℱg 	, ∀j ∈ p	 ⟹ 	� ∈ ⋂ ℱgg∈h = ℱ )1  
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2)	� ∈ ℱ	 ⟹ � ∈ ℱg 		, ∀j ∈ p		 ⟹ 	�� ∈ ℱg 			, ∀j ∈ p			 
⟹	9�3 ∈3 Nℱgg∈h = ℱ																			 

 ��!�1-8: (
 �� ��.�- H��C�
.G9�# (
 �� ��.�- k��+K" ��  

 ��!�1-9: q(e)  7��A (
 �� ��.�- P��C;Y�3 ��e' G-
 ��, ERS�+ �- >
�
$:  

 (�"
e ⊂ qQeR  

(b	qQeR X�. A�/ E� (
 �� ��.�-  

��R
 ( e ⊂ ℊ  +ℊ ' A�/ (
 �� ��.�- X�  ?�.#iqQeR ⊂ ℊ.  

) G�9W�( E� (��/ �3  )3qQeR  >+�! (
 �� ��.�- P��C;Y�3e (
 �� ��.�- g��� y
�CA
 �� + 7��A >�� e  + G-
ℊ (
 �� ��.�- ,
 E;� 7��A >��e .G9�# �T#i P��C;Y�3 k��+K" ��
 G-
  

:.�=1 �)� 

	_ �R
ℱ  ?�.#i  A�/ (
 �� ��.�- X�q(ℱ) = ℱ. 

	_�R
e = {$}  ��e = {�}  ?�.#iqQeR = {$	, �}. 

	_ �R
e ⊂ eo  ?�.#iqQeR ⊂ qQeoR.  

 3��4�1-6:  2�3� ?,�/ g��� 7��A >��(−∞	, t)	, t ∈ u ������ ��, (
�)� �/ 
� E=�=! _Z ,
 E���u  �$

E� �o#  �)3 z�� .G9�# �C9/ 
���A y
�CA
 + U�C� G�� E"+ G-
 �C9/ E��)C� y
�CA
 G�� 2�3 P�
 .U���Rq(�) = ℬ  7��A (
 �� ��.�-�  ���� P�
 �$ . A�/ℬ ?,�/ 7��A ���� �/ E���[t	,∞)  7�;� �3 G-


������ >��(−∞	, t) E�?,�/ 7��A P�)t�� . )A�/:G-
 ��, ���D/ E���  

(−∞, xy =Nz−∞, x + 18{
H
;<=  

(x,∞) = (−∞, xy� 											 																						(x, |) = (−∞, |) ∩ (x,∞)				, x < | 

 2�3ℬ ������ ��, ,
 *��/ (
 �� 
������� + U���R E=�=! _Z >�� �/ [I�C� >��ℬ ������ 
� *��/ >��

E�.U���#  
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 �$1-2:  �R
�= ?,�/ g��� 2�3 7;A �/ E���(x, |)			, x < |  (i �$ �3  A�/x, | ∈ u ?
�O"$
:?�.#i ' #  

q(�=) = ℬ 

%�&'�:  �� >
,
 �/x, | ∈ u  U��
$(x, |) ∈ ℬ f4 .�= ⊂ 	ℬ *���)�� (
 �� ��.�- ����� [�	 P�
�/�)/ .

 U��
$q(�=) ⊆ ℬ.  

 U�)3 G/�w  ��/ *�!ℬ ⊆ σ(�=) U��
$ �3  �)3 ���� .q(�=) ?,�/ ,
 (
 �� ��.�- X� ,�/ >��(x, |) G-
 '

P�
�/�)/ ?,�/ P�
 ,
 
���A H��C�
 
� ���$�/$�
$ E)��  

9(−8, t) ∈ q(�=), ∀t		H
;<= ⟹	(−∞, t) ∈ q(�=) 		⟹ � ⊂ q(�=) 

 (i �$ �3� E� {�� ����� �$ ? A P��� ��
$�R (��� f4 . A�/q(�) ⊆ q(�=) E� E��	 ,
�3 U�#
$  

q(�) = ℬ	  '�/�)/:{�� �</
� �/ �����/ P�
  

q(�) = q(�=) = ℬ 

 P��� �/E� p������
$�R,
 X� �� 7��A �3 G-
 *���)�� (
 �� X� *��/ (
 �� �3 $��# ���w
 (
�� ��, >��

E�: A�/  

�? = {(−∞, ty, t ∈ u}													 �F = {(x, |y, x < |; x, | ∈ u} �_ = {[x, |y, x < |; x, | ∈ u} �� = {[x, |), x < |; x, | ∈ u} �� = {(t,∞), t ∈ u} 
 (
 �� f4ℬ ������ ��, ��I3 7��A >��u E� �T#i >
���A y
�CA
 + H��C�
 'U�C� + {�� ���� �/ E"+ . A�/

 ��
$�Rℬ ������ ��, ��I3 7��A >��u .G9�#  

 ��7�1-4 : �R
t ∈ u	  >�M� X� ������{t} �
��, 'G-
 *��/ ������ X  

{t} = (−∞, ty ∩ [t,∞) 
 ,
 
���A ������ ��, �� (�Y P�
�/�)/u ������ ,
 
���A E���C�
E� *��/ ������ X� 'G-
 >�M� X� >�� . A�/

 f4{0,1,2, … }  X� �#�.)�
 ,
 
���A�# H��C�
 E"+ G-
 *��/ ������������>�M� X� >�� X� G-
 P;�� '

 . A��# *��/ ������  
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 3��4�1-6:  (
 ��ℱ  �R
 . A�/ �C9/ 
�);� *���
 G�� �R
 U���R 
�);� (
 �� 
�{�;} �"��#$������ ,
 
�);� >
 >�� ℱ :U��
$ ?�.#i  A�/  

M4@ �; ∈ 	ℱ 

:E)��  

�; ∈ ℱ				+			�; ↑ �	 ⟹ � ∈ ℱ 

�; ∈ ℱ					+		�; ↓ �	 ⟹ � ∈ ℱ 

 ��:;1-3 :.f;��/ + G-
�);� (
 �� X� (
 �� ��.�- ��  

:%�&'�   �)3 z��	ℱ  +  A�/ (
 �� ��.�- X��; ∈ ℱ .  

 �R
�; ↑ �  ?�.#i� = ⋃ �;; ������ ,
 
���A H��C�
 X� >��	ℱ  P�
�/�)/ 'G-
�; ∈ ℱ �R
 ��<)��� . �; ↓ �  ?�.#i� = ⋂ �;; ������ ,
 
���A y
�CA
 >��ℱ  P�
�/�)/ 'G-
	� ∈ ℱ ���C# �$ .	ℱ  (
 �� X�

.G-
�);�  

  �)3 z�� 'f;��/	ℱ  ' A�/ 
�);� (
 �� X� +�=, �?, …	 ������ �/ [I�C� E���ℱ  P�
 �$ . )A�/

����	⋃ �V;V<= +⋂ �V;V<=  �/ℱ [I�C�
 
��,  #	ℱ �"��#$ P�)Y U� + G-
 (
 �� X� $+ ! +  )C9� 
�);� E���

E)�� �T#i    M4@;→H⋂ �V;V<= = ⋂ �VHV<=   �/	ℱ  f4 . )C9� [I�C�	ℱ .G-
 (
 �� ��.�- X�  

																																																										⟹�� ∈ ⋂ fj = ℱj∈p   

	∀4	, �3 ∈ ℱ	 ⟹ �3 ∈ fg 			, ∀j, 4 ⟹	9�3 ∈3 fg 		, ∀j, 4																								 
 

1-6  
*��
��� <=#  

Ω ������>�� �i�/ g��� > � G-
 �R
 
@" 	�   A�/  ��5�4 X���  $�/  �
�Z  ��5�4 X� K�#.  

 �R
�  +� ' )A�/  ��5�4 +$� ∪ � >�� ��5�4 ,
 E;� 7W
 ! (i �$ �3 G-
 > ��5�4 �.#��/	���	�	E� �� ' �$

+� ∩ �  ��5�4 +$ �� (i �$ �3 G-
 > ��5�4	� +�	 E� �� U� �/ f4 . )�$e  E��)C� y
�CA
 + H��C�
 G��

 �R
 .$�/  �
�Z (
 �� X� + G-
 �C9/�=, �?, … , �; �"��#$ ' )A�/ �� ��5�4 ,
 >
⋃ �V;V<=  �3 G-
 > ��5�4

E� (�5# >�� ��5�4 ,
 E;� 7W
 !  �$�3 E� �� +  )�$⋂ �V;V<=  >�� ��5�4 g��� (i �$ �3 G-
 > ��5�4
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�3 E� �� U� �/E� 
� y
�CA
 + H��C�
 (�Y . )�$ G"�! >
�/ (
��8 E/�R
 '$
$ U���� K�# G��T#� E/ >
�
$ G��T#

 X� k�C���	  A�/  �i�/q���,i �� �/ 'P�
�/�)/ .$�/  �
�Z (
 �� ��.�- � E� '�� �i�/ g��� >�M� X� U�#
���  +

�� ��5�4 ,
 (
 �� ��.�- X� e' .U��$ ^�DCZ
  

  

1-7  1J
,�  

1-   �)3 z��� ������ ���Z �3  A�/ >
ℱ E� �
�W �3 E���#i ,
 .$��Rℱ  (
 �� �3  ��$ (�5# G-
 (
 �� X�

 �I�-+ �/ ? A  �"��ℱ ∪ {�} ������ 7��A:G-
 ��, g�� ,
 E��� 

(� ∩ �) ∪ (�� ∩ �)					,					�, � ∈ ℱ 

 

2- : �)3 G/�w 
� ��, _/
+� 

     (�"
lim	STU; (�; ∩ �;) = lim	STU; (�;) ∩ lim	STU; (�;)	  

     (blim	STU; (�; ∪ �;) = lim	STU; (�;) ∪ lim	STU; (�;)	  

  3-   �R
�; = ]�			, 8 = 1,3,5, …�			, 8 = 2,4,6, …  �/��/ 
� E)���4 + E�l�/ $+ !. 

4- �R
�; ⟶ �   ��$ (�5#�;� 	⟶ 	�� 



 

3�� 12� 

���
2E K
*��L��  

  

2-1  <"MD� N�"E� N�"E  

E� z�� U�)3Ω x�=# �/ �#��# >�M� �#��# >    )#�� >��$�=� E��R . A�/�( )  ��X( )  $�Z >�� �/   $���

 .G-
 ����  

2-1-1 �O?� N�
E�'"�8� N�
E � KK  

 3��4�2-1: �-�)A �R
 >��X  >�M� ,
 E	�=#Ω	 �<=# :/�� X� ' )A�/�-�)A �R
 + U��
$ >
  :/�� X� >��

��������
$�R ,
 E��������� :/�� X� ���� (i �$ ' )A�/ P��� >
.GA
$ U��
�Z >
 

 ��7�2-1 : �R
�( ) =  2  ���� P�
 �$ ' A�/�( ) :U��
$ 
@" 'G9�# X� �/ X� E�/�� 

� 1 =   2 2 = −2
⇒ � m 1n = 4 = � m 2n ⇏ 	 1 =	 2 

 3��4�2-2:   )#�� E�/���  >�M� �/Ω  >�M� >�� �/Ω′  �� �/ �3 
� ∈ Ω  �$ $�� �/ �D�)� �<=# X�Ω′ 

 �/  �$ G�9#�( ) E� (�5# .U��$�( )  q=#   :/�� G���  �
 =� E��R 
� (i �3 'G-
�  �$  E� K�# . )��R �  x�=# P�/ �~�)� X� P�)t��Ω  x�=# +Ω′ E� �
�W�/ .$,�-Ω ?,�! 
� �)�
$ �� ����� >�  'Ω′ ?,�! 
� ��$�=� >

 ������ + (iΩ�� = {�( ):	 ∈ Ω} ������ ��, �3 
� ,
 >
Ω′  :/�� $�/ G-
� E� �R
 .U���RΩ�� = Ω′ 

E�  A�/ U���R�  ,
 E�/��Ω  >+� �/Ω′  ���� P�
 ��} �$ 'G-
�	  ,
 E�/��Ω  >�� �/Ω′ .G-
  

 ��7�2-2:   �)3 z���( ) =  2 :U��
$ +  

 

Ω�� = �0,1,	4, … �	 , Ω� = �0,1,2, … � , Ω = �0, ±1, ±2	, … � 
'P�
�/�)/   
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:/��	$�/		Ω�� = �0,1,4, … � ⇒ 	��: Ω >��	�/��� Ω��: Ω >+�	�/��� Ω′′ 
 �R
 +�( ) =  + 2  ?�.#i�  ,
 ECA�.#Ω  >+� �/Ω�    .G-
 

��7�2-3 : �R
	Ω = (−∞ <  < ∞) +	Ω� = (0 <  � < ∞) E=�=! _ZA�/) :/�� ���� P�
 �$ ' 

�( ) = ��  ,
 X� �/ X� E�/��Ω >+�	�/��� Ω� .G-
  

2-1-2 <"MD� N�
E  

 �R
 EI3 G"�! �$�� ⊂ Ω′ x�=# g��� ������ 'Ω  �3 E�9W �/ 
��( ) ∈ ��2�;�� q=# '��  �I�-+ �/� 
E� �/ 
� (i + U���R�l1(�′) E� q���#:U��$  

�l1(��) = { :	�( ) ∈ ��}, 			�� ⊂ Ω�			 )2-1     (                         

�<=# :/�� �� �/ �� ��)�
 �$ :W
+ �$>
������� :/�� X� '>
�l1  (i �$ �3 U�$�3 �C9/
+ '�′  ����� ?,�!

��
$�R������ ��, ,
 >
 >��Ω�  + G-
� ��
$�R ��$�=� ?,�!������ ��, ,
 >
 >��Ω E� . A�/�l1   
�q=# 

 (2�;�� GA�.#) 2�;��	� E�E� + U���R:U�9��#  

�l1(��) = {�l1(��): �� ∈ ��} 
:�3 G-
 ET� /  

�l1(Ω�) = { : �( ) ∈ Ω�} = Ω 

 ��7�2 -4:  :/���( ) =  2  ,
u  �/u   �)3 z�� . ���./ �o# �$ 
��′  ?,�/ �$ :W
+ x�=# g��� ������(1,2) 

:���� P�
 �$ ' A�/  

�l1(��) = � :�( ) =  2 ∈ ��� , �� ⊂ u 

	�l1(��) = m1, √2n ∪ m−√2,−1n 

 ��$�=� ?,�! + �)�
$ �R
�  �/
�/ + (�9;�(0, ∞) ?�.#i ' A�/  

�l1(��) = (1, √2)	. 

3��4�2 -3:  E=�=! :/��p�  >+� �/ 
�Ω E� ����� ��, ���� �/:U�)3  
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p�( ) = �1							 ∈ �0						 ∈ �′								 )2-2(                                        

 :/��p�  ������ �Z�A :/�� �� �.#�5# :/�� 
�� E� .U���R :/�� $�/p�  ������{0,	1} E� . A�/ �R
� ⊂ u	 ':?�.#i  

p�l1( ) = 	
���
� $																	0,	1 ∉ ��									0 ∉ �,	1 ∈ ��� 							0 ∈ �,			1 ∉ �Ω																			0,1 ∈ 	�

 

P�
�/�)/'  

p�l1(�) = {$, �, �� , Ω}=	q(�) 

 '�3 G-
 v\
+�p�  �
 =��  �/ 
��  �/ 
� �� +�� E� ���CZ
:���C# �$ . )3  

	(�p�l1)(�) = p�l1(�) = q(�) 
 ��:;2-1: :G-
 ��, ^
�Z >
�
$ 2�;�� GA�.# 

 (�"
�l1(��) = z�l1(�){�  

 (b�l1(∩ �¡) =	∩ �l1(�¡)  

 (��l1(∪ �¡) =	∪ �l1(�¡)  

 �R
 ($� ⊂ � ⊂ Ω′  ?�.#i�l1(�) ⊂ �l1(�)  

 :%�&'� 

(�"
 

 ∈ �l1(��) ⇔ �( ) ∈ �� ⇔ 	�( ) ∉ �	 ⇔  ∉ �l1(�) ⇔  ∈ £�l1(�)¤� 
(b

  

 ∈ �l1(∩¡ �¡) 	⇔ �( ) ∈ 	∩¡ �¡ 																																							⇔ �( ) ∈ �¡ ,					∀	¥ 
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																																							⇔  ∈ �l1(�¡), ∀¥ 

																																						⇔  ∈	∩¡ �l1(�¡) 
. A�/ E� 7�W G�9W �/�5� G�9W P�
 ���w
 (�  

($  

�l1(�) = { : �( ) ∈ �} ⊂ { : �( ) ∈ �} = �l1(�) ⇒ 	�l1(�) ⊂ �l1(�) 
y
�CA
 + H��C�
  �)3 ����. A�/ 
���A $�
 # E�+K" {�� >��  

 ��:;2-2:  �R
	e��
$�R������ ��, ,
 >
 >��Ω ��.�- X� + (i  A�/ (
 ��?�R ��
$�R >�  ��� 7��A

�������/ �T#i 2�;�� q=# �3 E���e E� (
 �� ��.�- X� K�# 'G-
 [I�C�. A�/ 

%�&'�: E� (�5# �3 U��$� = [�: �l1(�) ∈ ey :G-
 (
 �� ��.�- X�  

1)	Ω� ∈ � 

Ω ∈ e,�	(Ω) = Ω�		��		Xl1(Ω�) = Ω ∈ e				 ⇒ Ω� ∈ �0 

2)	B ∈ � ⇒ B� ∈ � 

� ∈ � ⇒ Xl1(�) ∈ e ⇒ £Xl1(�)¤� ∈ e			 ⇒ Xl1(��) ∈ e		 ⇒ �� ∈ �0 

3)	�1, �2, … ∈ � ⇒9�i3 ∈ � 

		�1, �2, … ∈ � ⇒ Xl1 m	�1n , Xl1 m	�2n , … ∈ e																																																																 
						⇒9Xl1(�i) ∈ e3 					 

																																			⇒ Xl1 A9�i3 C ∈ e ⇒9 ∈3 �0							 
 ��:;2-3:  �R
� ������ ��, ,
 ((
 �� ��.�- ��) (
 �� X�>��Ω�  ' A�/Xl1(�)  ((
 �� ��.�- ��) (
 �� X�

������ ��, ,
 >��Ω� .$�/  �
�Z 

%�&'�: e	 q=# ��
$�R 
� >�M�
 2�;�� >��� E� �o# �$E� G/�w + U���R �3 U�)3e  (
 �� ��.�- X�.G-
  



A�B�,� ��-��C�� :D�B +,�--------------------------------------------------------------- 17 

  

1)	Ω ∈ A 

Ω� ∈ � ⇒ Xl1(Ω�) = Ω ∈ A0 

2)	Xl1(�) ∈ e ⇒ £Xl1(�)¤� ∈ A 

Xl1(�) ∈ e ⇒ � ∈ � ⇒ �� ∈ � ⇒ Xl1(��) ∈ A0 

U��$ (�5#  ��/:  

3)	 Xl1 m�1n , Xl1 m�2n , … ∈ A ⇒9Xl1(�i) ∈ A03  

1

1

1

1 2,

( )

( )

( ( ))

,... iB

B

X B

X

B B

B

X B

−

−

−

⇒ ∈

∈

∈

⇒ ∈

∈

⇒ ∈

∪

∪

∪

B B�

B

A

A

A

  

2-1-3 ��9 
?B $��� 
�%�4 G	�"� N�
E G��P� ���� N�
E  

 3��4�2-4: �R
� X� _Z  �/ E=�=!� +�	 ' A�/ *��/ (
 ��  

  ��MW p��� �/2-3  
� (i �3 G-
 (
 �� ��.�- X� ��, �</
�? A �="
 (
 �� ��.�- _-��� E�.U���R  

		Xl1(�) = �		Xl1(�): � ∈ �� 
 *�L� (
�)� �/p�l1(�) = {Φ, �, �� , Ω}  _-�� ? A �="
 (
 �� ��.�-p� .G-
  

 3��4�2-5:  �)3 z��	�	 E=�=! :/�� X� �/Ω  >�� �/R   �)3 z�� . )C9�� ������ ��, ,
 *��/ (
 �� >�� R  +e ������ ��, ,
 (
 �� ��.�- X� >��Ω ������ g��� >
�/ �R
 . A�/ *��/ >��� ∈ � 'Xl1(�) ∈ e  

 A�/' � ?,
 #
 :/�� 
� �/ G�9# ��@4e E�.U���R  

 3��4�2-6:  �R
Ω  E=�=! _Zu  +  A�/�  *��/ (
 �� �/ G�9#�  �/u ?,
 #
 ?�.#i ' A�/ ��@4�  :/�� X� 
�

E� *��/ 'f4 .U���#�  *��/ ������ �� >
,
 �/ �R
 G-
 *��/ :/�� X��  *��/ (
 �� + '��$�=� >�M� �$�  �$

 �)�
$u  U�A�/ �CA
$ 'Xl1(�) ∈ �.  
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2-2  ���
2E K
*��L��  

 3��4�2-7:  :/���:Ω → u  (
 �� ��.�- �/ G�9# E�$�D� ��BC� 
�ℱ ������ ��, ,
 ' >��Ω E� ?�R�� U���R

 *��/ ������ �� >
,
 �/�  *��/ (
 �� ��.�- ,
� :U�A�/ �CA
$  

		Xl1(�) = { ∊ Ω ∶ �( ) ∈ �} ∊ ℱ 

 .G-
  ��5�4 '(i _-�� *��/ ������ �� 2�;�� ���D� �3 G-
 E�/�� E�$�D� ��BC� �.�$ ����� �/  

3��4� 2-8:  G/�w :/�� X� P�
�/�)/ .G-
 ? ����� (
 �� ��.�- 'G/�w :/�� X� �I�-+ �/ ? A �="
 (
 �� ��.�-

��������, ,
 (
 �� ��.�- �� �/ G�9# >��Ω ?,
 #
G-
 ��@4 .  

�$ 2-1:�	 ��
$�R �� >
�/ �R
 �T)� + �R
 G-
 E�$�D� ��BC� X� 	� ������ ��, ,
>��	u	 �3�  
� �"�� E�  )3

U�A�/ �CA
$ 		Xl1(C) ⊂ e .  

%�&'�: :U�)3 G/�w  ��/  

		Xl1(C) ⊂ e ⇔ 		Xl1(�) ⊂ e 

 (�Y� ⊂ 	� +		Xl1(�) ⊂ e f4'  

		Xl1(C) ⊂ e 

�;)�
 �/ ���� �/ '(i f;� ���w
 >
�/	e + G-
 (
 �� ��.�- X� 

		Xl1(C) ⊂ e ⟹ σz		Xl1(C){ ⊂ e													 
																		⟹ 		Xl1Qσ(C)R ⊂ e							 

					⟹ 		Xl1(�) ⊂ e 

E� G/�w U" P�
�/�)/.$$�R  

 3��4�2-9:  �)3 z����: 		Ω� → Ω", X: Ω → Ω� ?�.#i .��QX(ω)R  ,
 E�/��Ω   �/Ω"   �/ �3 G-
��� 

 ����(X) E� ?$
$ (�5#E� p3�� :/�� �� E��3�� :/�� 
� (i + $�A. )��#  

 3��4�2-10: q=#  2�;����� ������ ��, �/ G-
 E�/��>��		Ω" ������ ��, �/ >��Ω  >
,
 �/ �3 E�9W �/

 ��B ⊂ 	Ω" :U�A�/ �CA
$ 
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(���)l1(�) = { : ��(X( ))¯�}																									 
							= � : �( )¯��l1(B)�					 

= �l1 z��l1(�){						 
				= 	 (���)l1 = �l1��l1

 

2-2-1   ��L�� K
*���� ���
2Ek  K�D�  

E� �3j 
 C/
 �$>�M� �3 U�)3 > �/ +$ E- �IW
u2  *��/ (
 �� ��� �$ℜ27�<C9� _-�� ' ��, 7;A �/ E���

E�  �"�� :$�A  

{(t, ±): x < t ≤ |, � < ± ≤ ³} 
7��! �������� b�\: G-
 ��, 7;A �/ E��� 

ℜ1 × ℜ2 = �(t, ±): t ∈ ℜ2, y ∈ ℜ2� , ℜ1, ℜ2 ∈ ℜ 

 �$2-2: ?,
 #
 :/�� ,
 *��/ :/�� �� ��@4	�  �/ G�9#e  E�/��?,
 #
 �/ G�9# ��@4e �="
 (
 �� ��.�- ��, + ?$�/ 

 �I�-�/ ? A �="
 (
 �� ��.�- ��, �/ (i �I�-�/ ? A� .G-
 �/
�/  

:%�&'�  �R
X(�)  ,
 *��/ :/�� X�� + '� ' A�/ *��/ ������ X�   

{X(�) ∊ �} = �� ∊ X 1- (�)� 
(�Y�   A�/ *��/ ������ X�X 1- (�)   )#�� *��/ ������ X� K�#B"  :���C# �$ + G-
  

�� ∊ X 1- (�)� = { : X( )¯��} ⊂ X-1(�) ⊂ e 

 f4X(�)  �/ G�9#e ?,
 #
 (
 �� ��.�- ��, X� (i + G-
 ��@4X-1(�)  ? A �="
 (
 �� ��.�- (��� �3

�I�-�/ 	� E� �="
 
� G-
. )3  

��:; 2-4:¶ 1- (ℜ2)	  �3 G-
 (
 �� ��.�- P��C;Y�3�  +· ?,
 #
 (i �/ G�9#. #��@4  

:%�&'� :�3 U�)3 G/�w  ��/ >$��# �o# ,
 

¶ 1- mℜ2n = q �(� 1- (ℜ) ∪ (·-1(ℜ)� 
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E� �o# �$ 
� ��, 7�<C9�:U���R  

� = {(t, ±): x < � < |, � < · < ³}	x, |, �, ³ ∊ u 

																				¶-1(�) = { :	x < �( ) < |, � < ·( ) < ³} = { :	x < �( ) < |} ∩ { : � < ·( ) < ³} 
= z� 1- (x, |){ ∩ (·-1(�, ³))  

 z�� �/� = −∞, ³ = ∞  U��
$·-1(�, ³) = ·-1(u) = Ω  

'P�
�/�)/  

��-1(x, |): x < |, x, | ∈ u� ⊂ �¸-1(�):G-
	7�<C9�	X�	��			 )2-3(                         

'E"+  

σ �¸-1(�):	G-
	7�<C9�	X�	�� = ¸ 1- mℜ2n 

 +	σ ��-1(x, |):				x, | ∈ u� = � 1- (ℜ) 
  �I�-�/ ? A �="
 (
 �� ��.�- E"+
 �3�  �I�-�/ ? A �="
 (
 �� ��.�- E�+$ +¸ �</
� �/ ���� �/ f4 .G-
 

 2-3 U��
$  

  	� 1- (ℜ) ⊂ ¸-1 mℜ2n 	+			·-1(ℜ) ⊂ ¸ 1- mℜ2n
															⇒ �� 1- (ℜ) ∪ ·-1(ℜ)� ⊂ ¸-1 mℜ2n

G-
	(
 ��	��.�-			¸-1 mℜ2n(�Y⇒ σ�� 1- (ℜ) ∪ ·-1(ℜ)� ⊂ ¸-1 mℜ2n
)2-4(  

 �3  �)3 �o!�� f;� �</
� ���w
 >
�/  
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⊂ σ �� 1- (ℜ) ∪ ·-1(ℜ)�																							} �G-
 7�<C9� X��¸-1(�):	  

⊂ σ �� 1- (ℜ) ∪ ·-1(ℜ)� }� G-
 7�<C9� X��¸-1(�):	  

⇒ ¸-1(ℜ2) ⊂ σ �� 1- (ℜ) ∪ ·-1(ℜ)� )2-5(                                         

 _/
+� �/ ���� �/)2-4(  +)2-5( E� 7��3 ��MW ���w
.$�A  

 ��MW ,
2-4 E� ���C# �3 $�A(�, ·)  �R
 _=� + �R
 G-
 >�
$�/ E�$�D� ��BC� X��, ·  E�$�D� >����BC�

 )A�/.  

��:; 2-5 : >�
$�/ E�$�D� ��BC� ,
 *��/ :/�� ��(�, ·) .G-
 E�$�D� ��BC� X�  

 U" ,
 ���w
2-2 E� ���C# E�$�D� �
$�/ X� 
��, .$�A(�, ·) E� �="
 (
 �� ��.�- X� ��.�- ��, X� �3  )3

/ ? A �="
 (
 �� ��.�- ,
 (
 �� � �I�-+(�, ·) .G-
  

 ��MW ,
2-5 E� ���C# �R
 �3 $�A(�, ·)  ?�.#i ' A�/ >�
$�/ E�$�D� ��BC� X�(� − ·)  '(� + ·) '
¹º , �· 

,
 *��/ :/
�� �3 ....+ (�, ·) .$�/  )�
�Z E�$�D� >����BC� K�#  )C9�
  

��7� 2- 5 :�I�-+ �/ ? A �="
 (
 �� ��.�- ($�+i G-$ �/ >
�/(p�, p»)  ' �)3 �o!��  

p¼1- (ℜ) = {Φ, �, �� , Ω}																		 
p½1- (ℜ) = {Φ, �, �� , Ω}																		 

p¼1- (ℜ) ∪ p½1- (ℜ) = {Φ, �, �� , �, �� , Ω}																							 
q(p¼1- (ℜ) ∪ p½1- (ℜ) = q{��, ���, ��� , ����} = q{�, �} 

 �I�-+ �/ ? A �="
 (
 �� ��.�- (��� �3(p�, p») .G-
  

������{��, ���, ��� , ����} ,
��
 X�Ω  �I�-+ �/ ? A �="
 ,
��
 
� (i + G-
(p�, p») .U���R  

 ��7�2-6:  :/��� : ���./ �o# �$ ��, ���� �/
� 

�( ) = ¾�0										 ∈ �0�1										 ∈ �1�2											 ∈ �2
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 ?�.#i	��0, �1, �2� ,
��
 X�Ω f4 G-
�	 �/ G�9# 	e ?,
 #
:�R
 _=� + �R
 $�/  �
�Z ��@4 ��0, �1, �2� ∈ e 

� 1- (�) =

��
���
��
�
���
���
 ∅											 A��#	�2	���1	��	�¿7��A	�	�R


�¿																																						 A�/�¿7��A		�	�R
�	1																																				 A�/	�17��A	�		�R


�2																												 A�/�27��A	�	�R


�0 + �1														 A�/	�1	+	�¿7��A�	�R


�0 + �           2  A�/	�2	+	�¿7��A	�		�R


�1 + �2              A�/�2	+�17��A		�	�R


Ω																 A�/�2+	�1+�¿7��A�	�R


 

� 1- (�) = �∅, �0, �1, �2, �0 + �1, �0 + �2, �1 + �2, Ω� 
 ,
��
 7��A *���)�� (
 �� ��.�- X� �3��0, �1, �2� .G-
  

2-2-2 Q9
%��� 
*��  

  3��4�2-11 >�
$�/ E�$�D� ��BC� :À  '> �/¸ = (�1, �2, … , �k)  ,
 ECA�.#Ω  �/uV E- �IW
 >�M� 'À 
 '> �/G-
  �3 E�9W �/¸-1(�)  (i �$ �3�  7�<C9� X�À 'G-
  ��5�4 X� G-
 ��, ���� �/ > �/  

� = �(�1, �2, … , �k):		xi < �i < |i							, xi, |i ∈ u			, 4 = 1,….,K	� 																												(6-2) 

 �R
	�k �$ *��/ (
 ��uV 7�<C9� g��� 7��A (
 �� ��.�- E)�� ' A�/ >��	À) ���� �/ > �/2-6 '(

?�.#i¸-1(�)	  �I�-+ �/ ? A �="
 (
 �� ��.�- (���¸ .G-
  

 �R
�1, �2, … , �k  ' )A�/ E�$�D� >����BC�∑�3  '∑�3?  'Max(�3)  'Min(�3)  ,
 *��/ E�/
�� �3 ?��} + (�1, �2, … , �k) .$�/  )�
�Z E�$�D� >����BC� ' )C9�  

2-2-3 ���
2E K
*��L�� R"� 

 3��4�2-12E�$�D� ��BC� �R
  :�	   )#�� K���C� �
 =� 
���A �� E��)C� $
 ���1, �2, …	   X� 
� (i ' )3 ���CZ


 ��BC��C99R E�$�D� .U���R 
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 3��4�2-13  A�/ N���A 7/�W ��} E�$�D� ��BC� X� P;�� ��$�=� ?�R�� : �C-��4 E�$�D� ��BC� X� 
� (i

E�.U���#  

 3��4�2-14�CO��i �3 $�
$ $��+ K�# >�.�$ >����BC� �C-��4 + �C99R E�$�D� >����BC� : >����BC� ,
 >


E� �C99R+ �C-��4 E�$�D� 
� E�����BC� P�)Y . )A�/�CO��i >����BC� .U���# E�  

 3��4�2-15 : ��BC� X�G-
 E�/�� _ICO� E�$�D�   ,
Ω  E����� + E=�=! JK� �3 E�9W �/ _ICO� ��� >�� �/

 f4 . )C9� E�$�D� >����BC� (i¸ = � + 4·  �R
 _=� + �R
 G-
 E�$�D� ��BC� X�(�, ·)  E�$�D� �
$�/ X�

. A�/  

 3��4�2-16��$�=�  #
�C/ E�$�D� ��BC� X� �R
 : ±∞  X� .U���R �C��� ��-�� E�$�D� ��BC� 
� (i  )3 ���CZ
 
�

 ,
 ECA�.# �C��� ��-�� E�$�D� ��BC�Ω  �/R = [−∞,+∞y .G-
  

  

2-3  ���
2E K
*��L�� ����  

 3��4�2-17 �R
 :(Ω, ℱ)	 ?,
 #
 >�M� + ��@4{�Ä}ÄW1 �"��#$ ,
 >
E�$�D� >����BC� �$	ℱ :?�.#i . A�/  

lim;→H inf �Ä ≡ lim�Ä ≡9N�ÄÄW1

H
È<1

 

lim;→H sup �Ä ≡ lim�Ä ≡N9�ÄÄW1

H
È<1

 

�R
�	 ������ ���� (i �$  A�/ 
�.�� >
AÌ  g��� ������   �T#i �$ �3 G-
 E���{�Ä} .G9�# 
�.��  

 g��� ������  U��
$ �T#i >
,
 �/ �3 E���  

lim�Ä( ) = lim�Ä( ) = �( ) = ±∞ 

 
 .G-
 E�
�R
+ ������ �RΩ ������   A�/ E�
�.�� �"��#${�Ä}  �R
 + 
�.�� �� ��� 
�Φ ������  E�
�.��

 A�/  �"��#${�Ä} .U���R 
�.�� �� s�� 
�  
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2-3-1 �B
��� �&�4� �� ��9 
?B $��� 
�%�4���
2E K
*��L�� � K  

 *���)�� (
 �� ��.�-C1  7��A �3⋃eÄ  E��)C��# �"��#$ �I�-+ �/ ? A �="
 (
 �� ��.�- 'G-
 Z=(X1, X2, … )	 E� ? ���#'$�AuH' �������"��#$ g��� > ��$�=� >�M� 'E=�=! $
 �
 ,
 E��)C��# >��	Z 
E�. A�/  

 3��4�2-18:  �I�-+ �/ ? A �="
 (
 �� ��.�-�1, … . , �Ä  *���)�� (
 �� ��.�- ���� �/ 
�eÄ E� ����� U�)3

 >�� ��BC� ,
 X� �� �I�-+ �/ ? A �="
 (
 �� ��.�- 7��A �3�1, … . , �Ä :E)�� G-
 

eÄ = σ Î9X3l1(�)Ä
Ï<1

Ð 
 ��\+ �/{eÄ} (
 �� ��.�- ,
 
�);� >$��� �"��#$ X�  ! �/ >��⋃ eÄHÏ<1

 E�. A�/ 

 *��/ (
 ���H ������ ��, ,
>��uH ������ g��� 7��A *���)�� (
 �� ��.�- ���� �/�#
�C-
 >�� �/ >


? ��WE� ����� ��, ���� �/ E��)C�  �/ �/ >
:$�A  

� = �(x1, … , xn), aij < xij < bij			, j = 1,…,K			  -∞ < xij < ∞	, 4 = Õ + 1		,k + 2,….� 
(i �$ �3(41, 42, … )	 G5.��� X� m1,2,3, … n  '?$�/bi ∈ u, ai ∈ u	 +	k  ET� / .G-
 E��)C� E"+ ?
�O"$

 '�3 G-
 

				Zl1(B) = �ω:		aij < xij(ω) < bij			, j = 1,…,K		-∞ < xij(ω) < ∞	, 4 = Õ + 1,k + 2,…� 
=NÖω:				aij < xij(ω) < bij×È

Ø<1

 

 ,
 �
 =� �� >
,
 �/ (�YZl1(B), k [I�C�  �/	σ ]⋃ XÏl1(�)ÈÏ<1
Ù ,
 >�
 =� >
,
 �/ f4 G-
  

8 = 1,2,…  U��
$   Zl1(B) ∈ eÄ	.  

���C# �$ Zl1(B) ∈ ⋃ eÄH;<1
  P�
�/�)/ + [I�C��/�1 .G-
 (�Y�1  (
 �� ��.�- 'G-
 (
 �� ��.�-

������ 7��A *���)��'7;A �/ E��� }	B�#
�C-
 ������>
Zl1(B):{  ,
 E8K��1  ���C# �$ '$�/  �
�Z

GA
$ U��
�Z:  
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Zl1(�H) ⊂ �1			(∗)	 
E� f;� �/: �$ (
�� 

eÄ ⊂ Zl1(�H)		∀8 

⇒9eÄ ⊂ Zl1(�H) 
⇒ �1 ⊂ Zl1(�H)					(∗∗) 

(∗)(∗∗)       ⇒ �1 = Zl1(�H) 
E� ? ��5� ���C# �$ (
 �� ��.�- E�$�D� >����BC� ,
 E��)C��# �"��#$ X� �I�-+ �/ ? A �="
 (
 �� ��.�- �3  �)3

(
 �� ��.�- 7��A '*���)��E� �T#i ,
 X� �� �I�-+ �/ ? A �="
 >��. A�/  

 ��:;2-6:  :/
��·n	 'Zn 'lim�Ä  +lim�Ä  >����BC���-�� E�$�D� . )C9� �C���Û4@ Xn  $���� �3 E��.)�)

 X� K�# (G-
��-�� E�$�D� >����BC�.G-
 �C���  

:%�&'�  :/��·n E� �o# �$ 
� E=�=!��$�=� >
�
$ (i �3 G-
 v\
+ .U���R−∞ E� �� >
,
 �/ . A�/	x ∈ RU��
$'  

{Yn < t	} = �ω ∶ G-
	x	,
	�C�3	Xn(ω)X�	7W
 !	'k ≥ n	>
�/� 
			=9{�k < t}H

VWÄ 																																																								 
 

 (�Y�k  ' )C9� E�$�D� ��BC� ��{�k < t} ∈ e �� >
,
 �/ P�
�/�)/ .x ∈ R  U��
${YÄ < t} ∈ e P�
 �$ .

 '����Yn  �� >
,
 �/n .G-
 �C��� ��-�� E�$�D� ��BC� X�  

 '��<)���Zn  �� E=�=! ��$�=� >
�
$+∞  �� >
,
 �/ + G-
t ∈ R  �� +n '  

{ZÄ > t	} =9{�k > t} ∈ eH
VWÄ  

  f4Zn  >����BC� $�Z �C��� ��-�� E�$�D� >����BC� U��)�
 + U���4�- E"+ .G-
 �C��� ��-�� E�$�D� ��BC� X�

�C��� ��-�� E�$�D� ���C# �$  #
sup·n  +inf ZÄ  E)�� P�
 + . )C9� �C��� ��-�� E�$�D� >����BC�lim�Ä  + lim�Ä �C��� ��-�� E�$�D� >����BC� �R
 . #
Û4@ Xn  �/Ω  �L� �/
�/ (i ?�.#i ' A�/ �CA
$ $��+lim�Ä   �
�Z

.G-
 �C��� ��-�� E�$�D� ��BC� X� ���C# �$ + $�/  
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2-3-2  �E
��?� � ��
4 N�"E  

 3��4�2-19������ >+� �.#�5# :/
�� E��)C� $
 �� ,
 E<Z p�3�� X� : U� ,
 
 � >���3 ���� �/ '∑ tÏI¼ßÄÏ<1
 

 
�?$�- :/�� .U���R  

 3��4�2-20 :������ >+� �.#�5# :/
�� 
���A $
 �� ,
 E<Z p�3�� X� U���R E��� =� :/
�� 
� U� ,
 
 � >��

:?�R�� 

� =:tÏI¼ßH
Ï<1

 

 P�)t��{�3}  ,
 ,
��
 X�Ω .G-
  

 ��:;2-7: ?$�- :/�� �;#i >
�/ E��3 + g,l x�AX=∑ x3;3<1 p�à ,
 #
?  A�/ ��@4 �3 G-
 (i�3'��  

 4 = 1,2, … , 8 ?,
 #
. )A�/ ��@4 

:%�&'� �R
�3?,
 #
 �� ' )A�/ ��@4p�à?,
 #
 K�# �� 
@" +  #��@4X=∑ x3;3<1 p�à ?,
 #
.$�/  �
�Z ��@4  

?$�- :/�� U�)3 z�� *�!X=∑ x3;3<1 p�à ?,
 #
' A�/ ��@4  

 �R
�3�3 E���#i ,
  )A�/ U� ,
 
 � ���3 = X 1- (x3)	E� G/�w EC!
� �/ '�3 $�A�3?,
 #
 �� �R
 ��
 ' #��@4�3 ��

E� GW$ ' )A��# U� ,
 
 �:�3 U�)3  

X(t) =
��
��
�
��
�  x3 																																																			t ∈ �3 −9�jbc1x3 + xb 																																	t ∈ �3 ∩ �b − 9 �ℓℓc3,b							.																																																						.																											.																																																						.																									.																																																						.																									x1 + x2 +⋯+ x;																									t ∈ �1 ∩ …∩ �n

 

�3 E���#i ,
X ?,
 #
? A z�� ��@4������ ,
 X� �� 'G-
/ >�/
�/ G-
� G�- >��?,
 #
 l� X� �� (�Y . #��@4

,
�3 E� 
� �������� P�
 X�3 �/ (
��E� ���C# 'GA�# ���3 $�A�i ?,
 #
 ��:*�L� (
�)� �/ . #
��@4  
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�1 = (�1 −9�i) ∪ (;
3<? �1 ∩ �2 −9�i);

3<F ∪ …∪ (�1 ∩ �2…∩ �n) 
2-3-3 �:�� S;A � Q�T� S;A  

  3��4�2-21:   :/��  E)� JK� + G�L� JK��. #�A E� ����� ��, ���� �/ ' 

�l = �−�( )						�( ) < 0
0																			�( ) ≥ 0 

�D = � �( )						�( ) ≥ 0
0																�( ) < 0 

 

  )#�� E�$�D� ��BC� �� �/ :W
+ �$	� E� ����� ��, ���� �/ *$��� ��	 �/ �3 E)��# E�$�D� ��BC� +$ U�#
��

E��U�)3 �C9/
+  #�A  

�D = �p{¹W0} �l = −�p{¹â0} 
 

�R
	� A�/ E�$�D� ��BC� X�{ : �( ) < 0}	, { : �( ) ≥ 0}  �T#i �.#�5# :/
�� ���C# �$ +  )C9�  ��5�4

E� E�$�D� ��BC�. )A�/ 

 f4�D G-
 E�$�D� ��BC� +$ b�MI��! �3��	 P��� .$�/  �
�Z E�$�D� ��BC� X� '�l  E�$�D� ��BC� X� K�#

E)��# �T)�
 (�Y G-
�"��#$ ' #
 ���� . )A�/ 
�.�� �T#i G�- �/ �3  #�
$ $��+ ?$�- :/
�� ,
 
�);� >$��� >��

(�Y �3  �)3 

|�| = �D + �l				, � = �D − �l |�|  +�  ,
 E<Z :/
���D  +�l . )C9�  
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2-4  1J
,�  

 -1  �)3 z��X, ä  �/ *��/ :/�� +$(Ω,e)	 >
,
 �/  )A�/� ∈ e	 : �)3 ����� 

ℎ( ) = ]X( )	 ∈ �	ä( )	 ∈ ��  

 �3  ��$ (�5#ℎ .G-
 *��/ :/�� X�  

 -2:/��  ��$ (�5#	X ?,
 #
�R
 _=�+ �R
 G-
 ��@4XD +Xl ?,
 #
. )A�/ ��@4  

 -3 �R
 �3  ��$ (�5# �=# *�L� X� �I�-+ �/|X| �/ G�9#	e?,
 #
9�# g,l  A�/ ��@4G	X�/ G�9#	e?,
 #
 ��@4

. A�/ 

 -4 :/�� E)� + G�L� >�� JK�X: u → u	 : �)3 
 �4 
� 

X(t) = xt2 + |t + � 

  



 

  3"4 12�   

 K
+�	
���  

  

3-1 
* ��
��� � ��"�� K
+�  

E� z��U�)3Z	 ������ >
 ?�.#i  A�/ E�$�D� q���,i X� ,
 P;�� >�� �i�/ g��� 7��A
� ������ P�
  >�M�

E� �#��#�R
 .U���#ℱ ' >+� E#
 �� ��.�- Z  A�/  +� ∈ ℱ E� U���R�  �/ G�9#ℱ  G-
  ��5�4 X� �R
A  �M� ℱ  A�/E� �/ P�)Y ����� P�
 ,
 .U�)3 z�� 
� E#
 �� ��.�- �R
 �3  �i ���B� K�# �� ��5�4 E� ))3.  

 ��7�3-1:  U�)3 z��Ω = {1,2,3,4}  'ℱ1 = {$, Ω, {1,2}, {3,4}}  ���� P�
 �${1,2}  �/ G�9#ℱ1 

 .G-
  ��5�4$  +Ω E�# ���B� ������ +$ P�
 ($�/  ��5�4 (
 �� ��.�- ���B� �/ +  #
 ��5�4 ?�
���. )3  

 3��4�3-1: E� z��U�)3Ω	  '�#��# >�M�ℱ :���� P�
 �$  A�/ (i >+� E#
 �� ��.�- 

(�"
	$+Ω	 . # ��5�4  

 U�C� (b> ��5�4 ��' .G-
  ��5�4  

 '�� ��5�4 ,
 E�
���A y
�CA
 + H��C�
(�.G-
  ��5�4  

E� ' ��5�4 +$ 7\�� ($. A�/  ��5�4  #
��  

�"��#$ �R
 (+G-
  ��5�4 K�# (i  ! ' A�/ �CA
$  ! �� ��5�4 ,
 >
.  

 

3-2 	
��� C��DE  

 3��4�3-2: E� ���� q���,i X� ECW+ ��</ U�A��# �$�W G-
 P;�� .$�A ���C# P;��  �i�/  )Y ,
 E;� $��R

 [�W$
� �	�/��  �i�/ q�4E� E"+ U�)3 E)�/^�Z  �i�/ X� H�W+ f#�A �/ E�3 ?,
 #
 X� ($
$ G�9# �/ U�#
��' 

 ��5�4�� �/ f4 'U����#  �o# ��T~
 P;�� >�� �i�/ ?��/�$�	  G-
 P;�� G-
 q���,i  �i�/  )Y �� X� 7��A �3  
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C��3 g�)/ >$ � E" *��C!
� " �/  
� (i �3 U��$ G�9# æ(�)  (�5# U��$ E�?,
 #
 �3 >"f#�A"  (i H�W+

.G��R  �
�Z ?,
 #
 
�  ��5�4  

3-2-1 
*��
��� 	
��� U��DE C&�V� K
* W��  

E�F01 G�H (3$�    

k�L� 'E��)C� $
 �� 7��A q���,i �3 G-
 
��
 7/�W EC"�! �$ _=� *��C!
 ����� P�
8	  �i�/	ç1, … ,ç;	   A�/

.( )C9� f#�A U� �� �i�/ g���)  

 (J(A&�� A������) �H��L G�H  

   �)3 z�� ������� .$�3 �
�;� >$��, ����$ $
 �� �/ 
� q���,i G-
 P;�� ' A�/ q���,i X� >�� �i�/ ,
 >


 �R
8� >�� �i�/ $
 ���	 �$	8E#
+
�� 
� (i  A�/ �
�;��		 +  
	;è	;E� E�9# E#
+
�� 
�E� ? ��5� . )��R �3 $�A

 ECW+8 E� e�K/�4 ���� �/ E�9# E#
+
�� $�AE� 7�� E)��� �
 =� G�- �/ >�
 � *��C!
 
� �
 ��4 �
 =� P�
 . )3 � E�E� ����� ��, ���� �/ + U���#.U�)3  

 )3-1(                                                   æ(�) = 	 lim;→H	 ;è;  

A=-M G�H (N  

 �
�;� 7/�W E5���,i ECW+E� 
� N+� P�
  A��#*��C!
 ($
$ G�9# >
�/ (
�� ��5�4 �/ ��.G���@4 ��  

  

3-3  	
��� ���� 

 G�9# ,
 *��C!
 ��-��� >
�/ E��� =� *��C!
 �$ k��W
 ��9�	�l�!$
 ��

P;��	�l�!	$
 ��
   P�
 ��C-$ P�
 ,
 ?$�C-
 .U�$�3 E� ?$�C-


E� q�4 
� G�$+ �� �#��# >�M� �3 $�+i ? 5# ����� �� ��3@� G�9W ���Z ���� P�
 ��} �$ ' A�/ E��)C�  ��/

�/
�/ �� G-
  ��G-
 �CA
 # 
� 7;5� P�
 �3 $�A E!
�	 �� ��5�4 *��C!
 ����� >
�/ E�K�#�;�  ��/ P�
�/�)/ .

 . A�/  

3-3-1  	
��� 	"X  

E� z��U�)3Ω	 + �#��# >�M�ℱ ������ :/�� ���� P�
 �$  A�/ (i ,
 E#
 �� ��.�->
æ:ℱ → [0,1y	  ?,
 #
 
�

$��� �$ ��, *��
 ?�R �� U���R *��C!
æ	  . A�/ {$��  



 ������ ��:� :D)F +,�------------------------------------------------------------------31 

  

(�"
 æ(�) ≥ 0  

(b æ(Ω) = 1   

 �R
 (��3  �� >
,
 �/ E)�� ' )A�/ U� ,
 
K�� +$ �/+$ >�� ��5�4 ��	�3 ∩ �b = $		'			4 ≠ d:?�.#i  

æ(∪3 �3) = ∑ æ(�3)3 

��;���</ 

:��)(
���A >��@4                                      æ(∪3<1
H �3) = ∑ æ(�3)H3<1

  

:��)     (E��)C� >��@4                               æ(∪3<1
; �3) = ∑ æ(�3);3<1

  

  

3-4  	
��� K
+� 

3��4�3-3:  z�� �)3 Ω '�#��# >�M�	ℱ ��.�-������ ��, ,
 E#
 �� >��Ω  +æ:ℱ → [0,1y	  ?,
 #
 X�

 ���� P�
 �$  A�/ *��C!
3 p���  E��� (	Ω, ℱ, æ) E� *��C!
 >�M� 
�E� �O5� *��C!
 >�M� .U���# �3  )3

������ �Y ,
 '������ ��, (
�)� �/ �� ��5�4 kl+
E� �C��R �o# �$ >
 #�A )Ω������ P�
 ,
 X� g
 3 ��#�w + ( ��

�M� �R
)  )C9�#  ��5�4 X� g
 3 +  )C9�  ��5�4ℱ  �R
 +  #
 ��5�4  )A�/�M�ℱ   ��5�4  )A��# + ( )C9�#

E� ��-��� �#�.Y �� ��5�4 *��C!
 g��#
�-:/�� ,
 ?$�C-
 �/)  #�A	æ.(  

3-4-1  ��Y��	
��� ���� K
*  

 ��:;3-1*��C!
 >�M� :(Ω, ℱ, æ)  E� �o# �$
�:���� P�
 �$ U���R  

(�"
 æ($) = 0  

(b æ(�) + æ(��) = 1              

�R
 (�	�	 +�  �3  )A�/  ��5�4 +$� ⊂ � ?�.#i  

æ(� − �) = æ(�) − æ(�)															&															æ(�) ≤ æ(�) 
$( '?
�O"$  ��5�4 +$ �� >
�/	�	 +� U��
$  

æ(� ∪ �) = æ(�) + æ(�) − æ(� ∩ �)															 
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%�&'�:  

(�"
                    Ω = Ω ∪ $,			1 = æ(Ω) = æ(Ω ∪ $) = æ(Ω) + æ($)  

1 − æ($) = 1 → æ($) = 0 

  (b             Ω = A ∪ �� → 		1 = æ(Ω) = æ(A ∪ ��) = æ(A) + æ(��)	
 x�A ,
 ?$�C-
 �/ (�� ⊂ � U��
$  

� = � ∪ (� − �) 
 �3�	  +� − � U� ,
 
 �  )C9�
@" '  æ(�) = æ(�) + æ(� − �) . �/�)/ >�/
�/ P�
 ,
 E)��# ?,
 #
 ($�/

 ���C# *��C!
E��3 $�A  

æ(�) ≤ æ(�)  + æ(� − �) = æ(�) + æ(�)  

($ '?
�O"$  ��5�4 +$ >
�/	�	 +� U��
$  � ∪ � = � ∪ (� − (� ∩ �))  

 ��5�4 +$ >�/
�/ P�
 �$�	 +� − (� ∩ �) :
@"  )C9� U� ,
 
 �  

æ(� ∪ �) = æ(�) + æ(� − (� ∩ �)) 
 ��
(� ∩ �) ⊂ � U��
$ (�) G�9W �/�)/ 
@"  

æ(� ∪ �) = æ(�) + æ(�) − æ(� ∩ �) 
 ��!�3-1:  �R
	æ(�) = 1 'i?�.#�	 E� E�C! k����=�  ��5�4 
� (i 7�;� ���� P�
 �$ 'U���R��  *��C!
 >
�
$

G-
 ��. �� ? � 4 �R
 .U���R ? ����� �� ��4  ��5�4 
�
 �/ >
  �$ �� X� *��C!? � 4 (i U���R'  � �/ p��WP�= 

E� ��. �$  

��:;3-2 ?
�O"$ >�� ��5�4 >
�/ :�3' E�GR (
��  

æ(∪3<1
; �3) ≤ ∑ æ(�3);3<1

. 

 E� *�/ >+�9��# 
� >+�9��# P�
 �3. )��#  

%�&'�:  �)3 z��:  
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���
�  �1 = �1																																															�2 = � − �1																																								⋮																																																		�V =			�V ∩ (�1

� ∩ �
2
� ∩⋯∩ �Vl1

� )																 )3-2                  (  

 
@"�V  GA
$ U��
�Z +  )C9� 
K�� ��∪V<1
; �V =∪V<1

; �V :���C# �$ 

æ(∪V<1
; �V) = æ(∪V<1

; �V) =:æ(�V) ≤;
V<1

:æ(�V);
V<1

 

3- 4-2  ��,,� 	
��� K
+�  

3��4�3-4 :�#��# >�M� X� �$ >
Ω	>�� ��5�4 2�3 �R
 'ℱ ������ ��, ,
 E�
���A �
K�
 �I�-+ �/ >��Ω   �"��

P�)t�� +  A�/ ? Aæ �- ?�.#i  A�/ (i �$ *��C!
 :/�� X� E���(Ω, ℱ, æ	) E� �C99R *��C!
 >�M� 
�.U���R  

 �R
ℱ = q(�3)  (i �$ �3  A�/{�3}  �
K�
 X�Ω   ��5�4 �� G-
�  ,
 E�
���A H��C�
{�3}  P�
�/�)/ .G-
 ��

 *��C!
� E� 
� *��C!
 ($�/ g�I�� �/ (
��PÏ	  ,
�3 .$�3 P���  

3- 4-3  �
�9 	
��� K
+� 

 3��4�3-5: �9� �$ 78E� z�� kl���� >$�/��3 + E�W
+ U�)3Ω + G-
 E��)C� + 
���A ℱ = q(Ω).  

 �R
 Ω = {x1, x?, … }  �� >
,
 �/ (�Y ���� P�
 �$4  GA
$ U��
�Z{x3} ∈ ℱ�R
 P�
�/�)/ 'æ	  *��C!
 ?,
 #


>+�ℱ ' A�/ æ({x3}) �/
�/ 
� (i �
 =� + G-
 ? A ����� æ3 E� z�� P�)t�� .U�)3Ω ���� �/ 
� 

 	Ω =∪ {xi} ������ ,
 E�
���A H��C�
 �3�/+$ >��G-
 
K�� +$' E�:GA�# (
��  

1 = æ(Ω) = U(∪ {xi}) =:æ({x3}) =:U333  

 P�
�/�)/æ3 E� { � ��, x�A +$ �$. )3  

�� >
,
 �/  (�"
 0 ≤ æ3 ≤ 1		 

(b ∑æ3 = 1  

PCA
$ �/æ3  ��E��
 =� U�#
��æ 
�?
�O"$ ������ �� >+�  )#��	� = {x31, x3?, … }	 .U��+i G- /  
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 E� �M!�� �3 U�)3� = {x31} ∪ {x3?} ∪ … ������ (�YE� U� ,
 
 � G-
� G�- >��:f4  )A�/  

	æ(�) = ∑ æQx3bR = ∑ U3bbb��-��� >
�/ E)�� 'æ(�)  >�M�
 X� X� *��C!
 G-
 E��3�  :�� U� �/ 
�

 �3 EC"�! �$ P�
�/�)/ .U�)3Ω  ,
 >�M� X� �� + G-
  
���AΩ  G-
 E��3 '*��C!
 ?,
 #
 ����� >
�/ G-
  ��5�4

. )3 { � (b) + (�"
) x�A +$ �$ G-
 g,l ��$�=� P�
 .U�#
 / >�M� X� >�� ��5�4 >+� 
� *��C!
 ?,
 #
 �
 =�  

3- 4-4  �*
��� 	
��� K
+�  

 3��4�3-6: E� z�� U�)3Ω = {x1, … , x;} $
 �� + E��)C� �/
�/ (i >�M�
8   z�� �/ ���� P�
 �$ ' A�/ U3 = U({x3})'4 = 1,2, … , 8	 :U��
$  

(�"
0 ≤ U4 ≤ 1  

 (b∑ U3 = 1;3<=  

E� z�� E��)C� ������ P�
 �$ *�!U�)3U3	  E)��  )A�/ �/
�/ ��U1 = ⋯ = U;	  �T#i H���� G-
 g,l (�Y

 ,
 X� �� G-
 g,l $�A X� �/
�/æ3  �/
�/ ��
=;  �R
 ���� P�
 �$ . )A�/�	 �������/ >
Õ	 ���� �/ + �M�  

 � = {x31, … x3V}  A�/'  >
�/ ?�.#i1 ≤ Õ ≤ 8  + 	� = {x31, … x3V} :U��
$  

æ(�) = æ31 +⋯+	æ3k = 18 +⋯+ 18 = Õ8 = ≠ (�)≠ (Ω) 
G"�! �$ _=� E)��  �3 ^�ZΩ  + G-
 E��)C�æÏ  #�/
�/ ��' �M�
 $
 �� G�9W ���Z �/ �/
�/  ��5�4 �� *��C!
	A	 

>�M�
 $
 �� �/	Ω	G-
.  

��7�3-2 �)3 z�� :  n  �;- ��/ X��;- X� �� n �"�� ,
 X� �� (�Y ' #�A b���4 ��/ ��A G-
 P;�� ��(�) 

 _Z ��(ë)  ' )A�/G"�! $
 �� �/
�/ P;�� >��ì = 2
;

 E��"�� g��� �R
 . A�/U� ��E)�� ' )A�/ f#�A  

 æ3 = (1

2
); :U�)3 ��-��� 
� ��, ���� �/ E��� ��5�4 *��C!
 U�#
�� E�  

A = (_Z8 − Õ, ��A	Õ) 
B = (��A	X�	7W
 !) 

�/  ��9� >�� �i�/ $
 ��	�	  �/
�/Q;VR  �/  ��9� >��  �i�/ $
 �� +B g��� �/
�/ 8	 ��E��<=# K� �/ ��(ëë… . ë) 

'P�
�/�)/ . A�/ E�  
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æ(�) = Q;VR
2
; 				 , æ(�) = 1- 1

2
; 

�#��# �<=# *��C!
  �)3 z�� >
	í3<{HTH,… . }7��A �3 
�Õ	  + ��A8 − Õ  G-
 _Z ����� ��, ���� �/

:U�)3  

æ3 = pÈqÄlÈ								ñ = 1-p				, 4 = 1,2,….,N	 
'U��
$ + $�/ U��
�O# E9#�A U� G"�! �$ �.�$ ���� P�
 �$  

U(�) = m8Õn UVñ;lV														U(�) = 1 − ñ; 

  

3-5  �&# �B
��� K
+�  

 *��C!
 >�M� (�)3��(Ω, ℱ, æ) �M� �� + U�$�3 E���� 
�ℱ  G/�w X)�
 .U� #
�Z  ��5�4 
�E� *��C!
 ?,
 #
 U�)3

ERS�+ >
�
$G-
 E��� .G-
 E.C-��4 G���Z �+i$�� �3  

��:;3-3: E� z��U�)3{�;} '�"��#$>�� ��5�4 ,
 >
 :���� P�
 �$  A�/ >$���  U( lim;→H�;) = lim;→Hæ(�;) 
  

%�&'�:   

�R
	 AÄ ↑ �  ?�.#ilim;→H�; = ⋃ �;H;<1
E� E�- *�! . U�)3⋃ �;H;<1

  .U�)3 ,
��
 U� ,
 
 � >�� ��5�4 �/ 
�

E� ����� 
� ��, >�� ��5�4 ��o)� P�
 >
�/:U�)3  

���
�  �0 	= ∅															�1 	= �1																�2 	= 		 �2 − �1				⋮					�n = (�n − �n-1)

 

 �� >
,
 �/4 ≠ d 'U��
$ 

 �3 ∩ �b = ∅  +⋃ �; =H;<1 ⋃ �;H;<1
 +�; = ⋃ �3;3<1
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���C# �$  

U m lim;→H�;n = Uó9�;H
;<1

ô = Uó9�;H
;<1

ô 									
= :U(�;) = 			:U(�; − �;l=)H

;<1

=				 limõ→HH
;<1

:U(�; − �;l=)õ
;<1

										 
																															= limõ→H(U(�;) − U(�¿)) = limõ→HU(�õ) 

  

.G-
 �
�W�/ K�# E"+K# G"�! >
�/ ��MW P�
 �/�5�  

�*���3-1:  ECW+'8 ⟶ ∞  

�; ⟶ �					 ⇒ 						æ(�;) ⟶ U(�)  

:%�&'�  

⋂ �V ⊂öW; �; ⊂ ⋃ �VöW; )3-3(                                             

 :U��
$ 
@"  

U AN�VöW; C ≤ U(�;) ≤ U A9�VöW; C																																																				 
E� ECW+ U�#
$�;  A�/ �CA
$  !' GA
$ U��
�Z  

lımøøøø�; = lim�; = lim�; = � E� ���C# �3: �$  

⋃ �VöW; ↓ lımøøøø�; = �						,   ⋂ �VöW; ↑ lim�; = � 

 ��MW ,
 ?$�C-
 �/ P�)t��:U��
$ E.C-��4  

U(⋃ �VöW; ) ↓ U(�)         ,        U(⋂ �VöW; ) ↑ U(�) 

</
� ,
 ?$�C-
 �/ ���C# �$)  �3-3 (:U��
$      U(�;) ⟶ U(�)  
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3-5-1 	
��� ����  N�4"E  

3��4�3-7 �)3 z�� :	æ	 P��� (
 �� �/	ℱ . A�/ ? A �����æ∗  
��/σ(ℱ) E� ����� >��	 �/ �3 U�)3

������>��	ℱ 'æ∗  �/æ '���� P�
 �$ . )A�/ �/
�/æ∗ :�-�� 
�æ �/σ(ℱ) +æ  � �� 
�	æ∗�/	ℱ E�f4 . )��#æ∗ 

:�-+ +��IW >
�
$,
 ��æ . #�/
�/ U� �/ y�C5� +��IW �/ + ?$�/  

��:;3-4�(>�+$��� 
��3 :�-��) :  E#
 �� �/ ? A ����� *��C!
 )#��	ℱ E� 
� (
 �� �/ $�/ �D�)� ��</ (
��

7��A *���)�� >��.�-	ℱ .$
$ U����  

%�&'� �� >
�/ :� ⊂ Ω  �)3 z�� '� ⊂ ⋃�b 		+	�b ∈ ùP�
 �$ . } '�����b { 
� qA�4 X��  >
�/ . )��R

 ��	�' ������ :/��E� ����� 
� ��, >
U�)3  

æ∗(A) = inf:æ(�b)H
b<=  

 >�� qA�4 g��� >+� U��)�
�  ���CZ
E� ? �$ E#�-i �/ .G-
 ? A:�3 $�A  

i) 					æ∗(∅) = 0 

ii)				æ∗(A) ≤ æ∗(B)															� ⊂ � 

iii)		æ∗Q∑ �bHb<= R ≤ ∑ æ∗Q�bR														(>��@4	:�� − ��.�-	��,)Hb<=  

:/�� ��æ∗  �$ �3 
�3 . )��R E���Z :�-��  )3 { � l�/ x�A  

������>	A	 
� 		æ∗?,
 #
 �� >
,
 �/ �R
  )��R ��@4ú ⊂ Ω  

æ∗(D) = æ∗(� ∩ ú) + æ∗(�� ∩ ú) 
 ��, G���Z ,
 ?$�C-
 �/��.�--:�� >��@4	æ∗ �3 $�3 G/�w (
�� E�' ��
$�R�∗ ������ g��� ,
>��	æ∗ ?,
 #
 '��@4

+ $
$  �
�Z (
 �� ��.�- X� 7�;5�æ∗ �/�∗ / G-
 ?,
 #
 X� � �3 >��	'>
�/ 

∀� ∈ ù,			∀ú ⊂ Ω	, ∀ü > 0							∃{�;}Ä<1
H 	�; ∈ ù, ú ⊂9�; 

:P�
�/�)/  

					æ∗(D) + ε ≥:æQ�bR =:æQA ∩ �bR +:æQ�� ∩ �bR		H
b<=

H
b<=

H
b<=  

										≥ æ∗(� ∩ ú) + æ∗(�� ∩ ú) 
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 (�Yü �G-
 >���CZ
  

æ∗(D) ≥ æ∗(� ∩ ú) + æ∗(�� ∩ ú)												 
'P�)t��  

												æ∗(D) = æ∗Qú ∩ (� ∪ ��)R = æ∗[(ú ∩ �) ∪ (ú ∩ ��)y≤ æ∗(� ∩ ú) + æ∗(�� ∩ ú) 						⇒ æ∗(ú) = æ∗(� ∩ ú) + æ∗(�� ∩ ú) 
P�
�/�)/	�	 ������'>
æ∗ ?,
 #
�/ + G-
 ��@4�∗  f4 $�
$ [I��ù ⊆ �∗. 

⇒ σ(ù) ⊆ �∗   7��A *���)�� >��.�- (
 �� ù ⊆ �∗ → σ(ä)	,			ä		    

æ∗  :�-��  X�	æ  �/σ(ù) .U��
$ ��, U���� �/ ,��# ($�/ $�� �/ �D�)� ���w
 >
�/ .G-
  

 3��4�3-8 :)	� ��
$�R �(UC9�-	æ	������ ��, ,
 >���  X��  E��)C� y
�CA
 �/ G�9# �R
 G-
  UC9�-

. A�/ �C9/  

 3��4�3-9: )	� ��
$�R �(UC9�-	X X� 
�	�	  ?�R�� U���R UC9�-�  N���A H��C�
 7�;� G�� + $�A 7��A 
�

. A�/ �C9/ ��@4  

 �*���3-2:  

 U� �3 ��
$�R X� (�"
�  U� + UC9�-�  X� ' A�/ UC9�-(
 �� ��.�- .G-
  

 �R
  (bU X�	� +  A�/ UC9�-	X  X��  +  A�/ UC9�-æ ⊂ X '  

?�.#i             :                                                           q	(æ) ⊂ X  

 X� ?�
��� (
 �� X� (�Y� .$�/  �
�Z l�/ ��MW U�=C9� ���C# :�-�� ��MW E��C;� 
@" '$�/  �
�Z UC9�-  

 �$3-1: ?,�/ g��� >+� ? A ����� *��C!
 :/�� ���� �/ E���(x, |y  �/ :�-�� X� �C;� ��</ 7��A *���)�� (
 ��

?,�/ g���E� ����� ��. )3  

:%�&'�   �)3 z���t ?,�/ g��� 2�3 ���� �/ >��(x, |y  +�.  7��A *���)�� (
 ���t  P�
 . A�/ (
 ��

������ E��)C� H��C�
 7��A *���)�� >���t ������ 7�;� + >���t ������ E)�� 'G-
 ���� �/ E��� (−∞, |y ∪ (|,∞)  �)3 z�� .A ∈ �t  +� = ∑ �VV  '�V ∈ �t '���� P�
 �$ '  

æ(�) = ∑ æ(�V)V  �R
 +A  �/
�/ K�#∑ �b�;b<1
  '�b� ∈ �t  ?�.#i  A�/æ(�) = ∑ æQ�b�R;b<1

.  



 ������ ��:� :D)F +,�------------------------------------------------------------------39 

  

:U�)3 G/�w  ��/  

:æ(�V) =V :æQ�b�Rb  

          :U��
$ E��	 ,
  

�V = � ∩ �V =:�V ∩ �b�b  

�b� = � ∩ �b� =:�V ∩ �b�V  

(�Yæ  �/�t :���C# �$ G-
 ��@4 :�� 

:æ(�b�b ) =:æ(:�V ∩ �b�) =::æ(�V ∩ �b�)VbVb  

					= :æ(:(�b� ∩ �V)) =b :æ(V �V)V  

 (�Y P�
�/�)/U(��) = 1-p(A)  �� >
,
 �/� ∈ �t  ��MW.$�A E� G/�w  

��7�3-3: z��  �)3� = {ω: 0≤ω≤1}�$ . ���� P�
�  >�M� 
���A�#E� (
 �� ��.�-  �)3 z�� . A�/

/ (
 �� �� ��5�4�/ ? A $+ �� *�� ������ ��,>��[0,1]  . A�/ 

 'f4e = {� ∩ [0,1y; � ∈ �}��������, ��
$�R �I�-�/ ? A  �"�� (
 �� ��.�- P��C;Y�3���� �/ E��� 

[0,	x] '0≤x≤1E� ' . A�/E� ����� 'U�)3æ[0,x) = x  ,0≤x≤1 ./�)/'P�
�æ(�) = 1 *��C!
 :/�� P�
 .

 �/ >$�/ �D�)� U���� >
�
$e EI�<C9� �� GZ
�);� :�,�� 
� (i �3 G-
 �/[0,1]  .U���R  

 �)3 z�� *�!� = {ω: 0≤ω≤a}  +	e ������ ��, �I�-�/ ? A  �"�� *��/ (
 �� >��[0,	a]  :/�� . A�/

E� ����� ��, ���� �/ 
� *��C!
:U�)3  

æ{[0,x)} = tx												(0<x≤x) 
 U��
$æ(�) = 1 + 'æ  �/ (
�� E� 
�e $
$ U���� >$�/ �D�)� ��</ .æ  �/ EI�<C9� :�,�� 
�[0,	a] .U���R  

 ��7�3-4:  �)3 z��� = u2 = {(x, y):−∞ < t, ± < ∞}  +	e ������ ��, *��/ (
 ��>��u2  . A�/

7�<C9�E� �o# �$ 
� ��, ���� �/ >��:U���R  
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{(x, y): −∞ < t ≤ a,−∞ < ± ≤ |}						x, | ∈ u 

7�<C9� P�
 (�Y ���2 E�  � 4 
�y
�CA
 G�� + ' #�+i�C9/ E��)C� >��*��C!
 ����� �/ ' #
 P�
 >+� ��

7�<C9�E� �������� g��� �/ 
� �T#i (
��*��/ >��u2 $
$ U����.   �)3 z��f(x, y) ,
 E)��# :/��(x, y)   A�/

�/ (i *
�.C#
 �3 >��	 �/u2 ����� �/ . A�/  !
+  

										f(x, |) = æ{−∞ < t ≤ x,−∞ < ± ≤ |	} = � � X(x, y)�
lH

�
lH ³t³± 

�/ *��C!
 :�,�� X�u2  *��C!
 E"�.Y :/�� �/ 
�f(x, y) E� G- /�R
 .U��+i    	� = uk  +�È  (
 �� �$ *��/ uk  ' A�/æ E� 
� :/�� �I�-�/ (
��X(x1, x2, … , xk) 3 >��</ $�3 ����� �X(x1, x2, … , xk) ≥ 0  

+  

�… .� X(x1, … , xk)	�� ³x1……³xk = 1 

'���� P�
 �$  

f mx1, … , xkn = 

U{−∞ < x1 ≤ x1, −∞ < x2 ≤ x2, …− ∞ < xk ≤ xk} 
														= � � … . .�2

lH
�1

lH � X(x1, … , xk)�k
lH ³xk……³x1 

 :/��X(x1, … , xk)  �/ E"�.Y :/�� 
�uk .U���R  

  

3-6 ��9 
?B 	
��� K
+�  

 �)3 z��	�	 E�$�D� ���BC� X� ������ >
�/U� ,
 
 � >��  �/(Ω,e, æ) �/  A�/ >��	  �� >
�/ �3  

� ∈ � E� �����:U�)3  

æ¹(�) = æ{ :�( ) ∈ �} = æ{�-1(�)} 
 ���� P�
 �$æ¹(�) ≥ 0  +  
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				æ¹(:Bb) = p(xl1(:Bb)Ø ) = p(:xl1(Bb)Ø ) =:p(xl1QBbR) =:p¹(Bb)ØØØ  

 (�Yæ¹(Ω) = 1   'æ¹  �/(R, �)  f4 .G-
 *��C!
 ?,
 #
 X�(R, �, æ¹) �/  � � *��C!
 >�M� X� g�#

�I�-�/ ? A �="
 >�M� >� E� N$�/ >�M� �/ . A�/æ¹  *��C!
 :�,�� 
�� . )��R  

 ��7�3-5 : �R
g  ,
 *��/  :/�� ��X  �� >
,
 �/ ?�.#i  A�/B ∈ �
$ U��
�ZA.G  

æ{g(X( )) ∈ B} = æ{�( ) ∈ gl1(B)} = æ¹{gl1(�)} 
 (�Yg  'G-
 *��/ :/�� X�gl1(�)  *��C!
 :�,�� P�
�/�)/ .G-
 *��/ ������ X��  >$�/�D�)� ���� �/

  )#�� *��/ :/�� �� *��C!
 :�,��g(x) E� P��� 
�. )3  

  

3-7 ���
2E K
*��L�� � 	�"� N�"E N��"E  

 �R
± = g(�)  �R
 )  A�/ >�
 =� X� :/�� X�g  U��
�Z ( A�/ >$���GA
$  

æ(g(x) ≤ y) = P(x ≤ gl1(±)) 
 �R
X(�) *��C!
 E"�.Y :/��� +	gl1+  A�/ $����	g	 +gl1  [C5�:U��
$ ����BC� 7� �� ,
 ?$�C-
 �/  )A�/ ��@4  

æ(g(x1) ≤ g(x) ≤ g(x2)) = � X(t)³t = � X(ℎ(±))ℎ(±)³±

2


1

�2

�1

 

(i �$ �3±1 = g(x1)   '  ±2 = g(x2)    'gl1(y) = x = h(y)			  

E� E��R N+� P�
 ,
 ?$�C-
 �/ :�,�� :/�� (
��g(x) .U��+i G- / 
�  

��7�3-6:  �R
�  E"�.Y :/�� �/ *���# :�,�� >
�
$−∞ < x < ∞				 =√? ����2 U�A�/ �CA
$ +  A�/  

 log y = x P�
 �$  ����y :G-
 ��, *��C!
 E"�.Y �/ E�C���." *���# :�,�� >
�
$  

X
(±) = ³x³± X�(log±) = 1

���2� �
�(����)2

2 = 1

±�2� �
�(����)2

2 0 < y < ∞ 
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3-8  �%�� K
* ���� 

3-8-1  ���
� 7��DE 	
��� ���� 

3��4�3-10: *��C!
 '����� :/�� X��:�� + E)��# ? A $�
 #�C-
 >
�/ ��.�- ��@4(Ω,e)  x�A (+ / .G-



 '( A $�
 #�C-
������ :/�� X� �R:�� E)��# >
E� ?,
 #
 X� 
� (i 'U�A�/ �CA
$ ��@4 �/ + U���#� E� (�5# .U��$

�R
�(Ω)  A�/ E��)C� + �� �"�O� 
�(.)�(�) ������ :/�� X� ���� �/ 
��/ >
(Ω,e) E� �o# �$ ? �$ .U���R

E�) ����� ^
�Z g��� �$ :/�� P�
 �3 $�A3-3-1E� ���C# �$ + ?$�3 { � (#
 X� (
�)� �/  #
�� �$ *��C!
 ?,
 

E� 
� ($�/ $�
 #�C-
 ���C# �$ '$�A �C��R �o# �/ ?,
 #
 :/�� U�9=� �/ (
���(Ω) ?,
 #
 ���C# �$ .$�+i G- / >��

E� 
� E��)C�?,
 #
 U���� (
�)� �/ (
��.G��R �o# �$ *��C!
 >��  

3-8-2  �[�9 	
��� ����  

3��4�3-11:  �)3 z���	 ������ ��,�/ [I�C� + G/�w E"+ >���CZ
 >
	e	 �R . A�/ �$ 
� ��, >�� ��5�4 ��
$

E� �o#:U���R  

� ∩e = {� ∩ �,			� ∈ e} = e» 

������ ��, ,
 (
 �� ��.�- X� ��
$�R P�
 >���  f4 .G-
	(�,e») *��C!
 ?,
 #
 .G-
 ��@4 ?,
 #
 >�M� X� æ �M� P�
 �/ �3 G-
 ? A �����' E�# $�
 #�C-
EI3 G"�! �$ 
��,  A�/	æ(�)E�# E"+ . A�/  !
+ �/
�/  #
��

E� ?,
 #
 ����� �/ 
� (i (
��æ∗  �/e» �R
 'æ(�) ≥ .  ��, ���� �/ '.$�3 $�
 #�C-
  

æ∗(� ∩ �) = æ(� ∩ �)æ(�)  

 ���� P�
 �$(B,e½, P∗)  +��IW .G-
 *��C!
 >�M� X�P∗ ��������, �3 G-
 E��� ��5�4 ��
$�R >��B 
 z+��  ��5�4 �� >
,
 �/ . )C9�B  'P∗ E� 
������� :/�� (
�)� �/ (
�� �/ ? A ����� >
e  �$ .G��R �o# �$

 z�� �/ E	�A *��C!
 ?,
 #
 
� (i '���� P�
B  ���� �/ + U���RP½  ��P(. |B) E� (�5#���C# �$ .U��$'  

æ»(�) = æ∗(� ∩ �) = æ(� ∩ �)æ(�) = æ(�|�) 
 �3 G-
 ET� /æ»  �/ *��C!
 ?,
 #
 X�(Ω,e)  
��, G-
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���
�
��  æ�(�) ≥ 0æ�(Ω) = 1	
æ»(9�bb ) = æ∗(� ∩9�bb ) = æ(� ∩ ⋃ØAØ)æ(�) = ∑ æ(� ∩ �b)b æ(�) =:æ»(�b)b

 

 ���C# �$(Ω,e, æ») .G-
 *��C!
 >�M� X� 

��7�3-7:  �)3 z��  

æ(�õ = x|ì = 8) = 18 + 1
																							x = 0,1,2,…,n 

æ(ì = 8) = �l��;8!  
 

 E	�A ��} *��C!
æ{�õ = x}  . �)3 ��-��� 
�  

	æ(�õ = x|ì = 8) = 18 + 1
																														t = 0,1,…,n 

æ(ì = 8) = �l��;8! 																											8 = 0,1,2,… 

				æ{�õ = x} =:æ(ì = 8)æ(�õ = x|ì = 8) 		=H
;<0 :�l��;8! 18 + 1

						
H
;<0  

=: �l��;(8 + 1)!												
H
;<0

 

																							= 	�l1:�l��;D=(8 + 1)!																											
H
;<0

	 
=	�l1 �: �l��B@!H

B<1 � 
= �l1 m1-�l�n 
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 ��7�3-8: �;-E� b���4 ����� +$ 
� >
 �� �;)�
 z�� �/ .U�)34 q���,i �#��# >�M� �M�  

 = {(�,�), (�, ë), (ë, �), (ë, ë)}  �/ $�A ���~ ��A b���4 +$ �� �$ �;)�
 *��C!
 ' )A�/ f#�A U�

4  �;)�
  x�A b����G-
 � =Y  A�/ ? �i ��A *+
  

 ��A b���4 +$ ��� = {(�,�)} → 

 ��A *+
 b���4f = {(�, �)(�, ë)} →  

U(�|f) = æ(� ∩ f)æ(f) = æ({�,�})æ{(�,�), (�, ë)} =
1

4

2

4

= 1

2
 

3-8-3 ����
�9 ����  

3��4�3-12:   �)3 z���  E=�=! _Zu +e������ g��� ��
$�R �$ *��/ >��u ������ :/��  A�/>
	�	  �/ 
�

E� ����� ��, ����:U�)3  

 �/ [I�C� (�� �� E)� 'G�L� ) v��� $
 �
 $
 ���(�):	�  

���� P�
 �$ '  

�(∅) = 0						,				�(∑ BÏÏ ) = ∑ 	�(BÏ)Ï 			 , 		BÏ ∈ �	'  

 f4�  �/ ?,
 #
 X�e E� ? #���A ?,
 #
 
� (i �3 G-
 �/ G-
 P;�� 
� ? #���A ?,
 #
 .U���R(uV , �V)  �/

.$�3 ����� ��, ����  

 �� >
�/		BV ∈ �V' x�=# $
 ��(�1, …… , �k) v��� ��DCO� �/ �$ (�� �� E)�'G�L�)�(�V):	�V  

3-8-4 \�B ����  

3��4�3-13: E=�=! _Z	u	 ��
$�R +		ù?,�/ g��� 7��A ���� �/ �
 #
�3 >��(x, |y, x < | E� �o# �$ 
� U���R

������ :/��>
	�	  >�M�
 �/ 
�	ù E� ����� E�9W �/:�3 U�)3  

�(x, |y = | − x									,�(∅) = 0							, �(∪ �3) =: �(�3)3  
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 (i �$ �3�1, �2, … .. ������ U� ,
 
 � >��	ù  'f4 . )C9��  �/ ?,
 #
 X�		ù (�Y .G-
	ù y
�CA
 G�� >��

 ?$�C-
 �/ 'G-
 �C9/ E��)C� U" ,
)3-1 (E� (
���  �/ >$�/ �D�)� ��	 �/ 
������� g��� >��.$
$ U���� *��/  

 (�Yu = ∑ (8, 8 + 1yH;<lH  +�(8, 8 + 1y = 1 '� .G-
 E��)C� ��.�- ?,
 #
 X�  

(�Y	{x} = lim(x − 1; , xy +�(x − 1; , xy = 1; E.C-��4 G���Z �/ ���� �/ '�' E��C;� g��� >
�/ >��{x} 

U��
$ �({x}) = 0������ . ?,
 #
 �3 >
�  p9! �/ ��4 ������ G-
 �� (i� E� ? ���#.$�A  

��7�3-9: (��C#�3 ������) ��,�/ [0,1] �,�/ ��, �/ 
� [2
3
, 1y, (1

3
, 2

3
), [0, 1

3
y  a@! (i ,
 
� E#��� ,�/ �,�/ + ?$�3 ,
��


E�+$ ,
 X� �� k
 �� .U�)3 EW�/ �,�/ �T#i E#��� �,�/ + ?$�3 U�9=� >+�9� G�9W �- �/ 
� ? #��E� a@! 
��)3 .U

?,�/ k
$ ��?,�/ �C�"
 �3) 
� ? #�� EW�/ >��E� U�9=� >+�9� G�9W �- �/ ( )C9� �C9/ >��i E#��� JK� + U�)3 �T#

E� a@! 
�E/ 
� N+� P�
 .U�)3 �,�/ ,
 �3 �t#i .U��$ E� ��
$
 ����� G��T#[0,1] E� EW�/ ��C#�3 ������ ' #��

3 ������ >��� E���� .G-
.G-
 ��, ��A �/ ��C#�
  

:U�)3 z��  

�,�/ E#��� �,�/E1,1:				[0,1y  

?,�/ ������ E#��� >��E2,2,E2,1:			[0,1y − E11  

?,�/������ E#��� >���Ä,1… . �Ä,n:				[0,1y −∪"<1

Äl1 ∪È<1

2
ml1 E",È  

 $��# �/ 
� ��C#�3 ������ ���� P�
 �$ ' )A�/� E� ����� ��, ���� �/$�A  

� = 	 [0,1y −99 E",È2
ml1

È<1

H
"<1

 

3-8-5 Q�=' ������ 

3��4�3-14������ :/�� X� �R
 ::�� >
  )#�� ��.�- ��@4#  �/ �3	e ? A �����'  E)� + G�L� ��$�=�  #
�C/

 �L3
 ! E"+  )3 ���CZ
 
� E;� ��$�=� ,
±∞  x�A �$ + $��./ 
�#(∅) = 0 G��� ?,
 #
 
� (i  )3 { � �
$

E��R
 �L� .U���#   # = �= − �?  (i �$ �3�=  +�? ?,
 #
 �/ ? A ����� >��e  ,
 E;� 7W
 ! �;���</  )A�/

 ?�.#i 'G-
 E��)C� �T#i# G��� ?,
 #
 X� .$�/  �
�Z �
$  
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3-9  ;�� �"�4� � 1# 	
��� $"�
]  

3-9-1   1# 	
��� $"�
]  

 ��:;3-5 U�)3 z�� :{�;} �"��#$��R,�-�# +$ �/ +$ >�� ��5�4 ,
 >
  �� >
,
 �/ )4 ≠ d�3 ∩ �b = ∅(   +

 �/
�/ �T#i H��C�
Ω  ?
�O"$  ��5�4 �� >
,
 �/ ���� P�
 �$  A�/� :U��
$  

æ(�) =:æ(3 �3)æ(�|�3) 
%�&'� : ��#i ,
 >�� ��5�4 ������ �3�3 ∩ � >��R,�-�# GI� �/�3	 +  #��R,�-�# '�� �/
�/ �T#i H��C�
�  G-


U��
$:  

æ(�) = æ(9(3 � ∩ �3)) =:æ(3 � ∩ �3) =:æ(3 �3)æ(�|�3) 
3-9-2  ;�� �"�4�  

��:;3-6>�� ��5�4 U�)3 z�� :�1, �2, …  >�M� �T#i H��C�
 + ��R,�-�# +$ �/ +$ )  )A�/ �#��# >�M� ,
 >,
��


 �#��#�   )#��  ��5�4 �� >
,
 �/ .(G-
� : U��
$ 

æ(�3|�) = æ(�3)æ(�|�3)∑ P(�bØ )P(�|�b) 
  

%�&'� :E� 7��! E#�-i �/ 73 *��C!
 ��C-$ + E	�A *��C!
 ����� ,
 ?$�C-
 �/ ��MW P�
 ���w
.$�A 

æ(�3|�) = æ(�3 ∩ �)æ(�) = æ(�3)æ(�|�3)∑ æQ�bRæ(�|�b)b  
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3-101J
,�  

1-  �)3 z��	�1, �2, … , �n: ��$ �
�W +  )A�/ ?
�O"$ >�� ��5�4  

pV =N(�313 ∪ �32 ∪ �33 …∪ �3k 	 
$V =9(�313 ∩ �32 ∩ �33 …∩ �3k 

2-  ��$ (�5#$V = p;DVD1 .  

3- . ��$ (�5#  

æ(� ∩ �) ≤ @48[æ(�), æ(�)y 
 

4-�R
, �2n = {x; -n<x<n}	, �2n+1 = {x; 0<x< 1;}				Ω = R		?�.#i A�/ lim STU�n 	 , lim 48X�n 

. ��+i G- / 
� 

5 - �R
�; = ¾ z− 1; ,1% 											 ��$ 		8
z−1, 1;	% 												 +,� 		8 . A�/lim STU�n 	 , lim 48X�n . �)3 
 �4 
�  

 

 6-  �)3 G/�w f = {(�,∞), � ∈ u}.G9�# (
 �� ��.�-  

7- �R
 

Ω = {a, b, c,d} 
ℱ1 = Ö∅, Ω, {a}× 

				ℱ2 = Ö{|, �, ³}, {a}, ∅, Ω×	 
 ��i  A�/(
 �� ��.�->��ℱ1ℱ2 . )A�/ E� (
 �� X�  



 

3�
56  12�  

N��"E N�"E  

  

4-1  ���
2E ��L�� _� N��"E N�
E  

 3��4�4-1 :� ���i �$�k����� E�� E� �o# �$  ��5�4 X� *��C!
 $�+i�/ (
�)� �/ 
� E�9# E#
+
�� #��R )�� E �R


 �$8  q���,iÕ  �
 =� ��/�  >+�9� �� �C�3t �A ? ��5�$  
V;   $�+i�/ X� >
�/����� G-
 ��,:  

f;(�) = æ{� ≤ t}				 )4-1                                                  (  

E� �
�W r�/ $��� 7D� >�TC#
 �$ �3 G-
 E/��� :�,�� :/�� (��� �3*�! .$��R �R
		�	 +  A�/ �C99R@  $
 ��

�3  A�/ E����$		�	 �
 =�t 
� ?$�3 ���CZ
 -
'G æ{� = t} = B; $�/  �
�Z .:�,�� :/
�� f4' ���o# 2�-
> 

E� 7�;5� 
� *��C!
 + ���i )�$.  

4-1-1 �"E Q�X
` ��6N��"E N  

�R
� C� X� E�$�D� ��B>�M� �/ ��C!
 *(Ω, �, æ)  >
�/  A�/t	¯	u E� �����U�)3:  

4)	æ(� ≤ t) = f¹(t) 44)	æ¹(x, |y = æ{x < � ≤ |} = f¹(|) − f¹(x) 
 (i �$ �3f¹(t) E�$�D� ��BC� E���� :�,�� :/���  .G-
U�A�/ �CA
$ �R
f¹(−∞) = 0	 X� ��  ^
�Z ,


{�� E� ���C# 
� >�.�$ )�$.  

:%�&'�  

44) 	↔ 	 æ¹(x, |y = f¹(|) − f¹(x) x = −∞	, | = t	 ⇒ æ¹(−∞, t) = f¹(t) − f¹(−∞) = f¹(t)⟷ (4) 
 ��!�4-1 :. )A�/ �CA
$ E#�9;� :�,�� :/�� '�ICO� E�$�D� ��BC� +$ G-
 P;��  

 ��7�4-1 :  �)3 z���   +·  +  )A�/ E�$�D� ��BC� +$,· = −�   
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f¹(t) = ¾0															t < −112			− 1 ≤ t < 11																t ≥ 1 +		fº(±) = ¾0															± < −112			− 1 ≤ ± < 11																± ≥ 1  

 ��
· ≠ � .G-
  

 ��7�4-2 : �R
� + _Z ( �i  ��5�4·  E�$�D� ��BC� +$ P�
 ?�.#i ' A�/ �;- X� b���4 �$ ��A ( �i  ��5�4

. )C9�# �/
�/ U� �/ ��
  )C9� (�9;� :�,�� :/
�� + >+�9� �l��C!
 >
�
$  

 ��7�4-3 :�R
� = Ι(�) +æ(�) = æ  ?�.#i  

f¹(t) = + 0														t < 0	1 − æ					0 ≤ t < 11													t ≥ 1  

 �3 ��<#���G-
 �O5� �I�� +$ :�,�� :/�� l�/ �C99R :�,�� :/�� �<=# �$ �3 G-
 >
0 ?,
 #
 �/ E5T�>  

 (1 − æ) �<=# �$ +1 ?,
 #
 �/ E5T�  1	$�
$.  

 3��4�4-2 :�R
	f(t)	 �$� = � A�/ �CA
$  !
+ ?,
 #
 �/ E5T�  C�  E�$�D� ��B� 
�  ? �����. )��R  

f¹(t) = � 0									t < �1										t ≥ � )4-2                                              (  

 �1T�4-1 : �R
� ?�.#i  A�/ E=�=! ��BC�  

f¹(+∞) − f¹(−∞) = æ(−∞ < � < +∞) = æQ�l=(u)R = æ(Ω) = 1	 
 �R
 ��
� ?�.#i  A�/ �C��� ��-�� E=�=! ��BC�:  

æQ�l=(uø)R = U{(−∞ < � < +∞) ∪ (� = +∞) ∪ (� = −∞)} 
																		= æQ�l=(u)R + æ(� = +∞) + æ(� = −∞) 

P�
 �$�3 U�)3 �O5�  ��/ ����  :  

f¹(+∞) = æQ�l=(uø)R = 1	 ��			æQ�l=(uø)R = 1 

f¹(−∞) = 0				��					æ(� = −∞) = 0 
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 ��:;4-1:  �R
	f(t) E�$�D� ��BC� :�,�� :/��	�	 ?�.#i  A�/	f(t)	 E�/��E"+K#�# 'G-
� ,
 4C-�� �

+f¹(−∞) = 0'f¹(∞) = 1	 .G-
f;� �/ ' :/�� ��f {�� ^
�Z �/'  X� �/ E�$�D� ��BC� X� :�,�� :/��

G-
 *��C!
 >�M�.  

 : %�&'� 

(4) U�)3 z�� :($�/ E"+K# ��}t < t� :U��
$ ?�.#i '  

	� = {� ≤ t} 	� = {� ≤ t�} ⟹ � ⊆ � ⇒ æ(�) ≤ æ(�) ⇒ æ(� ≤ t) ≤ æ(� ≤ t�) ⇒ 	f¹(t) ≤ f¹(t�) (44) G-
� ,
 :E.C-��4  

"��#$  �			{t;� }+t;� ↓ t E� �o# �$ 
�U���R. E���#i ,
  �R
 �3t;� ↓ t ?�.#i {x < � ≤ t;� } → $ .���C# �$ 

U��
$:  

lim; {t < � < t;� } = n

∩ {t < � < t;� } = $ 

⟹ æ(lim{t < � < t;� }) = æ($) = 0 

������ (�Y >��{t < � ≤ t;� } E"+K#E� f4  #
 + *��C!
 >�� (
��lim	  :U��
$ ���C# �$ $�3 z�� 
�  

limæ{t < � < t;� } = 0	 ⇒ lim{æ(� ≤ t;� ) − æ(� ≤ t)} = 0 		⇒ 	 lim f¹(t;� ) = f�(t) ⇒ f¹(tD) = f¹(t) 
 �"��#$ �� >
�/ U;! P�
 (�Y{t;� } G-
 �
�W�/  f4	f(t)�C-��4 G-
� ,
 
G-.  

(444)  �)3 z���; = {� ≤ 8}			8 = 1,2, …	 ���� P�
 �$:  

�; ⊆	�;D= �; ↑ {� < ∞} = �l=(u) = Ω 

8 → ∞		 ⟹ 		æ(�;) = æ(Ω) = 1 

�
�/�)/          P						f¹(∞) = 1  

	(4#)�R
 *�!		�; = {� ≤ −8}		8 = 1,2, …			  ?�.#i 

�;D= ⊆	�;  
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�; ↓ $						8 → ∞					 ⟹ 			æ(�;) → 0					 ⟹ 			f¹(−∞) = 0 

��:; U!( %�&'�:  

E���#i ,
 E"+K#�# >
�);� :/�� �� �3f  >+�	u�/	f¹(−∞) = 0		+			f¹(∞) = 1�/ �" ?,
 #
 X�V  f�I�C-


E� �3 G-
 �~�)C�(
�� 
� (i *��C!
 ?,
 #
 (
�)� �/	æ  �/(u, �) G��R �o# �$.  

 �3@�4-2 :qT� �/ �C99R E�$�D� ��BC� X� :�,�� :/��E� $��� �� . )3  

4-1-2 N��"E N�
E �%�� C��DE  

æ(� < t) = f¹� (t)                                                   (3-4) 

 '�C-��4 �Y ,
 'E"+K#��} E�/�� :�,�� :/�� P�
f¹� (+∞) = 1		 +  	f¹� (−∞) = 0 .G-
  

E� G/�w 
� E.C-��4 �Y ,
 _=� :���w
  )#�� (i ^
�Z ���- 'U�)3f  .G-
  

�)3 z��Ut; ↑ t	  E)��t; ⊂ t;D= ⊂ ⋯ ?�.#i 

� = {t; ≤ � < t} ⇒ æ{� < t} − æ{� < t;} = æ{t; ≤ � < t} → 0 ⇒ æ(� < t) − limæ(� < t;) = 0 ⇒ æ(� < t) = limf¹� (t;) = f¹� (tl) 
���C# �$f� .G-
 �C-��4 �Y ,
  

 ��!�4-2: *�D#
 �<=# X� �$ �R
	f  )#��f(t)	, t / 
������ 	�,Q�-RD,(��)? ������ U�)3' :/�� ?�.#if �# 
 ,

 �
�Z �C-��4 �Y ,
 �# + G-
� $�/.  

:%�&'� 

 �R
 :�IZ z��f  ?�.#i  A�/ �C-��4 G-
� ,
 U� + �Y ,
 U� �<=# P�
 �$f  �$t  ���C# �$ + ?$�/ �C-��4t  �.�$

�<=#.G-
 7	�/ �IZ z�� f4 '$�/  �
�O# *�D#
 >  

 3��4�4-3 : :�,�� :/�� U���Rf(t)  �$	� = t	 ?�R�� G-
 qT� >
�
$.æ(� = t) = � 

 ��!�4-3: �� ?�Ræ(� = t0) = 0  A�/ ?�.#i ' :/��f(t)  �$t¿  $�/  �
�Z �C-��4.  

:%�&'�  
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æ(� = t0) = æ{� ≤ t0} − æ{� < t0} = 0 		⟹ f(t0) − f(t0l) = 0 ⇒ f(t0) = f(t0l) 
E� + G-
 �C-��4 �Y ,
 f4 U�#
$f  f4 G-
 �C-��4 K�# G-
� ,
f  �$t0 .G-
 �C-��4  

 ��!�4-4: :/
��f	 +f�  :/�� *�D#
 �<=# �$ + $�/  )�
�Z >+�9� E.C-��4 x�=# g��� �$f(t)  ��f�(t) )#��  t∗ U��
$:  

f¹(t∗) = f¹(t∗D)											,												f¹�(t∗) = f¹(t∗l) 
 3��4�4-4 :�R
�  )#�� �
 =� E��)C� $
 �� _=�	t=, t?, … , t;	 ?�.#i  )3 ���CZ
 
�	f(t) ,
 X� �� �$x�=# P�
 

 + $�
$ qT�f(t) P�
 �/ _=� qT�E� $��� ��' )3  :/
�� 7��W P�
f(t) qT� P�
 �/ _=� �3 
� $��� ��

E� ))3' �I4 :/
��E� >
 )��#qT� $
 �� . $
 ��) ��t3 	 . A�/ 
���A �� E��)C� G-
 P;�� (��  

 ��!�4-5 :��#i ,
 :/�� �3f �);�E� 
' A�/ E� (
��GA�#: 

f(−∞) = lim�→lHf(�) f(+∞) = lim�→DHf(�)		 )4-4                                           (  

 ��7�4-4: �R
�  (�Y  A�/ E- )� E�$�D� ��BC��  ��$�=� _=�0,1,2,… E� ���CZ
 
�  )3f¹(t)  x�=# P�
 �$

�I4 :/�� X� + ?$�/ qT� >
�
$G-
 >
. ?,
 #
> x�=#�$ qT� 		��/
�/(0 < j < 1)	, j�(1 − j) G-
.  P���

(�-
�4 E�$�D� ��BC� :�,�� :/�� ��	 '�I��+$+ >
 �I�� +$�I4 :/
�� E)� >
 )C9� >
 .��BC� :�,��� >�� E�$�D

*���#' �C-��4 EI�<C9� + ���R. #
  

4-1-3  �
� ��ME�  

��$�=� �������  
� �T#i >
,
 �/ �3	f(t)E� $��� )3 ' ?�R ��;�f E� . )��#�R
� :�,�� :/�� �/ E�$�D� ��BC� X� f + �  ?�R ��;�	fU��
$  A�/ 

æ{� ∈ ��} = 0 

������ P-
�4 :�,�� �$ �L������� ���R :�,�� �$ + E)��# v��� $
 �
 >��;� 'E)��# E=�=! $
 �
 > ?�Rf 
. )C9�  
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4-1-4 �&# N��"E N�
E  

�R
	f(t)E)��# E�/��' E"+K# ��} +   A�/ �C-��4 G-
� ,
 �3f(−∞) = 0  +f(+∞) = � )�  �"�O� + G/�w

 A�/ ��(  ?�.#if E� EI3 :�,�� :/�� 
� )��R.  

U�A�/ �CA
$ EI3 :�,�� :/�� X� �R
   �/ (i U�9=� �/f(+∞) E� G- / E�$�D� ��BC� X� >
�/ :�,�� :/�� �i.  

  

4-2 ��;8E N��"E N�"E K  

 OQ�)� V���L:O�P)�  

�R
	f3(t)
�/ >��		4 = 1,2, … , 8 X� :�,�� :/�� +  A�/ E�$�D� ��BC�	∑ ¥3 =;3<= 1	, ¥3 ≥ 0	?�.#i  

.(t) =:¥3f3(t);
3<=  

 ���� P�
 �$. K�# � :/��:�,� C� X�E�$�D� ��B G-
 ?K��i (i �/ + :�,�� :/
�� ,
 >
f3(t) (,+ �/ >��¥3 . )��R  

 �1T�4-3:  �R
∑ ¥3 ≠ 1;3<=  ?�.#i. .$�/  �
�Z EI3 :�,�� :/�� X�  

 �1T�4-4: ��"�<� �$ E�T� q=# :/�� P�
x��)C-
 > + $�
$ >K�/ >��{¥3} E� ? ���# P�5�4 :�,�� ��. #�A  

 ��:;4-2 )��:; ����*�� WB�(:  

(4 # :�,�� :/�� �� *�D#
 x�=f G-
���A ������ X�.  

(44P�
 �/ ?+�� 'f = f� + f/   (i �$ �3f� + �C-��4f/	 �I4 :/��G-
 >
 G-
 $�� �/ �D�)� ��K�� P�
 +.  

%�&'�:  

 G�9W(4: ?,�/ M = 0,±1,±2,…			(M, M + 1) E� �o# �$ 
�U���R.  �3  �)3 z��t= < t? < ⋯ < t; 

=#� *�D#
 xf(t) $�(M, M + 1) qT� �/�CR�K/ >�� 
, 
=B  )A�/.  (�Y  

f(M) ≤ f(x=l) < f(t=) ≤ f(x?l) < f(t?) ≤ ⋯ ≤ f(xÄl) < f(t;) ≤ f(M + 1) 
 z�� �/	æ(tV) = f(tV) − f(xÈl)U��
$  
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8@ <:æ(� = tV);
V<= =:[f(tV) − f(xÈl)y;

V<=  

						= f(t;) − f(x=l) ≤ f(M + 1) − f(M)												  

⇒ f(M + 1) − f(M) > 8@ = 1@ × (*�D#
	x�=#	$
 ��) 
    ?,�/ �$ *�D#
 x�=# $
 �� f4(M, M + 1) �CR�K/ �T#i qT� ?,
 #
 �3  ,


=B G-
' E�#e�K/  #
���� ,
 @[f(M + 1) − f(M)y  A�/ ' ECW+ P�
�/�)/8 → ∞  �$ *�D#
 x�=# $
 ��(M, M + 1)  $
 �� (�Y + G-
���A

?,�/ P�
E� G/�w ��MW *+
 G�9W G-
���A ��$�A.  

 G�9W(44 :�
 �	f/(t) = ∑ æ(tV)��0� 			,			t ∈ u		E)��# E�/��' + E"+K#�# ,
 
��C-��4 G- G-
 . P�


>
�/ �����DZf�(t) = f(t) − f/(t)	  P�
 �/ ?+�� G-
 �
�W�/ U�f�(t) G-
 �C-��4 U� �Y ,
 ' 
��,

 >
�/t < t�   

0 ≤ f�Qt′R−f�(t) = f�Qt′R−f(t)− : æ(tÕ)t<tÕ≤t′  

																																												= f(x��) − f(t) − : æ(tV)�â��0�1  

ECW+t ↑ t�'  U��
$f(t) = f(x��) + E� 7�� �� G�- �/ {�� ����� :���C# �$ . )3  

lim�→�1 f�(t) = f�(t�) 
  f4f�(t) .G-
 �C-��4 K�# G-
� ,
  

 �R
 ���� P�
 ��} �$ 
��, G-
 $�� �/ �D�)� ��K�� P�
  

f(t) = f� + f/	+	f(t) = f�� + f/�  
⟹ f� + f/ = f�� + f/�  ⟹ f� − f�� = f/� − f/ 

 

G-
 �C99R G-
� G�-+ �C-��4 �Y G�- 
��, G-
 P;�� ��} P�
 + :E)�� . #�A �� a�	 +$ �;)�
 �.�  

f� = f�� 
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f/ = f/�  
 �*���4-1: E� 
� EI3 :�,�� :/�� X� E�/�� E;� �3 >��	 �/ $�3 ��K�� �C;� ��	 �/ EI3 :�,�� :/�� +$ �/ (
��

�I4 E�/�� >�.�$ + �C-��4.G-
 >
  

E� V�" ��K�� ��MW �/ ���� �/[C5� JK� X� �/ 
� �C-��4 G�9W �C;� ��	 �/ (
��� $�)� JK� X� + ��@4 ��K�

           .$�3 

g�# �/ E� JK� �- P�
 p-�)� ($�3 :�,�� :/�� + G��R �o# �$ E�$�D� ��BC� :�,�� :/�� (
�)� �/ 
� X� �� (
��

? A ��K��?K��i (
�)� �/ 
� ��"+
 >.G��R �o# �$ :�,�� :/�� H�# �- P�
 ,
 >
  

 

4-3 � N��"E N�"E� ���
2E K
*��LK����  

4-3-1 ���L���� QB
�  

   �)3 z��(�, ·) E� ����� ��, ���� �/ (i g��� :�,�� :/�� ' A�/ > �/ +$ E�$�D� ��BC� X� :$�A  

f: u? → [0,1y f(t, ±) = æ{� ≤ t, · ≤ ±} 
)4-5                                          (= æ{[� ≤ ty ∩ [· ≤ ±y}	  

:�,�� :/
�� ^
�Z ?��BC� +$   : 

1)		f(t, +∞) = æ{[� ≤ ty ∩ R} = æ(� ≤ t) = f¹(t)				,	 				f(+∞, ±) = fº(±) 2)		æ{t= < � ≤ t?, ±= < · ≤ ±?} = æ{[t= < � ≤ t?y ∩ [±= < · ≤ ±?y} 
 ��5�4 ����� �/�/ ��:��, ����  

{t= < � ≤ t?} = {� ≤ t?} − {� ≤ t=}			,			{±= < · ≤ ±?} = {· ≤ ±?} − {· ≤ ±=} [t= < � ≤ t?y ∩ [±= < · ≤ ±?y= {� ≤ t?, · ≤ ±?} − {� ≤ t?, · ≤ ±=} − {� ≤ t=, · ≤ ±?}+ {� ≤ t=, · ≤ ±=} 
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U��
$ ?�.#i  

æ{t= < � ≤ t?, ±= < · ≤ ±?} = f(t?, ±?) − f(t?, ±=) − f(t=, ±?) + f(t=, ±=) 3)		f(+∞,+∞) = 1  4)		f(−∞, ±) = 0 = f(t,−∞)								∀t, ± ∈ u  

 ��!�4-6: [C5� �R

2�2¹2º = X(t, ±) ���=� k�=# g��� �$� +  A�/ �CA
$ $��+ xf   A��# qT� >
�
$

#i?�.X(t, ±) ≥ 0	 *��C!
 E"�.Y :/�� 
� (i + g���(�, ·) ��RP�
 �$ 'U� :U��
$ ���� 

f(t, ±) = � � X(T, #)	³T	³#

lH

�
lH  

4-3-2 ��,,� K�D� �� N��"E N�
E  

 �R
(�, ·) 
���A ��$�=�Qt3 , ±bR	4, d = 1,2, …	 �/ 
� *��C!
>��  

æ3b = æ{� = t3 , · = ±b} 
 ))3 ���CZ
  ?�.#i  

f(t, ±) = : æ3b¹0�à	,º0
3  

 f4f(t, ±)  x�=# �$(t3 , ±b)     �3 G-
 �O5� + G-
 qT� >
�
$∑ ∑ æ3bØÏ = 1.  

��A�! :�,��>
�  �/
�/æ3. = ∑ æ3bb = æ(� = �3)   

��A�! :�,�� + >
·  �/
�/æ.b = ∑ æ3b3 = æ(· = ·b) G-
.  

4-3-3 QB
�� ���L��  

  �)3 z��(�=, �?, … , �V)  >�
$�/ E�$�D� ��BC� X�	À �/ > �/�	  �/ >��u ������ ���� P�
 �$ ' A�/-

?,
 #
 ��, ���� �/ E���. )C9� ��@4 

{−∞ < �= ≤ t=, … , −∞ < �V ≤ tV} = ⋂ {∞ < �3 ≤ t3}V3<= )4-6                 (  

 �/ 
� l�/ ����� *��C!
f(t=, t?, … , tV) E� (�5# g��� :�,�� :/�� �3 U��$(�=, �?, … , �V)  E;� ECW+ .G-


������ ,
E� ET� {�� y
�CA
 ' A�/ ET� l�/ >��U��
$ f4 $�A : 
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0 = f(−∞,t2, … , tÕ) = f(t1, −∞,t3, … , tÕ) = ⋯ = f(t1, … , tÕ−1,−∞) 1 = f(+∞,+∞,… ,+∞) 
f¹à,¹3Qt3 , tbR = fQ+∞,… , +∞,�3 , +∞,… ,+∞,�b , +∞,… ,+∞R			, ∀	4 ≤ d 

  

4-4 a�
OE ��+]  

4-4-1 �'"�8� ��� _� �� N��"E N�
E����� K K�  

E� �����  A�/ �C-��4 G-
� ,
 �3 E��)C� E"+K#�# E�/�� ���� �/ ?
�O"$ :�,�� :/�� X�$�A. f4:    

f(tl) = lim�4↑�f(t;) = sup�4â�f(t;) 
)4-7                                  (f(tD) = lim�4↓�f(t;) = inf�45�f(t;)  

(
�3 +  #$���� ,
  )����� (�5���f(+∞)		, f(−∞).  

 3��4�4-5:  ������ú  �$ 
�u E� *�.Y �<=# �� �R
 U���Ru  > ! �<=# X� (
�)� �/ (
�C/ 
�ú  �o# �$

G��R.  )"�.Y E=�=! $
 �
 �$ ���R $
 �
 g��� ������ �L� .U���R ,�-
 � ������ 
� *�.Y ������ ��, . $
 �


 ������ ��, X� ���R�$ ,�-
 �u G-
.  

 �$4-1 :  �)3 z��f6  �/ �3  A�/ E��)C� E"+K#�# E�/��ú /�� G-
 ? A �����: 	f(t)�/ 
�u  ��, ���� �/

E� �����U�)3:  

(∗)							f(t) = inf�4W�f6(t;)								 ; 			t; ∈ ú	,			t ∈ u 

E� G/�w U�)3f .G-
 E�$�D� ��BC� X� :�,�� :/��  

%�&'�:f C��� ��-���			f(t)�/u ����� �/ �)/ + G-
 ∃{t;} ⊂ ú		, t; ↓ t		, t; > t 'f6(t;)  E�/��


�);� + E"+K#�# G-
 �
 #
�3 P���4 ,
. 

⟹ f(t) = M4@;→Hf6(t;)					 , ∀	t ∈ u 

�$D  �:/
�	f+f6  U� �/ )C9� [�<)�  +f6  E�/��E"+K#�# G-
 ���C# �$ .f + E"+K#�# [�	 U� G-
� ,
  �</
�)*( 

G-
 �C-��4 .  
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 �R
f6(−∞) = f(−∞) = 0  +f6(∞) = f(∞) = 1 #i ?�.f $�/  �
�Z E�$�D� ��BC� X� :�,�� :/��.  

 ��:;4-3 )XQ�Y� ��:;(*��C!
 ?,
 #
 �� :æ �/(u, �) :�,�� :/�� X�	fE� P��� �C;� ��</ 
� �~�)� P�
 +  )3

G-
 ��, ���� �/: 

æ(−∞, ty = f(t) )4-8                                                       (  

                                                        = 1	, f(−∞) = 0  f(∞)        

?,
 #
 X� 'E�$�D� ��BC� X� :�,�� :/�� �� 'f;� �/ *��C!
 >æ  �/ �C;� ��</ 
�(u, �) E� P��� �~�)� +  )3

(��� �	�/��  æ(−∞,�y = f(�) .G-
  

%�&'�E� z�� :*+
 : U�)3x < |  :U��
$ ?�.#i 

æ(x, |y = f(|) − f(x) ≥ 0 ⇒ f(|) ≥ f(x) 
 f4f .G-
 E"+K# ��}  

E� z�� *�! U�)3{�;} �3 >��	 �/  A�/ �"��#$ X�  

t; ↓ t +			t= > t? > ⋯ > t;  

 ?�.#i  

f(t;) − f(t) = æ(t, t;) ↓ 0 ⇒ 	f(t;) ↓ f(t) 																	⇒ lim�4→�- f(t;) = f(t) ⇒ f(tD) = f(t) 
 f4f (�Y z�� [�	 + G-
 �C-��4 G-
� ,
	0	 f(+∞) = 1		, f(−∞) = ��MW f;� �/�)/ f4  

 )4-1 '(f .G-
 E�$�D� ��BC� X� :�,�� :/��  

  :g+$æ ?,
 #
 
� + V�" >� = (0,1) E� �o# �$E� E-��/ 
� G"�! +$ .U���R:U�)3  

f  (1 k
 �3
 + �C-��4 . A�/ >$���  

f  (2 �I4 E�/��k
 �3
 E�/�� ��  A�/ >
 . A��# >$���  

 G"�!1 �R
 (f k
 �3
 + �C-��4  ?�.#i  A�/ >$���f  ,
 X� �/ X� GA�.# X�u  �/(0,1) E�  �)3 z�� . A�/7 
 2�;�� ���D�f . A�/ 

7 = fl=: (0,1) → u 
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 >
�/0 <  < 1		 � U�A�/ �CA
$  �)3 z��( ) = 7( ) (�Y .7  P�=� ��	 �/ 'G-
 >$����  ��BC� X�

.G-
 E�$�D�  

 �R
0	 < T < 1	 ?�.#i 

7(T) ≤ t ⟺ fl=(T) ≤ t ⟺ fQfl=(T)R ≤ f(t) ⟺ T ≤ f(t) 
 (�Yæ ?,
 #
 X�:f4 'G-
 V�" >  

æ(� ≤ t) = æ( ∈ (0,1),7( ) ≤ t) = æQ0 <  < 1, ≤ f(t)R 
= æQ. <  < f(t)R = f(t) − 0 

= f(t) ⟹ æ(−∞, ty = f(t) 
 G"�!2 �R
 (f k
 �3
 ��  A�/ �C-��4�# E� ����� ' A��# >$��� :U�)3 

7(T) = infQt: T ≤ f(t)R 
 (�Yf  'G-
 E"+K#��}[t: T ≤ f(t)y �I��� �/ �3 G-
 >
+∞ E� 7��. )3  

 (�Yf  >
�/ E)�� G-
 �C9/ �Y ,
 �I��� P�
 'G-
 �C-��4 G-
� ,
0 < T < 1  

[t: T ≤ f(t)y = 8[9(:),DHy(t) 
:P�
�/�)/  

⟹ 7(T) ≤ t	 ⟺ 			T ≤ f(t) 
 G"�! �/�5� 
� ��=/ +1 E� ��
$
E� 7��3 ���w
 + U��$.$�A  

4-4-2  ���8E N��"E N�
E  

  �)3 z��t(=), t(?), … , t(;) '8 =�
 ? A ? ��5�� E�$�D� ��BC� X� ? A p��� >$��� p���� �/ �3  )A�/
 # 

+ T#i� ?���i 
�>�� E����� ���R.U E� �����U�)3: 

f;(t) = ¾0														t < t(=)V; 											tÕ ≤ t <1													t ≥ t(;)tÕ+1          ,			Õ = 1,2, … , 8 − 1		 )4-9                          (  
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?�.#i 	f;(t) E/��� :�,�� :/��� E� ? ���#$�A. �I4 :/�� P�
�� �$ + ?$�/ >
 � ?,
 #
 �/ E5T� ? A ? ��5� �
 = =;  .$�
$  

 �R
f;(t)  �/f(t)  ?�.#i ' A�/ 
�.��f;(t)  >
�/ E���=�f(t)  + G-
sup |f;(t) − f(t)| ?,
 #
 ,
 >


E� (�5# 
� p��=� P�
. �$  

E� (�5# ��
$
 �$.$�
$ 
� �C� �� �I��� X� ^
�Z '?,
 #
 P�
 U��$  

1)		sup |f;(t) − f(t)| ≥ 0  2)		sup|f(t) − f;(t)| = sup |f;(t) − f(t)|  3)		sup|f;(t) − f(±)| 		≤ sup{|f;(t) − f(t)| + |f(t) − f(±)|} 																		≤ sup{|f;(t) − f(t)|} + sup{|f(t) − f(±)|} 
�I��� �/�I��� {�� >a+�R��"�3 >- P�/ �#���-
f;  +f E� 
� �I��� P�
 . )��R�."
 ��i �;)�
 ���w
 >
�/ (
��> 

G��\� >�o# qO/.$�/ ��;/ '$�
$ [�
�� ? A ? ��5� ��$�=� �/ + G-
  

 ��:;4-4:   �)3 z��f  +. ?,�/ �/ >[x, |y  �R
 . )A�/ �C-��4 G-
� ,
 + E"+K#��} :/�� +$f  +.  �$(x, |y 

�C-��4�# x�=# )A�/ �CA
 # y�C5� >'  :GA
$ U��
�Z ?�.#i  

� .(t)	³f(t)(�,�y = ∆�� 	f. −� f(t)	³.(t)(�,�y  

			= f(|).(|) − f(x).(x) − ; f(t)	³.(t)		(�,�y )4-10                      (  

  

 ��!�4-7: ��MW �$ �R
 {�� >f  +. �C-��4�# x�=#:U��
$ ' )A�/ �CA
$ y�C5� > 

� .(t)	³f(t)(�,�y = ∆�� 	f. −� f(t)	³.(t)(�,�y  

+:Qf(¶) − f(¶l)R(.(¶) − .(¶l))<  

 (i �$ �3¸  y�C5� E.C-��4�# x�=# ������f	  +. .G-
  

 ��7�4-5 :  �)3 z��f  E�$�D� ��BC� :�,�� :/���  +. E�$�D� ��BC� :�,�� :/��·  : �)3 G/�w ' A�/  
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�Qf(·)R + �Q.(�)R = 1 

:7!  

�Qf(·)R + �Q.(�)R = �f(±)³.(±) +�.(t)³f(t) = ∆f. 

																																							= f(+∞).(+∞) − f(−∞).(−∞) = 1 

 ��7�4-6:   �)3 z��f¹(t) = tΙ[0,=�) + Ι[=�,DH) �
 =� ';f	³f . ��+i G- / 
�  

�f	³f = ∆ff −�f	³f +:Qf(¶) − f(¶l)R?<  

⇒ 2�f	³f = ∆ff +:Qf(¶) − f(¶l)R?<  

		⇒ �f	³f = 12 �∆ff +:Qf(¶) − f(¶l)R?< � 
 �R
 *�L� (
�)� �/¶ = =??�.#i '  

�f	³f = 12 >1 + z1 − 12{?? = 58 

 

4-5 1J
,�  

1- R
  )#�� :/�� X� �f  ^
�Z >
�
$f(+∞) = 1 +f(−∞) = 0  E�$�D� ��BC� X� :�,�� :/�� 
�#i  A�/

? � 4 X� �/ �."
 X� N,
�/ >
�/ ���i �$ . )��R?$
�#�Z (��� ,
 'E;�K�� >p-�)� �3 E�/�� ':�,�� :/
�� ,
 >
� �

E� b�OC#
 
� G-
? ))3 �O5� >���C�
��4 ���B� �/ .U�)3 ?$
�#�Z 'P��� :�,�� X�E� G- / :�,�� :/
�� ,
 >
i. )�  

:*���# ?$
�#�Z (�"
  

f(t) = � 1√2�q �l(A�B)��C� 	³D�
lH 						,			− ∞ < � < +∞		, q > 0 

:E8��# ?$
�#�Z (b 
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f(t) = � 1j �lAE	³D�
¿ 					 , j > 0 

3 ?$
�#�Z (�� :EA  

f(t) = 1�� ³D1 + (D − �)?�
lH 					 , −∞ < � < +∞ 

Z ($ :���R ?$
�#�  

f(t) = � 1Γ(U)jG �lAEDGl=�
. ³D						,			U > 0		, j > 0 

�I��+$  )#�� �C99R :�,�� :/
�� (?�I��+$ + E- )� 'P-
�4 '>
 >���C�
��4 >
�
$ E)� >
�	, U ?��} + E�  )A�/

?$
�#�Z '�T#i ���B� �/ �3E� G- / :�,�� :/
�� ,
 >
. )�i  

2- $ :/�� +E� *$��� 
� :�,�� �</
� P�
 �3  ��$ (�5# . )A�/ �+�C� U� �/ G/�w �
 =� X� �$ �T)� �T#i ?�R��  )��R

�</
� X� >,�
 U� 2�3 X� �/ �3 $�
$ $��+ $�� �/ �D�)� *��C!
 :�,�� X� �3  �)3 ���� .G-
 >,�
 U� >

.G-
 �~�)C�  

3-   :/��f: u → u E� �o# �$ ��, ���� �/ 
�:U���R    

f(t) = �0																		t < 0¥ + Õ�lH�� 		t ≥ 0 
 ��$�=�¥		, Õ  �3  �)3 P���� E�9W �/ 
�f(t)  . A�/ :�,�� :/��  

4-  �R
f ::�,�� :/�� G9/�I<� ' A�/ E�$�D� ��BC� X� :�,�� :/�� 

4)	· = 3�? + 2																		,																								44)	· = f(t) 
5-  �R
� :�3  ��$ (�5# ' A�/ $�
 #�C-
 *���# E�$�D� ��BC�  

æ{x < �? < |} = 2æ{−√| < � < −√x} 
6-  :/�� +$ qt�4f=(t)  +f?(t)  �/ + ? A ����� ��, ���� �/f = f= ∗ f? E� ?$
$ (�5#.$�A 

f(¶) = �f=(¶ − ±)³f?(±) = �f?(¶ − t)³f=(t)																								(¶	 ∈ u)	 
)3 G/�w�3  �:  

 �R
 :�"
f=  +f? ��BC� :�,�� :/
�� ?�.#i  )A�/ E�$�D� >��f .G-
 :�,�� :/�� K�#  
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  >
,
 �/ �R
 :b¶ < 0  'f=  +f? ?�.#i  #�A �� 

f(¶) = � f=(¶ − ±)³f?(±)<
0  

7-  : �)3 z��  

f(t, ±) = �0								t < 0	, ± < 0		, t + ± < 11																																												.. í	  
 �3  ��$ (�5#f(t, ±) .G9�# :�,�� :/�� X�  

8- �3 ��$ (�5#  

 X(t, ±) = =_ {1 + t±(t? − ±?)}		, (|t| < 1, |±| < 1)   

. ��+i G- / 
� >��)3 :�,�� :/
�� .G-
 > �/+$ E�$�D� ��BC� X� E"�.Y :/�� 



 

78�� 12� 


*��
��� � �b
�� ��� 

 

E� E\���  ��
 E�$�D� >����BC� qO/ �/ x�/�� 78�9� �$  �� ���9/ U���� ,
 E;� ��
 qO/ P�
 �$ . A�/ 

 E\�����BC�E� ����� �I!��  )Y �$ 
� E�$�D� >�� X� E\���  ��
 
 C/
 .U�)3?$�- E�$�D� ��BC� - + f� ��BC�

 E)��# E�$�D� X� E\���  ��
 G��T# �$ +?
�O"$ E�$�D� ��BC� ERS�+ ,
 >�- X� �3j �/
�� (��/ �T#i >��E .U�)3

>+�9��# + ���+�C5R �/ E��.# �TC#
�$ U��
�Z UT� >��.GA
$  

  

5-1    �b
�� ������
2E K
*��L��  

B��L +,�) �H�2(  

:A�B�,� ��C�� 3��4�  �R
Ω  + >
 �#��# >�M�A  E=�=! :/�� �� . A�/ q���,i �/ x�/�� >�� ��5�4 (
 �� ��.�-

 �/ �3Ω  �/ G�9# +  A�/ ? A �����A ?,
 #
E� E�$�D� ���BC� X� 
�  A�/ ��@4.U���# 

5-1-1  �b
�� �����
c4 ���
2E��L��  

. A�/ E��)C� (i ��$�=� ������ �3 G-
 E�$�D� >��BC� '?$�- E�$�D� ��BC�  

  �)3 z��	� *��C!
 >�M��/ ?$�- E�$�D���BC�(Ω, ℱ, æ) ��$�=� ������ �/ {t=, t?, … , t;}	>
�/ . A�/  

1 ≤ À ≤ 8E� ����� ':U�)3  

�V = { ∈ Ω: �( ) = tV} = �l=(tV) = (� = tV) 
P�
�$ ����	�V ,
 >,
��
 ��Ω E� 7�;5� +  )�$� E� 
�:U�9��)/ ��, ���� �/ U�#
��  

� =:tV			p��;
V<= 						,			�V ∈ �				,					9�V;

V<= = Ω 

 �R
x  E\���  ��
 ?�.#i ' A�/ l�/ ���D/ ?$�- E�$�D� ��BC��  $��# �/ 
� (i �3	�(�) E� (�5# ��, ���D/ 'U��$

E� �����:U�)3 
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�(�) =:tV 	æ( ∈ �V);
V<= =:tV	æ(� = tV);

V<= 			 ; 			�( ) =
���
� t=						 ∈ �=t?						 ∈ �?.												.										.												.										.												.										t;						 ∈ �;

 

*
�.C#
 
� (i �3�  �,
 #
 �/ G�9#æ E� K�#���� �/ 
� (i +  )��R;�  ��;�	³U ��; �	³U		�  q���# K�#

E�. )�$  

 �R
� = p�  :U��
$ ' A�/ 

� = p� = �1							 ∈ �0							 ∈ �� ⇒ �(�) = U( ∈ �) = æ(�) 
5-1-2 Q�X
` ��
4 ���
2E K
*��L�� �b
�� ��� 75� K
*  

1 - AY[ 
�\�[:  

 �R
�  +· ?�.#i ' )A�/ ?$�- E�$�D� >����BC�  

�(x� ± |·) = x�(�) ± |�(·) 
 (i �$ �3x  +| G/�wE� ?
�O"$ >��. )A�/  

:%�&'�  �)3 z��  � = ∑ tb 	p�3;b<=+· = ∑ ±V 	p»�;V<= 	  (i �$ �3	{�V}+	{�b} ,
 E����
K�
� . )C9�  

x� ± |· =::Qxtb ± |±VRΙ(�b�V);
V<=

;
b<=  

:U��
$  ��
 ����� �/�)/ 

�(x� ± |·) =::Qxtb ± |±VRP(�b�V);
V<=

;
b<=  

																								= x:tb:æ(�b�V);
V<=

;
b<= ± |:±V:æ(�b�V);

b<=
;
V<=  

:$�5�� >,�- ?$�- ��, _/
+� ,
 ?$�C-
 �/ l�/ ����� 
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:æ(�b�V);
V<= = æ A:�b�V;

V<= C = æ(�b) 
:æ(�b�V);
b<= = æA:�b�V;

V<= C = æ(�V) 
:U��
$ 

																											= x:tb 	æ(�b);
b<= ± |:±V 	æ(�V);

V<=  

																									= x�(�) ± |�(·) 
  

2 - /��]� ^_�:  

�(��) = ��(�) 
:%�&'� 

cX = c:tV 	p��;
V<= =:(�tV)	p��;

V<=  

 ��
 ����� �/�)/  

�(cX) =:�tVP(�V);
V<= = �:tVP(�V);

V<= = ��(�) 
 

3 - WB)Q A_=���:  

X ≥ 0			 ⇒ 				E(X) ≥ 0 

:%�&'� 

�R
� = ∑ tV 	p��;V<= ≥ 0 ��$�=� g��� >
,
 �/ ?�.#i 'k 'tV > 0 E�U��
$ P�
�/�)/ . A�/  

�(�) =:tVP(�V);
V<= ≥ 0 
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 ��$�=� EM�/ >
,
 �/ �R
 EC!k  �T#i >
�/ �3æ(�V) = 0 'tV ≥ 0  �;)�
 >
�/ f4 .G-
�(�)   A�/ E)��#

�3 G-
 E��3� ������ �/ E)�� . A�/ E)��#  #�
$ �� ��} *��C!
 �3 E���t ≥ 0 'x. S.  � ≥ 0			x. S		 ⇒ æ{ : t( ) ≥ 0} = 1 

��  

æ{ : t( ) < 0} = 0 

 �R
� = ∑ tV 	p��;V<= ≥ 0  +� ≥ 0 'x. S  ?�.#itV ≥ 0  �R
 .G-
æ(�V) ≥ 0  +tV < 0E� ���C# '  �$

 �3æ(�V) = 0 E�:(�Y ' A�/ 

�(�) =:tV	æ(�V)V = : tV	æ(�V)��W¿ + : tV 	æ(�V)��â¿  

E� �� g+$ �I�� + E)��# G-
� G�- *+
 �I�� GA
$ U��
�Z f4 . A�/�(�) ≥ 0. 

 �*���5-1 :�R
� ≥ · '	x. S?�.#i�(�) ≥ �(·)	.  

� ≥ 	·	 → 	� − 	· ≥ 0⟹ �[� − ·y 	≥ 0⟹ 	�(�) − �(·) ≥ 0 ⟹ �(�) ≥ �(·) 
 �*���5-2: �R
� = 0 ?�.#i�(�) = 0	.  

� = 0		x. S	 ⟹ æ{ : �( ) ≠ 0} = 0 											⟹ 			æ({ : �( ) < 0} 	∪	 { : �( ) > 0}) = 0 												⟹ æ({ : �( ) < 0}) + ({ : �( ) > 0}) = 0 																					⟹ æ({ : �( ) < 0}) = 0		,			æ({ : �( ) > 0}) = 0 

�	�	( ) ≥ 0		 ⟹ 				�Q�( )R ≥ 0	�( ) ≤ 0				 ⟹ 				�Q�( )R ≤ 	0 

																																																																								⟹ �Q�( )R = 0 

��)��������� ������ J��1P� ������Q A�B�,� ��C�� AZ��H .��� P� �`�B ��1  

:�C99R E�$�D� ��BC� E\���  ��
  

                                                           
1 *��C!
 b�C3 ,
 �C��R�/ -  Billingsley  . 
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?$�- ���-��� >
�
$ �C99R E�$�D� ��BC� >
�/  ��
E� >��. A�/  

  �)3 z��X  ��$�=� �3  A�/ �C99R E�$�D� ��BC�t?, … t=, *��C!
 �/P(X=tV)= æV	  >
�/ .$��@4 E�k≥1  +

g :U��
$ *��/ 

IJ(K) = : J(L�)M(N = L�)H
�<O =:��H

�<O J(L�)			 
: M�H

�<O |J(L�)| < ∞ 

5-1-3 �c:��
� ���
2E ��L�� ��� 

�3  �)3 z��� E� ' A��# ?$�- k��+K" E"+ ' A�/ E)��# E�$�D� ��BC� X��"��#$ �3 U�#
$��# ?$�- :/
�� ,
 >
 E)

  )#�� '>$���{�;} E� G��� �/ �3  #�A� (�Y . )C9� 
�.���;D= ≥ �; ≥ 0  ���C# [�	) f45-1(  

�(�;D=) ≥ �(�;) ≥ 0 ���C# �$ '{�(�;)}  G�- �/ 
@" .G-
 >$��� + 
�);� K�#	 lim;→H�(�;)  7��

E�E� �3  )3 �� E��)C�  #
��+∞ . A�/ 

 ��:;5-1:  �)3 z��	�+ E)��#{�;} �"��#$�/ �3  A�/ >$��� + ?$�- E)��# E�$�D� >����BC� ,
 >
	�	 7��

E� )3 ' �$P�
   )#�� E)��# + ?$�- E�$�D� ��BC� �� >
�/ �����  �3· ≤ �  +8 → ∞		x. S :U��
$  

lim;→H�(�;) ≥ �(·) 
:%�&'�   �)3 z��ε > . $
�� >
,
 �/ . A�/ ? A ?$8 �������; E� ����� ��, ���� �/ 
�:U�)3  

�; = { :�;( ) > ·( ) − ü} = {�; > · − ü} 
($�/ >$��� �/�)/ {�;} E� ���C# �3 $�A�; + G-
 >$��� K�# 

�; = {�; > · − ü} ↑ Ω 

:U��
$ E\���  ��
 E<Z G���Z ,
 ?$�C-
 �/ 

 

�(�;) = ��;³U = ��;	p�4³U +��;	p�4P ³U 

																														≥ ��;	p�4 			³U				 (�; ≥ 0) 
            :U�#
$ E�	�; > · − ü     
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													≥ �(· − ü)	p�4³U 

																											= �·	p�4³U − ü� 	p�4 ³U 

																																										= �·	³U −�Y		p�4P³U − ü	æ(�;) 
E� z��U�)3{Q = max·( ) < ∞} :���C#�$  

�(�;) ≥ �(·) −Q	æ(�;� ) − ü	æ(�;) 
�3 U� �$�; ↑ �   
@"+�;� ↓ ∅.  ���C#�$æ(�;) ↑ 1  +æ(�;� ) ↓ 0  

:P�
�/�)/  

lim�(�;) ≥ �(·) − ü 

 �� >
,
 �/ ��Z
 >�/
�/�# (�Yü > 0  :P�
�/�)/ 'G-
 �
�W�/  

lim;→H�(�;) ≥ �(·) 
 ��:;5-2 : �)3 z��	�; ↑ �	, ·; ↑ ��3 >��	 �/�;  +	·; ' )A�/ E)��# ?$�- E�$�D� >����BC� P�
�$

U��
$ ����  

lim;→H�(�;) = lim;→H�(·;) 
 

:%�&'� �;)�
 �/ �����/	·; ≤ � = lim;→H�;	+ U��
$ 7�W ��MW �/ �����/  

lim;→H�(·;) ≤ lim;→H�(�;)			 )5-1                                         (  

PC��R �o#�$ �/ K�# +	�; ≤ � = lim;→H·;	:  

																	 lim;→H�(�;) ≤ lim;→H�(·;)						  )5-2                                     (  

 �/�)/ ���C# �$)5-1) + (5-2: ( 

																					 lim;→H�(�;) = lim;→H�(·;) 
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5-1-4 �"VB� ���
2E ��L�� ���  

  )#�� E�$�D� ��BC��� >
�/�  )#�� E)��# E�$�D� ��BC� +$�l+	�D E� ����� ��, ���� �/:$�A  

�D = �		p(¹≥¿)				,					�l = −�	p(¹â¿) 		⟹ 			� = �D − �l 

 (�Y  P�
�/�)/�D   +�l (i E\���  ��
 f4  )C9� E)��#E� ����� �� E\���  ��
 ?
�O"$ ��BC� �� >
�/ '$�A

 ���� �/:G-
 ��,  

�(�) = �(�D) − �(�l) 
���� �/ G-
� G�- �3 E	�A �/∞−∞	 ' A��# �(�) �3 G-
 ET� / .$�
$ $��+�(�)  $�/  �
�Z E��)C�

 �R
 _=� + �R
�(�D)  +�(�l)  ' A�/ E��)C� +$ ��� *
�.C#
�R
 _=� + �R
 G-
 ��@4	�l	+	�D*
�.C#
 ��@4

 )A�/. 

 *��C!
 >�M� �/ ���� �/(u,�, æ¹) '	�(�)E� 
�:$�3 ����� ��, ���� �/ (
��  

�R
� ��$�=�t=, t?, … t; …  *��C!
 �/ 
�æ=, æ?, … æ;… ?�.#i ' )3 ���CZ
: 

													�(�) =:tV	æ(�V)V  

																																= :tV 	æ(� = tV)V  

)5-3(        																																											  

�R
 +æ¹ ?,
 #
 : A�/ f�I�C-
 V�"  

f¹(t) = æ�(−∞, t) = � ³f(t)�-
lH  

?�.#i�(�) = ; t	³f(t)	DHlH �/ f�I�C-
 V�" *
�.C#
 
�u �R
 .U���Rf¹  [C5� >
�
$X(t) :?�.#i ' A�/ 

�(�) = ; t	X(t)³t¿lH + ; t	X(t)³tDH¿ 																						  )5-4(          

																									= � t	³f(t)DH
lH  
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 ��7�5- 1 �)3 z�� :� *��C!
 E"�.Y :/�� �/ EA�3 E�$�D� ��BC� X�  X(t) = =(=D��)  :U��
$  A�/  

�(�D) = 1�� t1 + t? ³tH
¿ = 12� ln(1 + t?) R∞0 = ∞ 

+ 

�(�l) = 1�� t1 + t? ³t¿
lH = ∞ 

⟹ �(�D) = �(�l) = ∞ 

 P�
�/�)/�(�) .$�/  �
�Z �� �/
�/ + $���� V�" *
�.C#
  ! E"+ .$�
 # $��+  

1�� t1 + t? ³tH
¿ = lim�→H� t	³t�(1 + t?)�

l�  

 ��7�5-2:   �)3 z���  ��$�=�{0, ±1,±2, … } *��C!
 �/ 
� )3 ���CZ
 ��, >��  

æ(� = 0) = 0 
æ{� = Õ} = æ{� = −Õ} = 3�?Õ? 		,				Õ = 1,2, … 

p���� P�
 �/� E� E�$�D� ��BC� X�)  �3  A�/ �</
� [�	 )5-3:( (  

�(�D) = : 3	Õ�?Õ?H
V<= = 3�?:1Õ

H
V<= = ∞ 

							�(�l) = : 3	Õ�?Õ?¿
V<lH = 3�? : 1Õ

¿
V<lH = ∞	 

																			⟹ �(�) = ∞ −∞ 

  

�R
 *�!�  ��$�=�{1,2, … } *��C!
 �/ 
� >��æ(� = Õ) = ��V�  :?�.#i ' )3 ���CZ
  

�(�D) = ∞ �(�l) = 0 																	⟹ �(�) = ∞ − 0 = ∞ 



������� ������ ����� ------------------------------------------------------------------- 72 

 E)���(�)  (i �
 =� �Y�R '$�
$ $��+∞ .G-
 

5-1-5 �"VB� ���
2E ��L�� �b
�� ��� d"`  

 �.�$ G���Z  )Y E-��/ �/ �� P�
 �$ .U�$
$ �
�W E-��/ $��� 
� ?$�- E�$�D���BC� ,
 G���Z  )Y 7�W qO/ �$

E� E)��# + ?
�O"$ E�$�D���BC� X�$�4E� E-��/ 
� U" X� 
 C/
 .U�,
.U�)3 

�$5-1: �R
� ≥ 0 *
�.C#
 +' A�/ ��@4X	 E��� *��C!
 �/ ������ X� �/ �L3
 !  #
��∞ .$�A  

:%�&'� E� z��P�
 �3 U�)3������ E)�� . A��# ��	 �3  A�/ >
  (i �/∞	 :E)�� .$�A  

� = �	Ι{¹âH} + �	Ι{¹<H} 
+�	Ι{¹âH} = lim	�;  (i �$ �3�; :U��
$ + G-
 ?$�-  

�; ↑ �	Ι{¹âH} � = lim	(�; +∞ ×	 Ι{¹<H}) 
 >
,
 �/ ��Z
 �I��æ(� = ∞) > 0 E/E� G��T# (�Y + .$�A� *
�.C#
P�
�/�)/ 'G-
 ��@4�(�) < ∞	  ���C#

E��3 �$�(�l)		+	�(�D)	 :U��
$ . )C9� $+ ��£�l < ∞	+�D < ∞¤ , x. S	 '  

P�
�/�)/[� < ∞y, x. S. 

 ��:;5-3 : �)3 z���(�) '�(·)  +�(� + ·) ' )A�/ �CA
$ $��+ 

 (�"
� ≥ 0		x. S	 ⟹ �(�) ≥ 0  

  (b	�(��) = ��(�)  

(n�(� + ·) = �(�) + �(·)  

 (�� ≥ ·		x. S		 ⟹ �(�) ≥ �(·)  

 (�� = 0		x. S	 ⟹ �(�) = 0  

(�	�*
�.C#
�R
 �T)�+ �R
 G-
 ��@4|�| *
�.C#
. A�/ ��@4  

�R
 ($· *
�.C#
 ��@4+  A�/|X| ≤ Y	 ?�.#i�	  *
�.C#
.G-
 ��@4 

:%�&'� 

X
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�R
 (�"
� ≥ 0'x. S	 �"��#$ ?�.#i  )#�� ?$�- >$��� :/
�� ,
 >
{�;} �3 $�
$ $��+�; ↑ �   E)��# G���Z ,
 .

E� ���C#  ?$�- E�$�D� ��BC� ($�/�3  $�A   �(�;) ≥ 	0  .(�Y�; >$��� 'G-
 (E"+K# ��}) f4�(�;) 

 K�#(�Y .G-
 E"+K#��} �� >$����(�) = lim	�(�;)  ���C# �$�(�) ≥ 0.  

  �)3 z�� (b� ≥ 0�"��#$ ���� P�
 �$ ' )#�� ?$�- :/
�� ,
 >
{�;}	 E� G����3  #�A0 ≤ �; ↑ �	 z�� .

 �3  �)3� > 0 ' A�/ ���� P�
 �$0 ≤ ��; ↑ ��	 U��
$ E\���  ��
 G���Z p��� �/ +  

�(��;) = ��(�;) ↑ ��(�) 
:�.�$ E����� �/ 

�(��) = lim;→H�(��;) = lim;→H ��(�;) = � lim�(�;) = ��(�) 
 �R
 *�!� ' A�/ ?
�O"$ E�$�D� ��BC� :U��
$ 

�� = ��D − ��l 

:U��
$ P���	 ,
 PC��R  ��
 �/ 

								�(��) = �(��D) − �(��l) 																						= �[�(�D) − �(�l)y = ��(�) 
���w
 >
�/  (n	�(� + ·) = �(�) + �(·) E� E-��/ 
� EC"�! 
 C/
�3 U�)3{·;}	+	{�;}	 �3 E��� 

0 ≤ �, · �"��#$ ���� P�
 �$ . )C9� )#�� ?$�- E�$�D� ��BC� ,
 E���{�; + ·;}	 :�3  )C9� 

0 ≤ �; ↑ �		,				0 ≤ ·; ↑ ·			,				0 ≤ �; + ·; ↑ � + · �(� + ·) = lim	�(�; + ·;) 																																	= lim�(�;) + lim	�(·;) 													= �(�) + �(·) 
 �R
 *�!�  ���w
 ��
$
 >
�/ ?�.#i  A�/ ?
�O"$ E�$�D� ��BC�Ω ������ �/ 
� >���=, �?, … , ��  ��, ���� �/

E� ,
��
:U�)3 

�= = {� ≥ 0		,				· < 0		,				� + · ≥ 0} �? = {� < 0		,				· ≥ 0			,				� + · ≥ 0} 
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�F = {� ≥ 0		,				· ≥ 0			,				� + · ≥ 0} �_ = {� < 0		,				· ≥ 0			,				� + · < 0} �� = {� ≥ 0	,				· < 0			,				� + · < 0} �� = {� < 0		,				· < 0			,				� + · < 0} 
E� z�� k�L� E�$�D� >����BC� ,
 E;� 7W
 ! �3 U�)3·*
�.C#
 ' K�# +  A�/ ��@4�(·) < ∞  . A�/ 


 >
�/ ,
���=  :U��
$	� + · ≥ 0		, −· > 0. :E)�� G-
 �
�W�/ E)��# :/
�� >
�/ E��� G���Z f4  

� �(� + ·)Ι(�=)� + � �(−·)Ι(�=)� = �(�Ι(�=)) 
 E��)C� �
 =� ($+K�
 �/ ���C# �$� �(·)Ι(�=)� U��
$  

� �(� + ·)Ι(�=)� = � �(�)Ι(�=)� + �(·	Ι(�=)) 
 >
�/�?  U��
$ K�#� + · ≥ 0		, −� > 0 )#�� f4 . U��
$ 7�W  

� �(� + ·)Ι(��)� + � �(−�)Ι(��)� = � m·	Ι(��)n < ∞ 

 U��
$ ���C# �$	� m·	Ι(��)n < ∞ . E��)C� �
 =� ($+K�
 �/  �/� m�Ι(��)n  b�I<� ���C# �/ P���	 �/

E�.U�-�  

 >
�/�F  (i �$ �3� ≥ 0+	· ≥ 0'∑ �3·3;3<= E�.U�$�3 E-��/ 7�W �$  A�/ 

 ,
��
 >
�/�_   :U��
$ K�#−(� + ·) ≥ 0		, · ≥ 0  P�
�/�)/ .  

� �−(� + ·)Ι(�S)� + � �(·)Ι(�S)� = �(−�Ι(�S)) 
 ����� ($�3 U3 �/�(·Ι(�S)) E� b�I<� ���C# �/ 'P���	 G��� ��B� + P���	 ,
.U�-�  

 ,
��
 >
�/��  K�#−(� + ·) ≥ 0		, � ≥ 0 U��
$ f4 

        � �−(� + ·)Ι(�T)� + � �(�)Ι(�T)� = � m−·Ι(�T)n < ∞  

 P�
�/�)/� m·Ι(�T)n < ∞.  ($�3 U3 �/ ���C# �$� m�Ι(�T)n < ∞ U��
$ P���	 ,
  

                                      � �−(� + ·)Ι(�T)� = −� �(�)Ι(�T)� − �(·	Ι(�T))  
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� �(� + ·)Ι(�T)� = � ��	Ι(�T)� + � m·	Ι(�T)n 
 >
�/�� E� �
�W�/ p���� P��� �/ K�#:U��
$ EI3 G"�! �$ f4 . A�/ 

� �(� + ·)Ι(�à)� = � ��	Ι(�à)� + � m·	Ι(�à)n																				  )5-5          (  

+  

� �� mΙ(�=) +	 Ι(�U) +	 Ι(�T)n� = �(�D) 
 � �· mΙ(��) +	 Ι(�U) +	 Ι(�S)n� = −�(·l)																																												  

�$ :���C#  

:�(·	(�
3<= Ι(�à))) = �(·) 

U��
$ �/�5� ��</ +  

:�((· + �)	(�
3<= Ι(�à))) = �(· + �) 

 �</
� �/ ���� �/ +)5-5 ( U��
$�(� + ·) = �(�) + �(·)  �</
� ,
 +�(��) = ��(�)  E� ���C#:$�A  

�(x� + |·) = x�(�) + |�(·) 
 (�� ≥ ·		x. S		 ⟹ �(�) ≥ �(·) 

� ≥ ·		x. S		 ⟹ � − · ≥ 0 																													⟹ �(� − ·) ≥ 0 																																					⟹ �(�) − �(·) ≥ 0 																																																										⟹ �(�) ≥ �(·) 
  (�� = 0		x. S	 ⟹ �(�) = 0 

 � = 0		x. S	 ⟹ � ≥ 0			x. S				,			� ≤ 0				x. S							 														⟹ �(�) ≥ 0					,			�(−�) ≥ 0	 ⟹ �(�) = 0 
 (�� *
�.C#
 �R
 �T)�+ �R
 G-
 ��@4|�| . A�/ ��@4 *
�.C#
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�R
� *
�.C#
 ?�.#i  A�/ ��@4	�(�D)+		�(�l) E� E��)C� ���C# �$ . )A�/ 

�(|�|) = �(�D + �l) = �(�D) + �(�l) < ∞ 

f4|�| *
�.C#
 K�#E� ��@4�R
 f;��/ . A�/|�| *
�.C#
' A�/ ��@4  (�Y|�| ≥ � U��
$ f4  

� ≤ |�| ⟹ �(�) ≤ �(|�|) < ∞ 

 ���C#�$� *
�.C#
 K�#. A  �
�Z ��@4  

�R
 ($· *
�.C#
 +  A�/ ��@4|�| ≤ ·  ?�.#i� 
�.C#
*.G-
 ��@4 

|�| ≤ · ⟹ �(|�|) ≤ �(·) < ∞ 

 P�
�/�)/|�| *
�.C#
 ���C# �$ G-
 ��@4� *
�.C#
.G-
 ��@4  

5-1-6 
*��� � �%�� d"`  

1-  �R
x ≤ � ≤ |   ?�.#ix ≤ �(�) ≤ |.  

:%�&'� : U��
$ (�)  )/ G���Z �/ ���� �/  

� ≥ ·		x. S		 ⟹ �(�) ≥ �(·) 
E� P�
�/�)/E)�� {�� ���C# �/ (
��x ≤ �(�) ≤ | . �-�  

2-  �(|�|) ≥ |�(�)|.  

:%�&'� (ELIL� >+�9��# [�	) 

|E(X)| = |E(�D) − E(�l)| ≤ |E(�D)| + |E(�l)| 
                                               = E(�D) + E(�l) 	= E(|X|) 

  

3- �R
� *��C!
 �/ 
� G�L� v��� ��$�=� _=�>��æ(� = 4) = æ3	 :?�.#i ' )3 ���CZ
 

�(�) =:æ(� ≥ 4)H
3<=  
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:%�&'�  

E(X) =:4	æ3H
3<=  

										= æ= + 2æ? + 3æF +⋯ 

											= Qæ(� ≥ 1) − æ(� ≥ 2)R + 2Qæ(� ≥ 2) − æ(� ≥ 3)R + ⋯ 

										= æ(� ≥ 1) + æ(� ≥ 2) + ⋯ 

										= :æ(� ≥ 4)H
3<=  

4- �R
 	X(t) E�$�D� ��BC� E"�.Y :/��� �/ 	u	 +  A�/� ≥ 0 U��
$ ?�.#i  

�(�) = � t	X(t)³tH
¿ = � (1 − f(t))³tH

¿  

%�&'�*
�.C#
 �/�)/ ::U��
$ JK� �/ JK� >��R  

] ³t = ³#																													 ⇒ t = #1 − f(t) = T	 ⇒ −X(t)³(t) = ³(T) 
 

� (1 − f(t))³tH
¿ = Q1 − f(t)R(t) R∞0 +� t	X(t)³tH

¿  

= 0+� t	X(t)³tH
¿  

:U��
$ E)� + G�L� JK� >
�/ *�!�D ≥ 0	   +�l ≥ 0  

�(�D) = � (1 − f(t))³tH
¿  

                               �(�l) = ; (f(t))³t¿lH  

																																														⟹ �(�) = �(�D) − �(�l) 
= � (1 − f(t)³tH

¿ −� (f(t))³t¿
lH  
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																					= � (1 − f(t)³tH
¿ −� Qf(−t)R³tH

¿ 										 
	= � Q1 − f(t) − f(−t)R³tH

¿  

5-1-7 ���L�� �� QB
� �� �b
�� ��� 

 �R
 '?��BC� +$ G"�! �$ *�!� +· + E�$�D���BC� +$	ä(�, ·)	 ,
 *��/ E�/��(�, ·) :?�.#i  A�/  

�Qä(�, ·)R = �ä(�, ·)³U	
�  

�R
(u?,ℛ?, æ¹º)  �I�-�/ ? A J�="
 *��C!
 >�M�� +· E� �$ ��, ���� �/ l�/ �����  A�/: �i  

�Qä(�, ·)R = � ä(�, ·)³æ¹º	
��  

�R
f g��� :�,�� :/��(�, ·) U��
$ ?�.#i  A�/  

�Qä(�, ·)R = � ä(t, ±)³f(�, ·)	
�� = � ä(t, ±)	X(t, ±)³t³±	

��  

(i �$ �3X(t, ±)  E"�.Y :/��(�, ·) �$	u?E�. A�/ 

5-1-8  K
*�c�L�� �b
�� ���e&�V� �c��
2E  

 �R
¸   ���� �/	¸ = � + 4· �3 >��	 �/ '$�A �CA�#�	  +· + E�$�D� >����BC�4 = √−1 ' A�/  ?�.#i¸ 
E� _ICO� E�$�D� ��BC� X� E�<W ���� �/ �R
 . A�/¸( ) = æ( )�3	g(�) (i �$ �3æ( ) ≥ 0  +0 ≤ j( ) ≤ 2� '$�A �CA�#æ+	j .$�/  )�
�Z E�$�D� ��BC�  

 �)/U��
$ ����� �/  

¸ = �3:¹ = cos T� + 4 sin T� 

E� 
� {�� �����  ��
U���R  

�(¸) = �(�3:¹) = �(cos T�) + 4�(sin T�) 
																= �(cos Tt)³f(t) + 4�(sin Tt) ³f(t) 
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																																																	= � �3:¹ ³f(t) = 7¹(T) 
(i �$ �37¹(T) E�$�D� ��BC� �DO5� :/��� E�? �� q=# +  A�/ :�,�� :/
�� E�
�.�� ^
�Z ��"�<� �$ >


U� ��O5� �3 E���#i ,
 .$�
$E� ?$�C-
 �DO5� :/�� ,
 kl���� G-
 �
�A$ >��3 :�,�� :/�� [��	 ,
 E��,�� . ))3

U� E�$�D� ��BC� +$ 'E��C;� ��MW [�	 �/:�,��_=� + �R
 ' #
 . A�/ �/
�/ �T#i �DO5� :/�� �R
  

 �$5-2 : �R
¸ :?�.#i  A�/ _ICO� E�$�D� ��BC� X�  

�(|¸|) ≥ |�(¸)| 
:%�&'�  �)3 z��¸ = W�3¡ (i �$ �3¥	+	W    +  )C9� E�$�D��(¸) = ��3X :
��, 

�(¸) = �(� + 4·) 		= �(�) + 4�(·) = Q + 4ì = ��3X  

U��
$ ���� P�
�$  

									|�(¸)| = |�|Y�3XY = |�||cos D + 4 sin D| 
																																										= |�|Z�.S?D + S48?D = |�|. 1 = |�| 

 P�
�/�)/|�(¸)| = |�|. :���C# �$  

										|�(¸)| = |�| = �l3X�(W�3¡) = �QYW�3(¡lX)YR 
																								= �(|W cos(¥ − D)) + 4�(W sin(¥ − D)|) 																							= �(|W cos(¥ − D)| ≤ �(|W|) = �(|¸|) 

 �$5-3:  �R
¸  ?�.#i  A�/ _ICO�¸ *
�.C#
 �R
 _=� + �R
 G-
 ��@4|¸| *
�.C#
. A�/ ��@4 

%�&'�: �R
|¸| *
�.C#
7�W U" �/ ���� �/ ' A�/ ��@4|�(¸)| ≤ �(|¸|) < ∞ ���C# �$¸	 *
�.C#
 K�#  �
�Z ��@4

 �R
 'f;��/ '$�/¸ *
�.C#
' A�/ ��@4  

|¸| = Z�? + ·? ≤ |�| + |·| 
(�Y¸ *
�.C#
P�
�/�)/ G-
 ��@4� +· *
�.C#
 K�#(�Y +  #��@4� +·  *
�.C#
��MW � G�9W �/ ���� �/ ' #��@4  

)5-3?�.#i '(|�| +|·| *
�.C#
,
 P�
�/�)/ .$�/  )�
�Z��@4  

	|¸| = Z�? + ·? ≤ |�| + |·| 
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:GA
$ U��
�Z  

�(|¸|) < ∞ 

 E)��|¸| *
�.C#
 K�#.G-
 ��@4  

  

5-2  
*��
���  

�(� − x)V ����� �+�C5R 
� >Õ g
�  *�!x  +�(�V) ����� �+�C5R 
� >Õ g
�  �+�C5R��DCZ
 �/ �� � �� *�! ÕE� g
 A��# ��  A�/ $���� 'G-
 P;�� �3 .U���R.  

�|� − x|[ [I<� �+�C5R 
��   g
�  *�!x  +�|�[| ����� [I<� �+�C5R 
� >� E�$�D� ��BC� �R
 .U���R g
 x. S E� �� ���+�C5R P�
  A�/ ��. #�A  

	�(� − �(�))? g+$ ����� �+�C5R� f#���
+ (��� �3  )��R P�.#��� *�!�	 E� ER )3
�4 :W
+�$ . A�/

�ICO���$�=��	 ?,
 #
 P�.#��� *�! 
�E� >��R. )3  

5 –2 –1  
*��
��� �B"� N�
E  

p�
�� g��� >���+�C5R �R
�  ?�.#i  A�/ E��)C� +  A�/ �CA
$ $��+Q(j) �+�C5R  "�� :/�� 
�� E�' )��#  

:W
+ �$  

Q(j) = 1 + �(�)j + �(�?) j?2! +⋯+ �(�;) j;8! +⋯ 

		⟹ Q(j) = :�(�;) j;8!H
;<¿  

																																		= :j;8! � �;H
lH 	³f(�)H

;<¿  

																																	= � :j;�;8!H
;<¿

H
lH ³f(�) 

																						= � �g¹H
lH ³f(�) = �(�g¹) 
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E�:G��R ���C# (
��  

��; = �(�;) = ³;Q(j)³;j Y 	j = 0 

 ��7�5-3�R
 :� �I�� +$ :�,�� >
�
$ + �C99R�� :/�� ?�.#i ' A�/ ��, E)� >
. �/��/ 
� (i �+�C5R  "  

æ(� = t) = m� + t − 1t n U[(−ñ)�		,				t = 0,1,2, … 

:7!  

Q(j) = :m� + t − 1t n U[(−ñ)��g¹H
;<¿  

																							= :m−�t n U[(−ñ�g)�H
�<¿ = ( U1 − ñ�g)[ 

E� P�)t��    :G��R ���C# (
��  

�(�) = � ñU 								,							\x�(�) = �ñU? 

  

5-3   K�
,�
�
*  

 �$5-4: �R
�(|�|[) < ∞ >
,
 �/ ?�.#i�Q|�|[1R < ∞		, �� ≤ � >
,
 �/ +�(�V)	, Õ < �  + $����

.G-
 E��)C�  

%�&'�>
,
 �/ :0 < �′ ≤ � z+�� �
 =� +ω	 U��
$  

  

|X(ω)|[ ≤ 1 ⇒ |X(ω)|[1 ≤ 1 

|X(ω)|[ > 1 ⇒ |X(ω)|[1 ≤ |X(ω)|[ 

E� {�� �</
� ,
 P�
�/�)/:G��R ���C# (
�� 

|X(ω)|[1 ≤ 1 + |X(ω)|[ 
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E�  ��
 {�� �</
� P���	,
U���R  

�|X(ω)|[1 ≤ 1 + �|X(ω)|[ 
?$�C-
 �/ �3 H�\�� P�
 ,
�V *
�.C#
 �R
 _=� + �R
 G-
 ��@4|�V| *
�.C#
P�
 �/ ���� �/ P�)t�� +  A�/ ��@4:�3 

�|�( )| < ∞ ⇒ �|�( )|[1 < ∞					,					|�|V = |�V| 
E�:G��R ���C# (
��  

�|�|V < ∞ ⇒ �|�V| < ∞ ⇒ �(�)V < ∞ 

 �*���5-3 :P���4 p�
�� >���+�C5R g��� ' A�/ E��)C� E)��� ����� �+�C5R �R
 �3 .$�/  )�
�Z E��)C� K�# ��

E�# �
�W�/ U" P�
 f;�. A�/  

a��� ��:; 

 �3  �)3 z��h +  A�/ >$��� k
 �3
 + �C-��4 :/�� X�0 = h(0)  + h(∞)=∞   �)3 z�� *�! 'g=ℎl=  .

 �� >
�/ f�-a> 0   +b> 0  U��
$  

x| ≤ ; ℎ(D)�¿ ³D+; ä(D)�¿ ³D  

H.$)- ��:; 

E� ?$�C-
 V#�� >+�9��# ����� ,
U��
$ + U�)3 

ℎ(D) = DGl= 
ä(S) = S= (Gl=)] = s= ^⁄ (^l= ^⁄ )` = s(al= a⁄ ) (= a)⁄`

=Sbl=  

  

� ℎ(D)³D�
¿ = xGU� ä(S)³S�
¿ = |bñ c�d

�e => x| ≤ xGU + |bñ  

E� V#�� >+�9��# (��� ��Z
 >+�9��# �3. A�/ 

�U = �ñ = S 
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{�� ����� �$ �3 | = |º|f=g(|º|g)   +x = |¹|f=h(|¹|h)	  .U��$ E� �
�W  

 ���C# �$  

1� . |�|�=h(|�|[) + 1S . |·|�=g(|·|i) ≥ �·�=h(|�|[). �=g(|·|i) 
U��
$ P���	 ,
 E\���  ��
 PC��R �/  

1� + 1S ≥ �|�·|�=h(|�|[). �=g(|·|i) 
 U��$ �
�W � "�� ��MW �$ �R


=j + =k = 1	  i.U�-� E� � "�� >+�9��# �/ ?�.#  

H.$)- �������  

E(|XY|) ≤ �=h(|�|[). �=g(|·|i) 
 (i �$ �3

=[ + =i = 1  's	, r > 1 E�. A�/  

  

:%�&'� :/��$(U) = =[ U[ + =i Uli	, . < U < ∞  �o# �$ 
� ���./>
,
 �/ :/�� P�
 .U = 1 E� U��)�� .$�A

 P�
�/�)/	
$(U) = 1� U[ + 1S Uli 	≥ 1 

U = �=g�=h                                                    :���C#�$ . A�/  

 E� z�� �3 U�)3  

1� x
hg|hh + 1S x

�gg|�gh 	≥ 1 

1|� xhg + 1xS |gh ≥ 1 

xS	xhg + |�	|ghx|	�S ≥ 1 
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S	xh-gg + �	|g-hh�S ≥ x| 

�l=xh-gg + Sl=|g-hh ≥ x| 

�l=x[h-ggh + Sl=|ig-hgh ≥ x| �l=x[ + Sl=|i ≥ x| 

{�� ������$x = |¹|f=h(|¹|h) +| = |º|f=g(|º|g) E� �
�W.U��$  

  

:���C# �$  

1� . |�|[�(|�|[) + 1S . |·|i�(|·|i) ≥ |�·|�=h(|�|[). �=g(|·|i) 
:U��
$ P���	 ,
 E\���  ��
 PC��R �/  

1� + 1S ≥ �|�·|�=h(|�|[). �=g(|·|i) 
�|�·| ≤ �=h(|�|[). �=g(|·|i) 

 �*���5-4:  �R
 � "�� >+�9��# �$S = � = 2 E� 7� �� K��
�A �/ � "�� >+�9��#  A�/.$�A  

�|�·| ≤ Z�(|�|?). �(|·|?) 
5-3-1  �M4�"M��� K�
,�
�  

�=h(|� + ·|[) ≤ �=h(|�|[) + �=h(|·|[) 
%�&'�:  

�=h(|� + ·|[) = �=h(|� + ·|[l=. |� + ·|) 
≤ �=hQ|� + ·|[l=. (|�| + |·|)R 

																								= �=h(|�||� + ·|[l=) + �=h(|·||� + ·|[l=) 
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:U�CA
$ � "�� >+�9��# ,
 ?$�C-
 �/  

�|�·| ≤ �=h(|�|[). �=g(|·|i) 
 :P�
�/�)/  

+�=h(|�||� + ·|[l=) ≤ �=h(|�|[). �=g(|� + ·|)i([l=)�=h(|·||� + ·|[l=) ≤ �=h(|·|[). �=g(|� + ·|)i([l=)  
 +P�)t��  

m1� + 1S = 1 ⇒ � + S�S = 1 ⇒ � + S = �S ⇒ � = S(� − 1)% 
:P�
�/�)/  

�(|� + ·|[) ≤ �=h(|�|[). �=g(|� + ·|)[ 	+ �=h(|·|[). �=g(|� + ·|)[ 

≤ n�=h(|�|[) + �=h(|·|[)o�=g(|� + ·|)[ 
⟹ �=l=g(|� + ·|[) ≤ n�=h(|�|[) + �=h(|·|[)o 

�=h(|� + ·|[) ≤ �=h(|�|[) + �=h(|·|[).  

5-3-2   U,�A K�
,�
�  

<� ,
 7�WERS�+ ,
 EZ�/ + b �� :/�� ����� P9)� >�/
�/�# ($�3 ��E� (��/ 
�#i >��U�)3  

J.b� OQ�� 

: R→ u  / ?�R �� U���R b �� 
��  �� >
,
 x   +  y   �� + a   �3 0≤a≤1  U�A�/ �CA
$  

7(xt + (1 − x)±) ≤ x7(t) + (1 − x)7(±) 
E- )� ����� �� >
�/ :x  +  y ,
R , (t ≤ ±)  �<=# +$ �3 E<Z(t,7(t)) , (±,7(±))  7�+ U� �/ 
�

E� :/�� �
$��# >l�/ . )37  ?,�/ >+�(t, ±) .$��R �
�W 
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 :/�� ($�/ b �� E)��φ  ������ ($�/ b �� ,�
 U�  �$ ��,u? .G-
  

A={(t, ±) ±⁄ ≥ 7(t)} 
������) (
 U�)3 7�+ U� �/ E<Z ?��4 �I�-+ �/ �R
 
� (
 ,
 >
 �<=# +$ �� �3 G-
 b �� >
 �$ k����� _Z ?��4

(.$��R �
�W ������ 7Z
$  

J.b� �()�*� A�c�� 

E� :<W �<=# +$ �$ 
� �T#i �
$��# $�A U-� ��� �$ �3 E<Z �� *�! �� �/ . )3Ø   +  A�/ b �� E�/�� �R
A 

 �<=# ,
 �3 $�
$ $��+ E<Z ?�.#i  A�/ (i >+� ?
�O"$ �<=#A E�E� �
�W _Z >l�/ x�=# g��� + $�@RR: )#�� $�� 

 

E� ?$�C-
 P9)� ��MW ���w
 �$ ERS�+ P�
 ,
 +.U�)3  

 �R
(t,7(t))  �<=# ��DCO�A  �"$��� �/ E<Z ���� P�
 �$  A�/	±(t) = xt + | $�
$ $��+ 

 (�"
 ±(t) = xt + |    �<=# ,
 _Z)A ($�@R E� 

 >
,
 �/ (b±(t) ≥ xt + |	 ($��.�� �
�W _Z >l�/ :/�� �
$��#) 

%�&'� ��:;  
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l�/ ����\�� [/�<�'  �<=#A �DCO� �/ �(�(t),7�(±)) �
$��# >+� 
� Y+7(t) .U���R E� �o# �$ 

E� z�� �3 U�)3± = xt + |   �<=# ,
 �3  A�/ E<ZA �CA@R E� �
�W _Z >l�/ �
$��# P�
 g��� +.$��R 

φQ�(t)R = x	�(t) + | 

    �� >
,
 �/7(t) ≥ xt + | 

������+ b �� >�� ERS�+ b �� :/
��ERS�+ �I�� ,
 . #�
$ E#
+
�� >��$�/��3+ p"�� >�� (��/ �$ �3 �T#i >��

ERS�+ :<W �<=# +$ �$ �L3
 ! 
� �T#i $�A U-� ����$ �3 E<Z �� '�3 G-
 P�
  A �CR K�# b �� :/�� >��

E� �R
 ?+��/ . )3X  +  A�/ E/ �� :/��� �<=# E<Z '(i >+� ?
�O"$ >
�<=# ,
 �3 $�
$ $��+�	 E� g��� + $�@R

E� �
�W _Z >l�/ E)�)�E� ?$�C-
 P9)� >�/
�/�#  ���w
 �$ ERS�+ P�
 ,
 �3 .$��R/ >�/
�/�# P�
 �3 'U�)3 �

.G-
 ��, ���� 

�R
g(�) +  A�/ b �� E�/���(�) < ∞  :?�.#i 

g(�(�)) ≤ �(g(�)) 
%�&'�E� z�� :�3 U�)3Û(�) = x + |�	, �¿ = �(�) : A�/  

Û(�) = x + |� ⇒ ] Û(�) ≤ g(�)Û(�¿) = g(�¿) 
 �</
� ,
Û(�) ≤ g(�) E�  ��
:U���R  

�(Û(�)) ≤ �Qg(�)R 
�(x + |�) ≤ �Qg(�)R 
x + |�(�) ≤ �Qg(�)R 
Û(�(�)) ≤ �Qg(�)R 

z�� [�		�¿ = �(�)	:U��
$ P�
�/�)/  

Û(�¿) = g(�¿	)      ⇒							ÛQ�(�)R = �Qg(�)R  

 :���C# �$  

gQ�(�)R ≤ �Qg(�)R. 
 >+�9��#�q  
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�(|� + ·|[) ≤ �[�(|�|[) + �[�(|·|[) 
(i�$ �3�[ E� ����� ��, ���� �/:$�A  

�[ = �1										� < 12[l=						� ≥ 1 

%�&'� >
�/ 
� ��, :/�� :| > 0		, x > 0	  +� < 1 E� �����:U�)3 

( xx + |)[ + ( |x + |)[ ≥ 1 

x[ + |[ > (x + |)[ 

 ��$�=� g��� >
,
 �/ P�
�/�)/	 		, � < 1 U��
$  

|�( )|[ + |·( )|[ ≥ (|�( )| + |·( )|)[ 																																		≥ (|�( ) + ·( )|)[ 

 >+�9��# �/ {�� �</
� P���	 ,
  ��
 PC��R �/�[  >
�/� < 1 E�.U�-�  

>
�/ *�!	� ≥ 1U��
$ 

:/��$(U) = U[ + (1 − U)[  >
�/ 
�� ≥ 1		, 0 ≤ U ≤ 1 E� �o# �$.U���R 

$(U)  �$U = =? >
,
 �/ f4 'G-
 U��)�� >
�
$x > 0		, | > 0 +U = ��D� 		 , 1 − U = ��D� '  

 $(U) ≥ 2l([l=)  :���C# �$  

( xx + |)[ + ( |x + |)[ ≥ 2l([l=) 2([l=)(x[ + |[) ≥ (x + |)[ 

��$�=� g��� >
,
 �/ P�
�/�)/ω		, � ≥ 1 :U��
$  

2[l=(|�( )|[ + |·( )|[) ≥ (|�( )| + |·( )|)[ 		 
											≥ (|�( )+·( )|)� 

>�/
�/�# 'U���./ E\���  ��
 P���	 ,
 �R
�[ E� 7��!.$�A  

 �*���5-5����� [I<� >���+�C5R �R
 :	�	g
�	  +·	 ����� [I<� >���+�C5R ' )A�/ E��)C� + $����>�'g
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 � + ·  :�,�� >+� EC�$+ �� s�� .G-
 $���� K�#	� +· E�$�D� >����BC� 2�3 �.�$ E����� �/ .$�
 # $��+

����� �+�C5R �3 >S.G-
 �C9/ :�� 7�� �/ G�9# G-
 E��)C� �T#i g
  

AF�F� �������  

�3  �)3 z��� + ?
�O"$ E�$�D� ��BC� X�g	  �/u �R
 . A�/ *��/ + E)��# :/�� X�g ?,�/ �/ + �+,>[0,∞) 

?�.#i  A�/ E"+K#�#  

�Qg(�)R − g(x)x. S			 sup g(�) ≤ æ(|�| ≥ x) ≤ �Qg(�)Rg(x) 					,			∀	x > 0 

 ,
 ��o)� ��)�
 �$)	x. S		 sup g(�)XY�3 ,
 G-
 �������$�=� g��� k����=� �3 EC/�w �
 =� P���g(�)	  (i ��,

(. #�
$ �
�W  

%�&'�:   (�Yg  �/u E� ���C# 'G-
 *��/ E�/�� �3 $�Ag  �/� ?,
 #
 E�/�� E�$�D� ��BC� X� �3 G-
 ��@4

E� (�Y . A�/g $�
$ $��+ (i *
�.C#
 'G-
 E)��#. :E)��  

�[g(�)y = �g(�)	
� +� g(X)	

�P  

(i �$ �3� = {|�| ≥ x} (�Y +g	 U��
$ G-
 �+, + E"+K#�#  

g(a) ≤ g(�) ≤ x. S	 sup g(�) 
 �/ G�9# *
�.C#
 '{�� �</
� P���	,
	�E�:U���R 

	�g(x)³U	
� ≤ � g(X)	

�	 ≤ � sup g(�)	x. S	
�	  

															g(x). U(�) ≤ ; g(X)	� ≤ x. S	 sup ä(�) . U(�)	 )5-6                         (  

 ��!�# >+� �/�� U��
$  

0 ≤ g(�) ≤ g(x) 
*
�.C#
 �/ �/ G�9# {�� �</
� ,
 >��R�� U��
$  

)5-7                                   (															0 ≤ ; g(X)	�P ≤ g(x). U(��) ≤ g(x)	  

:�� �/ + �</
� ($�3)5-6(  +)5-7 (E� ��, ���C# �/:U�-�  
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g(x). U(�) ≤ �g(X)	
� +� g(X)	

�P ≤ x. S		 sup ä(�) . U(�) + g(x) 
g(x). U(�) ≤ �Qä(�)R ≤ x. S		 sup ä(�) . U(�) + g(x) 

E� ��, �</
� �/ G-
� G�- ,
:U�-� 

�Qä(�)R − g(x) ≤ x. S		 sup ä(�) . U(�) 
�Qg(�)R − g(x)x. S			 sup g(�) ≤ U(�) 

 ,
E� ��, �</
� �/ �Y G�-:U�-�  

U(|�| ≥ x) = U(�) ≤ �Qä(�)Rg(x)  

:���C# �$  

�Qg(�)R − g(x)x. S			 sup g(�) ≤ æ(|�| ≥ x) ≤ �Qg(�)Rg(x) 					,			∀	x > 0 

 

 

 �*���5-6  �)3 z�� :g(X) = |�|[  +� > 0 :?�.#i 

�(|�|)[ − |x|x. S			 sup g(�) ≤ æ(|�| ≥ x) ≤ �(|�|)[|a|  

G-
� G�- �/ E� �3��� >+�9��# '��Z
 �</
� >
,
 �/ . )��R� = 2  E� 7� �� �5��Y �/ �3��� >+�9��# .$�A

 �R
 G-
 ET� / >+�9��# �Y G�- 	g �R
 
��, . A�/ �
 #
�3 E�/��g(�)   A��# �
 #
�3sup g(�)  G-
 E��)C��#

E� �� �Y G�- +.$�A  

  

5-4  1J
,�  

 1-  �R
�  P�.#��� �/ E�$�D� ��BC�@  E��)C� f#���
+ +q? : �)3 G/�w ?�.#i  A�/  

æ[� − @ ≥ ¥y ≤ q?q? + ¥? 
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 2- : �)3 G/�w  

�(�) = �(�|� > .)æ(� > .) + �(�|� ≤ 0)æ(� ≤ 0) 
  

3- �R
�(|�|) < ∞ '∑ æ(�;); < ∞ : �)3 ���w
 
� ��, _/
+� 

 (�"
lim;→H; �	³U	�4 = 0 

(blim;→H; �	³U	|¹|5; = 0 

4-  :/�� >
�/ 
� P9)� E���+$ >�/
�/�#X ������ >+� b �� E=�=! :/�� X� �3. �)3 G/�w G-
 b �� >�� 

X[�(�), �(·)y ≤ �[X(�, ·)y 
 



 

7�9 12� 

���
2E K
*��L�� ���%�* 

E�
�.�� �ICO� H
�#
 
 C/
 7D� P�
 �$E�
�.�� P�
 >
�/ 
� EA�3 x�A + ����� 
� ��E� ���w
 + (��/ ��)3 �$ .U�

E� ���w
 + ��<� 
� E\���  ��
 >
�/ E�
�.�� >���MW ��
$
E� �3 
� E<�
�A :W
+ �$ ���MW P�
 .U�)3>�� (
��   !

 +E� (��/ $�3 z�� 
� *
�.C#
 G-
 *��C!
 + ?,
 #
 ���o# �$ UT� >���MW ,
 E;� �3 
� E)�/�� ��MW �TC#
 �$ + ' ))3

E� v��5�.U����#  

  

6-1 �O?� �� �O?� ���%�*  

  E�$�D� >����BC� ,
 >
 �"��#$ U���R�;  �$	Ω  E�$�D� ��BC� �/� �R
 G-
�.��  

∀	ω ∈ Ω	 ⇒ 	 M4@øøøø�;( ) = M4@�;( ) = �( ) < ∞. 
3��4�6-1 :�<=# �/ �<=# E�
�.�� E\��� �����  

∀	ε > 0, ∀ ∈ Ω	 ≡ 8(ü,  ); 		8 > 	8(ü,  ) 	 → |�;( ) − �( )| < ü 
E� +U�9��#  

�; U.í�� � 

��!�6-1 : �R
� ⊂ Ω >
,
 �/ +  A�/ 	 ∈ �  �"��#$�;( )  �/�( )  ������ ?�.#i  A�/ 
�.���  ������ 
�

 �"��#$ E�
�.���;( ) U���R  

� = { :�8( )→ �( )} 
=N9N{	 : |�;DB( ) − �;( )| < ü}B;r5¿ 												(1 − 6)	

 �R
	� = Ω  �"��#$ ?�.#i�;( )   �R
 + U���R 
�.�� �� ��� 
� � = Φ .U���R 
�.�� �� s�� 
� (i  A�/  

�1T�6-1 : �R
� ∈ e ?�.#ilim	�; .G-
 �C��� ��-�� E�$�D� ��BC� X� 

�1T�6-2 : (�]��) E�
�.�� ������ ����� �$ �3 ��	6-1E� ( U�)�/	� ������ >+� 
��]�A *���
 �/?,
 #
 >��-

E� G-$ �/ ��@4 f4  �i� ∈ e  ?,
 #
 E)��)(G-
 ��@4  



 :��� +,�A�B�,� ��-��C�� A���`�------------------------------------------------------93  

  

3��4�6-2 : �"��#$ (EA�3 �"��#$){æ;}  >�C� >�M� �$� ?�R��  )��# EA�3 �"��#$ X� 
�  

∀	ε > 0				∃ì	; 		4X		8 ≥ ì	,@ ≥ ì		 → ³(æ;, æB) < ü 
3��4�6-3 :EA�3 E�$�D� >����BC� E\��� �����  

∀	ω ∈ Ω; 	@, 8 → ∞ → �B( ) − �;( ) →	. 
3��4�6-4: (EA�3 E�
�.�� �����) E�
�.�� >
�/ EA�3 X��  

∀	ω ∈ Ω	; �;( ) U.í���( ) < ∞	 ⟺ @, 8 → ∞		; �B( ) − �;( ) →	.		
�� 

�BD; − �; → 0 

�"��#$ �R
 �/ E�$�D� >����BC� ,
 >
E� �CR ' )A�/ 
�.�� EA�3 g�T� + G-
�.�� ��#�� +$ ��	 �/ �3 $�A	�′ 

E� ����� ��, ���� �/ ��#�� +$ E�
�.�� ������$�A  

�′ = { : �B( ) − �;( ) →	. } 
N9N]	 : |�;DB( ) − �;( )| < 1ÕÙB;V  

  

6-2 	
��� �� ���%�*  

�"��#$  )#�� E�$�D� >����BC� ,
 >
{�;}  �/ *��C!
 �$ 
�	�  E� 
�.��  $��# �/ 
� (i + U���R�; æ→ �  (�5#

E��R
 U��$  

∀	ε > 0		; 	 lim;→Hæ{|�; − �| < ü} = 1 

 �� 

∀	ε > 0		; 	 lim;→Hæ{|�; − �| ≥ ü} = 0 

g�T�E� ��
 ���i �$ E�T� q=# ��, >��.G-
 *��C!
 �$ E�
�.�� �3  ))3 

���R$�+i�/ >��R,�- (�"
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∀	ε > 0		; 	 lim;→HæÖYjs; − jY < ü× = 1 

��  

  ∀	ε > 0		; 	 lim;→HæÖYjs; − jY ≥ ü× = 0 

  

e�K/ $
 �
 ���\ (�#�W  (b  

∀	ε > 0		; 	 lim;→Hæ{|�ø8 − �| < ü} = 1 

��  

∀	ε > 0		; 	 lim;→Hæ{|�ø8 − �| ≥ ü} = 0 

��!�6-2 : �3  )C9� *��C!
 �$ E�
�.�� ,
 E��Z G"�! e�K/ $
 �
 ���\ (�#�W + ���R$�+i�/ >��R,�- :W
+ �$

 G/�w �
 =� X� �/ ����BC� �"��#$E� 7��. ))3 

3��4�6-5: E�$�D� ��BC� +$ 	�+ 	�′ �R
 U���R *$��� 
�  

				xS													� = �′ 
g��� ������ '��, ������ 	 �T#i �$ �3 G-
 E��� 	�+ 	�′ )C9�# �/
�/  

{ : �( ) ≠ �′( )} =N]|� − �′| ≥ 1ÕÙV  

 

 f4 �+ 	�′   �R
  )C9� *$���æ{� ≠ �′} = 0   ��æ �|� − �′| ≥ =V� = 0 . 

�$6-1  �R
 :�; æ→ �  + �; æ→ �′ ?�.#i 	�+ 	�′  E�$�D� >����BC� ,
 �"��#$ X� �.�$ ����� �/ . )C9� *$���

E�#. )A�/ 
�.�� �+�C� E�$�D� ��BC� +$ �/ *��C!
 �$  )#
��  

%�&'�U��
$ :  

æ(|� − �′| ≥ ü) = æ(|� − �; + �; − �′| ≥ ü) 
≤ æ �|�; − �| ≥ ü2� + æ �|�; − ��| > ü2� 
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lim;→Hæ(|� − �′| > ü) ≤ lim;→Hæ m|�; − ��| > ü2n + lim;→Hæ m|�; − ��| > ü2n 

lim;→Hæ(|� − �′| > ü) = 0	 ⇒ æ(� = ��) = 1	 ⇒ xS		� = �′ 
�$6-2 : �R
  :*��C!
 �$ E�
�.�� >
�/ E��3 x�A�(|�;|[) ⟶ 0   ?�.#i�; æ→ 0 .  

E� ?$�C-
 �]3��� >+�9��# ,
 ���w
 >
�/ :(���/U��
$ .U�)3  

æ{ä(�) ≥ ü} ≤ �{ä(�)}ü  

 >�� �/ �3��� >+�9��# �$ä(�)   :]/��|�;|[ E� �
�]W 
�f4 .U��$  

æ(|�;|[ ≥ x[) ≤ �(|�;|[)x[ ⇒ æ(|�;| ≥ x) ≤ �(|�;|[)x[  

lim;→Hæ(|�;| ≥ x) ≤ lim;→H�(|�;|[)x[ = 0 ⇒ lim;→Hæ(|�;| ≥ x) = 0			 ⇒ �; æ→ 0 

�*���6-1:  �R
\x�(�;) ⟶ 0   ?�.#i�; æ→ �  )c (G-
 G/�w >$ �.  

W�-�QU��
$ �5���Y >+�9��# ,
 :  

æ(|�ø8 − �| > Õ) ≤ \x�(�ø;)Õ? = 0 

���C# �$  

lim;→Hæ(|�ø8 − �| > Õ) ≤ lim;→H\x�(�ø;)Õ? = 0 

 +lim	PÄ→H (|�ø; − μ| > Õ)	 = 0  P�
�/�)/ 'Nu� → v.  

6-2-1   	
��� �� ���%�* �
�D�  

�$6-3: E� ��, ���� �/ *��C!
 �$ E�
�.�� >
�/ E��3 + g,l x�A A�/  

8 → ∞	, �; æ→ 0	 ⟺ �n |�;|1 + |�;|o → 0	 
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W�-�QE� z�� :  U�)3� m |�8|1+|�8|n→ 0 E� G/�w U�)3�; æ→ 0E� ?$�]C-
 E-�-
 >+�9��# ,
 ���w
 >
�/ . .U�)3

 E-�-
 >+�9��# �$ä(�)  
�
|¹4|=D|¹4|  E�.U���R  

ä(�;) = |�;|1 + |�;| 
U��
$ ?�
���  

|�|1 + |�| ≤ 1	 ⟹ a. S									 supä(�) = 1 

		 � m |�8|1+|�8|n − ä(ü)x. S		 supä(�) = 1 ≤ 		æ{|�8| ≥ ü} ≤ � m |�8|1+|�8|nä(ü) 																		(2 − 6) 
U�$�3 z�� (�Y  

� n |�8|1+ |�8|o→ 0 

) >+�9��# G-
� G�- f46-2E� 7�� �� G�- �/ '(:E)�� . )3  

lim;→Hæ(|�;| ≥ ü) ≤ lim;→H � m
|¹4|=D|¹4|nä(ü) = 0 ⇒ lim;→Hæ(|�;| ≥ ü) = 0			 ⇒ �; æ→ 0 

:U!( %�&'� E� z�� *�! U�)3�; æ→ 0E� G/�w .U�)3� m |�8|1+|�8|n→ 0.  

 

) >+�9��# �Y a�	 ,
 ���w
 >
�/6-2E� ?$�C-
 '(U�)3  

� n |�8|1+ |�8|o− ä(ü) ≤ æ{|�8| ≥ ü} 
lim;→H�n |�;|1 + |�;|o− ä(ü) ≤ lim;→Hæ{|�;| ≥ ü} = 0 

lim;→H�n |�;|1 + |�;|o− ä(ü) = 0 

ä(ü) = ü1 + ü 
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(�Y	ü  E� G-
 >���CZ
 (
��ü = 0   f4ä(ü) = 0  P�)t�� ) $�/  �
�Z
|¹4|=D|¹4|   P�
�/�)/ + G-
 E)��#

� m |�8|1+|�8|n ≥ 0 U��
$ (  

lim;→H� > |�;|1 + |�;|? = 0 

�$6-4:  �� >
�/�; æ→ � @, 8 > 0  ?�.#i�; − �B æ→ 0.  

E� (�5# U" P�
 :W
+ �$E� ���C# 
� ��#�� +$ E�
�.�� *��C!
 �$ E�
�.�� �3  �$. �$  

U��
$  

æ(|�; − �B| > ü) = æ(|�; − � + � − �B| > ü) 
≤ æ m|�; − �| > ü2n + æ m|�B − �| > ü2n 

lim;→Hæ(|�; − �B| > ü) ≤ lim;→Hæ m|�; − �| > ü2n + lim;→Hæ m|�B − �| > ü2n 

lim;→Hæ(|�; − �B| > ü) = 0	 ⟹	�; − �B æ→0	 
��!�6-3:W
+ �$ .G-
 P��� ?,
 #
 X� �$ E�
�.�� ,
 E��Z G"�! *��C!
 �$ E�
�.�� g�T� :{X;}  ?,
 #
 �$ �� � �/	X  �R
 G-
�.��8 → ∞ ?�.#i  

�{|X; − X| > ü} → 0	 ⇒ 	X; �→X 

 �R
� *��C!
 ?,
 #
 
� æ  E� ���C# 
� *��C!
 �$ E�
�.�� U���./. �$  

��7�6-1:   �)3 z��	Ω = [0,1y ?,
 #
 +	æ �/ V�" ?,
 #
 '[0,1y  �"��#$ . A�/�;  �o# �$ ��, ���� �/ 
� ��

. ���./  

�;(ω) = ¾1					 ∈ [0, 18y0					 ∈ [18 , 1y 
E� G/�w  �"��#$ U�)3	�;. )C9� 
�.�� �� �/ *��C!
 �$ ��  

 :W
+ �$	�; = p(�;)  �3 $�/  �
�Z�; = � : ∈ [0, =;y�  . (�Yæ(�;) = =;  ')æ  (G-
 V�" ?,
 #


 ECW+ f48 → ∞   
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æ(�;) = 18 → 0 

E��	 ,
  

æ{|�;| > ü} = æ{�; > ü} + æ{�; < −ü} 
                                               = æ{�; = 1 = p(�;)} 

                                   = æ{p(�;) = 1} = æ(�;) → 0 

���C# �$  

æ{|�;| > ü} → 0 ⟹	�; æ→0 

��7�6-2:   �)3 z��{�;} �"��#$�3 >��	 �/  A�/ E�$�D� >����BC� ,
 >
  

¾æ(�; = 0) = 1 − 18?æ(�; = 8) = 18?								 
 �3  ��$ (�5#�; æ→0.  

:%�&'�  

æ(|�; − 0| > ü) = æ(|�;| > ü) = æ(�; > ü) + æ(�; < −ü) = æ(�; > ü) + 0 

  ���� ���8 > ü   	æ(�; = 8) = =;� 
� 	 �� ��  

                                                                 = =;�  

 ���C# �$lim;→Hæ(|�; − 0| > ü) = 0  + '�; æ→0  0          

��:;6-1 : �R
X(t) +  A�/ �C-��4 E�/���; æ→�	 ?�.#i  

X(�;) æ→X(�) 
:W�-�Q �  >
�/ G-
 E�$�D� ��BC�ü > 0  G/�wÕ E� �o# �$ >��	 
� �3 U���Ræ{|�;| > Õ} < r?.  

X  >+�u  >+� f4 G-
 �C-��4[−Õ, Õy  �C-��4 .?$�5� �C9/ ?,�/ >+� �C-��4 :/�� 
��, ) .G-
 GZ
�);� �C-��4

 (.G-
 GZ
�);�  
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∀ü > 0	, ∃w(ü, Õ); |�; − �| < w	 ⟹ |X(�;) − X(�)| < ü	 
  z�� �/w = r? E�GA�# (
��  

ÖYX(�8) − X(�)Y < ü× ⊃ {|�8 − �| < w} 
⟹ æÖYX(�8) − X(�)Y < ü× ≥ æ{|�8 − �| < w} 

⟹ lim8→∞æÖYX(�8) − X(�)Y < ü× ≥ lim8→∞æ{|�8 − �| < w} = 1 

lim;→Hæ{|X(�;) − X(�)| < w} = 1 

X(�;) æ→X(�) 
��:;6-2 :.G-
 �C9/ E/�9! *���
 G�� *��C!
 �$ E�
�.�� 7�� (E;9��I-
 ��MW)  

  �)3 z���; æ→�  +·; æ→· ?�.#i  

   (�"
x�; æ→x� '  

  (b�; + ·; æ→� + · '  

   (��;·; æ→�· '  

   ($
¹4º4 æ→ ¹º.  

:%�&'�  

 �R
 (�"
x = 0 E� z�� .G-
 ET� / ���C#  A�/ U�)3x ≠ 0 U��
$  A�/  

																																						æ{|x�; − x�| ≥ ü} = æ{|x||�; − �| ≥ ü} = æ ]|�; − �| ≥ ü|x|Ù 
														⟹ lim;→Hæ{|x�; − x�| ≥ ü} = lim;→Hæ ]|�; − �| ≥ ü|x|Ù = 0 

lim;→Hæ{|x�; − x�| ≥ ü} = 0 ⟹ x�; æ→x� 

  

U��
$ (b  
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						æ{|(�;+·;) − (� + ·)| ≥ ü} = æ{|(�; − �) + (·; − ·)| ≥ ü} ≤ æ{|(�; − �)| + |·; − ·| ≥ ü} 
																		≤ æ �|(�; − �)| ≥ ü2� + æ �|(·; − ·)| ≥ ü2� ⟹ lim;→Hæ{|(�;+·;) − (� + ·)| ≥ ü}≤ lim;→Hæ �|(�; − �)| ≥ ü2� + lim;→Hæ �|(·; − ·)| ≥ ü2� 

lim;→Hæ{|(�;+·;) − (� + ·)| ≥ ü} = 0	 ⟹	�; + ·; æ→� + · 

U��
$ ?�
��� (�  

						�;·; − �· = (�; − �)(·; − ·) + �(·; − ·) + ·(�; − �) ⟹ æ{|�;·; − �·| > ü} = æ{|(�; − �)(·; − ·) + �(·; − ·) + ·(�; − �)| > ü} 																																																																													≤ æ �|(�; − �)(·; − ·)| > ü3� + æ �|�(·; − ·)| > ü3�+ æ �|·(�; − �)| > ü3� 
*��C!
 :/
�� U�)3 G/�w  ��/ E� 7�� �� �/ E�l�/ �</
�E� �o# �$ 
� �Y G�- ,
 :/�� P�"+
  )3���RU��
$ U  

æ �|(�; − �)(·; − ·)| > ü3� 
= æ �|(�; − �)(·; − ·)| > ü3 , |�; − �| > ü3�+ æ �|(�; − �)(·; − ·)| > ü3 , |�; − �| < ü3� 

≤ æ �|�; − �| > ü3� + æ �|(�; − �)(·; − ·)| > ü3 , |�; − �| < ü3� 
� �/ �)/ z�æ �|�; − �| > rF�  E� 7�� �� G�- �/  )3�; æ→� +  

æ �|(�; − �)(·; − ·)| > ü3 , |�; − �| < ü3� 
  #�
 # E3
�CA
 s��  ��5�4 +$ (�Yæ(Φ) = 0 U��
$ f4  

lim;→Hæ �|(�; − �)(·; − ·)| > ü3� = 0 



 :��� +,�A�B�,� ��-��C�� A���`�------------------------------------------------------101  

  

E� p���� P��� �/E� 7�� �� G�- �/ K�# *��C!
 :/�� +$ �3 $�3 G/�w (
��U��
$ ���C# �$ +  ))3  

lim;→Hæ{|	�;·; − �·| > ü} ≤ 0	 ⟹ lim;→Hæ{|	�;·; − �·| > ü} = 0	 ⟹	�;·; æ→�·	 
 ��MW ,
 ���w
 >
�/ ($6-1 E� ?$�C-
  �)3 z�� .U�)3X(t) = =� U��
$  

 ·; æ→·	 ⟹ 	X(±;) æ→X(±)⟹	 =º4 æ→ =ºz�� [�	  

      (�) G�9W [�	�; =º4 æ→� =º 		⟹ ¹4º4 æ→ ¹º	   

                       

6-3  ��E�� U�%�
�� �� ���%�*q  

3��4�6-6: �"��#$ >����BC� ,
 >
  )#�� E�$�D�}�;{  ����� P�.#��� �$ 
�r  �/� U���R 
�.��  

  ECW+ �R
8 → ∞U�A�/ �CA
$ '  

E{|�; − �|[} → 0	 ⟹ �; [→ � 

 >
,
 �/� = 2 >
,
 �/ + P�.#��� :/�� �$ E�
�.�� 
� (i� = 1	 .U���R *+
 ����� P�.#��� �$ E�
�.�� 
� (i  

	
�$6-5:  �R
�; [→ �   ?�.#iE{|�;|[} → E{|�|[}.  

:%�&'�  

*+
 G"�!	� ≤ 1:  

�j	>+�9��#:	E(|� + ·|[) ≤ �j	E(|�|[) + �j	E(|·|[) 
 >+�9��# �$�j	  >�� �/�  +·   p���� �/�	+		(�; − �)	 E� �
�WU��$  

�j	 = �1											� ≤ 12[l=					� ≥ 1		)6-7                                             (

⟹ E(|�;|[) ≤ E(|�; − �|[) + E(|�|[)	E(|�;|[) − E(|�|[) ≤ E(|�; − �|[))6-8                               (
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 z�� [�	 (�Y�; [→ �  E)��E	(|�; − �|[) → 0 f4	
E	(|�;|[) → E	(|�|[) 

 g+$ G"�!� > 1 :  

E;-+�;)��	>+�9��# ∶ 	E=h(|� + ·|[) ≤ E=h(|�|[) + E=h(|·|[))6-9                    (	
 >�� �/ E;-+�;)�� >+�9��# �$�  +·  p���� �/�	+	(�; − �)  E� �
�WU��$.	

⟹ E=h(|�;|[) ≤ E=h(|�; − �|[) + E=h(|�|[)	
E=h(|�;|[) − E=h(|�|[) ≤ E=h(|�; − �|[) → 0	⟹ E	(|�;|[) → E	(|�|[) 

 �$6-6 :  �R
�; [→ �  ?�.#i  A�/ 
�.���; y→ �.	
 ECW+ +�;  ��x. S  g��� >
,
 �/ ?�.#i  )A�/ �
 #
�3�  ECW+ ���; y→ �   ?�.#i		�; [→ �.  

:%�&'�  U�)3 E� z���; [→ �  E� G/�w  )A�/ 
�.��U�)3  

�; y→ � 

E� ?$�C-
 �3��� >+�9��# ,
 ���w
 >
�/.U�)3	
�3���	>+�9��# ∶ 				æ{ä(�) ≥ ü} ≤ �{ä(�)}ü 	

ä(�) = |�; − �|[ 	; 	æ{|�; − �|[ ≥ ü[} ≤ E(|�; − �|[)ü[ 	
⟹ æ{|�; − �| ≥ ü} ≤ E(|�; − �|[)ü[ z��	[�	����� 0	

⟹ æ{|�; − �| ≥ ü} → 0 ⟹ �; y→ �	
E� z�� f;��/ U�)3�;  +  A�/ �
 #
�3 ���; y→ �	 E� G/�w  )A�/ 
�.�� U�)3�; [→ �.  

 �R
�;  ��x. S  )A�/ �
 #
�3  +�; y→ �  ?�.#i�  K�#x. S �
 #
�3  ���C# �$ + G-
�; − � 'x. S �
 #
�3   �
�Z

U��
$ E-�-
 >+�9��# ,
 ?$�C-
 �/ .$�/  
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E-�-
	>+�9��# ∶ 			 �{ä(�)} − ä(x)x. S		 STU ä(�) ≤ æ{|�| ≥ x} ≤ �{ä(�)}ä(x)  

 ($
$ �
�W �/ä(�) = 	 |t|[  +� = (�; − �) U��
$  

E(|�; − �|[) − xjsup ä(�) 	≤ æ{|�; − �| ≥ x} z��	[�	����� 0	
E(|�; − �|[) − xj ≤ 0 

 (�Y|�; − �|[ ≥ 0  f4E(|�; − �|[) ≥ 0 >
,
 �/ f4 .x = 0    :U��
$ K�#�(|�; − �|[) ≤ 0  

:GA
$ U��
�Z ?�.#i  

E(|�; − �|[) → 0	
�*���6-2 : ����� P�.#��� �$ E�
�.���  >����BC� �R
  )C9� *$��� +$�� + G-
 *��C!
 �$ E�
�.�� ,
 �C��W

 �	�/�� E�$�D�x. S. . )A�/ �
 #
�3	
 ��:;6-3 E�$�D� >����BC� �"��#$ :{�;}  �/ 
�.�� *��C!
 �$�  �R
 �T)� + �R
 G-
� m |¹4l¹|h=D|¹4l¹|hn  �/ 
�.��

E)��. A�/ ��  

�; y→� ⟺ � n |�; − �|[1 + |�; − �|[o → 0 

%�&'� U�)3 E� z�� :�; y→ � E� G/�wU�)3  

� n |�; − �|[1 + |�; − �|[o → 0	
 >
,
 �/ E-�-
 >+�9��# �$� > 0'ä(t) = |¹|h=D|¹|h	

>�� �/ +�  '�; − � E� �
�WU��
$ 'U��$	
� m |¹4l¹|h=D|¹4l¹|hn − �h=D�hx. S		supä(�) ≤ æ{|�; − �| ≥ x} ≤ � m |¹4l¹|h=D|¹4l¹|hn�h=D�h 																											 

																														 
 E� �o# �$ 
� {�� >+�9��# �Y G�- 
 C/
 �3 E��� (i ,
 'U���R�; y→ �  f4  
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æ{|�; − �| ≥ ü} → 0	
 (�Y +

|¹4l¹|h=D|¹4l¹|h  J
,
 �/ .G-
 G�L� K�# (i  ��
 f4 'G-
 G�L�x = 0   :U��
$�( |¹4l¹|h=D|¹4l¹|h) ≤ 0	
:GA
$ U��
�Z ?�.#i  

� n |�; − �|[1 + |�; − �|[o → 0	
E� �o# �$ 
� {�� >+�9��# G-
� G�- 'f;� ���w
 >
�/.U���R	

� n |�; − �|[1 + |�; − �|[o → 0	 ⟹ 	æ{|�; − �| ≥ x} ≤ 0	 ⟹ æ{|�; − �| ≥ x} → 0	
																									⟹ �; y→ � 

  

6-4 �b
�� ��� K�� ���%�* K
�
+]  

6-4-1  "�M� ���%�* ��+](MCT)  

  

 �R
0≥�; ↑ �  ?�.#i ' 0≥�(�;) ↑ �(�).  

W�-�Q G-
 P;�� :	�(�)   (�Y . A�/ E��)C��# �� E��)C��;  �/ ��� E� $���  ))3  

  f4�; ≤ �;D=  +�(�;) ≤ �(�;D=) �"��#$ 
@" .{�(�;)} E� + G-
 >$��� 
�);� ��	 �/ �� �3 U�#
$

 �"��#$ f4 'G-
  ! >
�
$ 
�);� �"��#$ ��{�(�;)} E� G/�w .$�
$  ! K�# �� �/
�/ �"��#$ P�
  ! U�)3	�(�) 

.G-
  

 E�$�D� >����BC� ,
 X� �� >
�/�V ≥ 0 E��"��#$ (
��  )#�� ?$�- E)��# E�$�D� >����BC� ,
 >
{�Vz}  
�

 �/ 
�);� ��	 �/ �3 $�3 �C9/
+�V    E)�� ' A�/ b��=C��Vz ↑ �V  

0, �==, �=?, … , �=; 		 ↑ �=⋮0, �;=, �;?, … , �;; 	 ↑ �;	
   �)3 z��·; = maxÏ0Ä	,Ø0Ä(XÏØ)  (�Y)�3b  ' )C9� ?$�- :/
�� ��·;  U��K3���3b  f4  )C9� ��·;  K�# ��

(. )C9� ?$�- :/
��  
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�V; ≤ ·; = maxÏ0Ä	,Ø0ÄQ�3bR ≤ �;									⟹ �(�V;) ≤ �(·;) ≤ E(�;)	⟹ lim; �(�V;) ≤ lim; �(·;) ≤ lim; �(�;)							)6-11(  

 (�Y�V; :U��
$ f4 U�)3 z�� U�#
�� E� 
�  ! +  ��
 >��  )C9� ?$�- ��	
lim; �(�V;) =�(lim; �V;) =�(�V))6-12                    (  

) �</
�6-12) �</
� �$ 
� (6-11E� �
�W (.U��$	
�(�V) ≤ lim; �(·;) ≤ lim; �(�;)	⟹ limV �(�V) ≤ lim; �(·;) ≤ lim; �(�;) 

 (�Y E��	 ,
limV �(�V) = lim; �(�;)f4 '  

lim; �(�;) ≤ 	 lim; �(·;) ≤ lim; �(�;)						)6-13                        (

�V; ≤ ·; ≤ �;	lim; �V; = �V ≤	 lim; ·; ≤ lim; �; = � 

	limV �V = � ≤ lim; ·; ≤ � 

lim; ·; = �												)6-14(  

 (�Y·;  �/ ���� �/ + U�)3 z�� U�#
�� E� 
� !+ ��
 >��' )C9� ?$�- :/
�� K�# ��lim; �(·;) = � mlim; ·;n '

) ����� +6-14(*)    '(� mlim; ·;n = �(�)   .) �</
� '(*) �</
� >�/
�/ �/ f46-13 U��
�Z ��, ���� �/ 
� (

GA
$:  

lim; �(�;) ≤ �(�) ≤ 	 lim; �(�;)	⟹ lim; �(�;) = �(�) 
 �*���6-3:  �R
	0≤�; ↓ �	 ?�.#i '�(�;) ↓ �(�).  

W�-�Q  �)3 z�� :¸; = (−�;)  ��MW �/ �)/ f4 G-
 >$��� 
�);� ��	 �/ + E)��#MCT U��
$  

¸; ↑ ¸ |�}~�� �(¸;) ↑ �(¸)																					
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⟹ �(−�;) ↑ �(−�)	⟹ −�(�;) ↑ −�(�) 																																							⟹ �(�;) ↓ �(�)																																													 
 �*���6-4 :  �R
�; ≥ 0 ?�.#i	

EA:XÏH
3<= C =: E(XÏ)H

3<= 	
:%�&'�  

EA:XÏH
3<= C														 

= � Alim; :XÏÄ
3<= C 

																																																					= 	lim; EA:XÏÄ
3<= C = lim; : E(XÏÄ

3<= ) =: E(XÏ)H
3<=  

	
��!�6-4: E�.$�3 ?�.# K�# �o)� P�
 ,
 
� 
�);� E�
�.�� ��MW ���� (
��  

 �R
0 ≤ �; ↑ �  ?�.#i '0 ≤ �(�;) ↑ �(�).	
lim; �; = �	 

� mlim; �;n = �(�) 
 (�Y�; ≥ 0 .$�3 z�� 
� *
�.C#
 +  ! >�� (
�� E� f4 '  

lim; �(�;) = �(�) 
 ��MW �.�$ ����� �/MCT E� ��<� 
�  ��
 +  ! ����� (�;�
 >
�/ x�A X�E� +  )3 �"��#$ �R
 �3  ��R�; 

E�  A�/ 
�);� + E)��# ��.$�3 z�� 
� E\���  ��
 +  ! >�� (
��  

��:;6-4: ()��� �$) )��� ��:; 
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E� ���w
 + (��/ ��, ���� �/ �3 G-
 ���� U" '
�);� E�
�.�� ��MW ,
 UT� ���C# X�.U�)3  

 �R
 (�"
· ≤ �;  +· ?�.#i  A�/ ��@4 *
�.C#
  

�Qlim�;R ≤ lim�(�;) 
 �R
 (b�; ≤ ¸  +¸ ?�.#i  A�/ ��@4 *
�.C#
	

lim�(�;) ≤ �Qlim�;R 
 �R
 (�· ≤ �; ≤ ¸  +·,	¸ *
�.C#
 +  )A�/ ��@4�; �.i�� X  ?�.#ilim; �(�;) = �(�).	

 ECW+ �3 $�3 ����  ��/· ≤ �;   A�/lim�;   + $����x. S  E"+ G-
 E��)C�lim�;  E��)C� G-
 P;��

 ECW+ P�)t�� +  A��#�; ≤ ¸ 'lim�;  E"+ $�/  �
�Z E��)C� + $����lim�;  . A��# E��)C� G-
 P;��	
:%�&'� 

  U�)3 E� z�� (�"
·; = infVW;�V .·; �"��#$ �� �/ 
�.�� �3  )C9� >$��� >��liminfVW;�V E����C# �$ ' )A�/  

lim·; = lim�;							)6-15                                                    (

E� z�� U�)3·; ≥ 0  ��MW �/ �)/MCT U��
$  

                       		�( ·;) ↑ �Qlim�;R	)6-16                                             (

  E��	 ,
�; ≥ ·;  +�(�;) ≥ �(·;)	���C# �$ '  

lim�(�;) ≥ lim�(·;) = 	lim�(·;) = �Qlim�;R ⟹ lim�(�;) ≥ �(lim�;) 
E� �o# �$ 
� EI3 G"�! *�! �3 EC"�! E)�� U���R·;  z�� �/ �)/ . A��# E)��# k��+K"	�; ≥ ·	f4 ' 

 ¸Ä = �; − · ≥ 0 (�Y .¸; E)� �# >
�/ �3 {�� G�9W �/ �)/  )C9� E)��# ��U��
$ U�$�3 ���w
 �� 

lim �(¸;) ≥ �Qlim ¸;R)6-17                                          (

�3 >��	 �/  

lim ¸; = lim�; − ·)6-18                                              (

���C# �$  
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�Qlim¸;R = �Qlim�; − ·R = �Qlim�;R − �(·))6-19                        (

+  

lim	�(¸;) = lim	�(�;) − �(·))6-20                                  (

 �
���� >�
@.��� �/)6-19) + (6-20) �$ (6-17( E� ���C#$�A  

lim �(�;) ≥ 	�(lim�;).  

 U�)3 E� z�� (b�; ≤ ¸ ���C#�$ '¸Ä = ¸ − �; ≥ 0 (�Y .¸; ≥ 0  G�9W �/ �)/ f41 U��
$ 

lim	�(¸;) ≥ 	�Qlim ¸;R 
E��	 ,
 

E(¸Ä) = E(Z) − E(�;))6-21                                            (	  

lim ¸; = ¸ −	 lim�;)6-22                                               (

lim	�(¸;) = limQE(Z) − E(�;)R = �(¸) − lim	�(�;) )6-23               (  

�Qlim¸;R = �Q¸ − lim	(�;R) = �(¸) − �Qlim�;R				)6-24               (	  

���C# �$  

�(¸) − lim	�(�;) ≥ �(¸) − �(lim�;) ⟹ lim	�(�;) ≤ �(lim�;) 
U��
$ EI3 G"�! �$ f4 

�(lim�;) ≤ lim	�(�;) ≤ lim	�(�;) ≤ �(lim�;)    )6-25(   

 �3 P�
 z�� �/ (��; �.i�� X U��
$ 'lim; �; = �  +lim�; = lim�; = lim; �; = � �</
� ,
 ?$�C-
 �/ .

)6-25GA
$ U��
�Z '(  

�(�) ≤ lim	�(�;) ≤ lim	�(�;) ≤ �(�) ⟹ lim	�(�;) = �(�)	
 �*���6-5 : �R
|�;| ≤ ·  +· *
�.C#
U��
$  A�/ ��@4 
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�R
	�; �.i�� X ⟹ 	�(�;) → �(�) 
%�&'� U" (�) G�9W �/ ���� �/ :E� g��#
 ����   (�Y .$�A−· ≤ �; ≤ ·   +−·,	· *
�.C#
  _�
�A ' )C9� ��@4

.G-
 �
�W�/ ���� U" (�) G�9W	
 ��:;6-5) :J)dC� A���`�- ��:;(؛ ) ���C# �$6-5 x�A �R
 '(�; �.i�� X  x�A �/ 
��; y→ X  �$ U�)3 z��

 . �$ E� ���C# 'G-
 a+��� b�IB� E�
�.�� ��MW �/ �3 
� >
 ��MW '���C# P�
 ���� P�
  

 �R
 f4|�;| ≤ ·  +·  A�/ ��@4 *
�.C#
  �R
 +�; y→ X  ?�.#i�(�;) → �(�).  

:%�&'�  >
�/ 
� ��MW 
 C/
� = 0  �3 ECW+ E)���; y→ 0 E� 7��E� G/�w  )3.U�)3  

 �"��#$�(�;)  +lim	�(�;)  (�Y)  ���./ �o# �$ 
�−· ≤ �; ≤ ·  f4 'G-
lim	�(�;) .(G-
 $����  

�"��#$ ��,  )#�� >
�;� y→ 0 �3 E�9W �/ $�
$ $��+  

�(�;�) → lim	�(�;)	
  )#�� �"��#$ ��, X� '7�W ,
 >
 ��MW �/ �)/{�;"}	  ,
{�;}  �3 E�9W �/ $�
$ $��+�;" �.i�� 0���C# �/ �)/ .  ,
 >


 z�� + 7�W|�;| < ·  $�A E� ���C#�(�;") → 0.  

U��
$ f4 $�
$ $��+ 
�.�� �"��#$ ��, X� ,
 
�.�� �"��#$ ��, +$ f4  

lim	�(�;) = lim�(�;") = 0 ⟹ lim	�(�;) = 0)6-26                        (

E� p���� P��� �/�"��#$ ��, (
�� ,
 >
�;  �/ (i E\���  ��
 �3 $�3 b�OC#
 ��lim	�(�;)   )#�� +  A�/ 
�.��

l�/ G�9W  

lim	�(�;) = 0	)6-27                                                      (

) ,
 ?$�C-
 �/6-26) + (6-27U��
$ (  

lim	�(�;) = lim	�(�;) = 0 ⟹ lim	�(�;) = 0	
E� z�� *�! U�)3�; y→ X U��
$  

�; y→ X⟹ �; − X y→ 0	
 (�Y|�;| < ·f4 '  
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−· ≤ �; ≤ · ⟹ −� − · ≤ �; − X ≤ · − �	⟹ −2· ≤ −� − · ≤ �; − X ≤ Y − X ≤ Y + Y = 2Y ⟹ |�; − X| ≤ 2Y 

 (�Y +�; − X y→ 0  +|�; − X| ≤ 2Y U��
$ + G-
 �
�W�/ 7�W G"�! _�
�A  

lim �(�; − X) = 0 ⟹ lim�(�;) = E(X) 	
6-5 ����"� ��+]  

��MW _9/ �/ qO/ P�
 �$E� >
 P�
 .U�)3 z�� �#�R+$ *
�.C#
 �$ 
� p���� $�/ U��
�Z �$�W (i E	 �3 U�,
$�4

.G-
 78�9� 7! + ���MW ���w
 �$ > )�+��# �
K/
 ��MW  

  �)3 z��(�, �)  +(·,Υ) ?,
 #
 >�M� +$ P�)t�� +  )A�/ ��@4μ  +�  ���M� P�
 >+� ? A ����� ?,
 #
 +$

3$ b�\ 7��!) E/�\ 7��! >�M� . A�/���� �/ (E���  

X × · = {( =,  ?);		 = ∈ �		,  ? ∈ ·}	
 E/�\ 7��! >�M� �$ . A�/ E�X × · 7�<C9�?,
 #
 >��E� ����� ��, ���� �/ 
� ��@4:U�)3  

�+, g��� ������ >��{( =,  ?);		 = ∈ �=		,  ? ∈ �?}  7�<C9��= × �? E� 7�;5� 
�. )�$  

  �R
�? ∈ Υ+		�= ∈ χ  ?�.#i�= × �? ?,
 #
 7�<C9� X�.$�/  �
�Z ��@4  

6-5-1 ���b 1X
� $��� 
�%�4  

 ��
$�R 7��A *���)�� (
 �� ��.�-{�= × �?; 		�= ∈ χ		, �? ∈ Υ} 7��! (
 �� >��.�- 
�. )��R E/�\  

χ × Υ = σ{�= × �?; 		�= ∈ χ		, �? ∈ Υ}	
 3��4�6-7 U�)3 z�� :� ,
 >�M�χ × Υ  >
,
 �/ ���� P�
�$ ' A�/t	 ∈ χ  ������ ��, '��  ,
Υ   �/ 
�

E� ����� ��, ����U�)3  

�� = {y	ϵΥ	; (t	, ±) 	 ∈ 	�} ⊂ Υ ��  ������ :<=� 
��  �<=# �$t E�E� p���� P��� �/ .U���# :<=� U�#
���  �<=# �$±	 ∈ 	Υ  ����� K�# 
�

.U�)3  

�� = {x	 ∈ χ	; (t	, ±) 	 ∈ 	�} ⊂ χ	
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 :W
+ �$��  ,
 E5O/E  _-�� �3 G-
t E� P���� + $�A�
  ,
 E5O/E  _-�� �3 G-
± E� P����.$�A  

 �$6-7:  �R
�	 ∈ 	χ × Υ  �� >
�/ ?�.#i  A�/t  �������� �/ G�9#	Υ ?,
 #
 �� >
�/ + G-
 ��@4±  ������ �
  �/ G�9#χ .G-
 ��@4 ?,
 #
  

%�&'� >
�/ :t   �)3 z�� EC/�wë�  A�/ ��, ���� �/ GA�.# X�  

ë�: y → X × · 

�</�\ �/  

ë�(y) = (x, y) 
 �R
� = � × � ?,
 #
 7�<C9� X�U��
$ ?�.#i  A�/ ��@4  

ë�l=(E) = {y ∶ (t, ±) ∈ � = � × �} = ]�										t ∈ �$										t ∉ � ⟹ë�l=(E) 	 ∈ Υ 

U��
$ ? A ? #
�Z ��MW ,
 ?$�C-
 �/ P�
�/�)/  

ë�l=(E) 	 ∈ Υ⟹  A	 �
�Z	 Υχ × Υ ��@4	?,
 #
	ë� 

 3��4�6-8:   �)3 z��(�, χ)+		(Y,Υ)  +  )A�/ ��@4 ?,
 #
 >�M� +$(	� × ·	, χ × Υ	) ?,
 #
 >�M� ��@4

  �)3 z�� . A�/ �M� +$ P�
 b�\ ,
 7��!X: � × · → u   �� J
,
 �/ ���� P�
 �$ ' A�/ ?
�O"$ E�/��t	 ∈ X 

 :/��X(t, . ): ·	 → u   �</�\ �/X(t, . ) = X(t, ±), ∀	± ∈ ·  �� >
�/ +±	 ∈ Y  :/��X(. , ±): �	 → u 

 �</�\ �/X(. , ±) = X(t, ±), ∀	t ∈ � E� �o# �$ 
�.U���R  

  :/
��X(t, . )  +X(. , ±)  :/�� :	�=� 
�X  x�=# �$ p���� �/t  +± E� :W
+ �$ .U���#X(t, . )  ,
 E5O/X  G-


 _-�� �3t E� P���� + $�AX(. , ±)  ,
 E5O/X  _-�� �3 G-
± E� P����.$�A  

�$6-8:  �R
X ?,
 #
 ��@4	(χ × Υ) �� >
�/ ?�.#i  A�/t  :/�� EC/�wX(t, . ) ?,
 #
 ��@4Υ  �� >
�/ + G-
±  EC/�w

 :/��X(. , ±) ?,
 #
 ��@4χ .G-
  

%�&'� �R
  :X  ��@4 ?,
 #

�×��  ? A ? #
�Z ��MW ,
 ?$�C-
 �/ ?�.#i  A�/	X�H ?,
 #
 ��@4

��  P�
�/�)/ .$�/  �
�Z X(t, . ) = X}H(. ) ?,
 #
 ��@4y .$�/  �
�Z  
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6-5-2   ���b 1X
� ����(Product Measure)  

  �)3 z�� *�!(�, �	, �)  +(·,Υ, �) ?,
 #
 >�M� +  )A�/ ?,
 #
 >�M� +$ ��@4	(� × ·	, χ × Υ) ,


7��! U�)3 z�� . A�/ ? A 7��! �T#i b�\�	 ∈ χ × Υ  +�� '	�
  :	�=� p���� �/E  �<=# �$t	 ∈ X  + ±	 ∈ Y ) U" �$  A�/6-7 �3 U�$�3 G/�w '(�� '	�
  �/ G�9# p���� �/	Υ, χ ?,
 #
E� P�
�/�)/  )C9� ��@4 (
��

 >+��� '�
 ?,
 #
.$�3 ����� 
� ��, >��  

�[± ∶ (t, ±) ∈ 	�y = 	 p�(t)�(�) �[t ∶ (t, ±) ∈ 	�y = 	 p»(±)�(�) 
?,
 #
 P�)t�� + E��)C� >��Π"(�)	,Π′(�)	 E� �o# �$ ��, ���� �/ 
�U���R 

Π�(�) = ��[± ∶ (t, ±) ∈ 	�y�(³t),								� ∈ 	� × Υ	
¹  

Π"(�) = ��[t ∶ (t, ±) ∈ 	�y�	(³±),									� ∈ 	� × Υ	
º  

E� G/�w  U�)3μ(�). �(�) = Π�(� × �) = Π"(� × �).  

Π�(� × �) = ��[± ∶ (t, ±) ∈ 	� × �y�(³t)	
¹=	� p�(t)�(�)�	(³t) = 	�(�)� p�(t)�	(³t)����������(�)

= �(�). �(�) 
Π"(� × �) = ��[t ∶ (t, ±) ∈ 	� × �y�	(³±)	

º= � p»(±)�(�)�(³±) = �(�)� p»(±)�(³±)����������(»)
= μ(�). �(�) 

																									⟹ Π�(� × �) = Π"(� × �) = μ(�). �(�)	
 ECW+w ?,
 #
 :/�� X�  ?,
 #
  A�/ E)��# ��@4� E� ����� ��, ���� �/ 
�U�)3  

�(�) = �w	³�	
�� X	³� = � p�X	³�	

�
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��:;6-6 :)A=�Q)� ��:;( �R
 �(�, �	, �)  +(·,Υ, �) ?,
 #
 >�M� +$ +  )A�/ E��)C� ��.�- ��@4 ∏(�) = Π�(�) = Π"(�)  (
 �� ��.�- >+� E��)C� ��.�- ?,
 #
 (
�)� �/� × Υ U��
$ .$�A �����  

(�"
  

� X(t, ±)ΠQ³(t	, ±)R	
¹×º = � >�X(t, ±)�(³±)	

º ?	
¹ 	�(³t) 

(b 

� X(t, ±)ΠQ³(t	, ±)R	
¹×º = � >�X(t, ±)�(³t)	

¹ ?	
º 	�(³±) 

%�&'�E� z�� : U�)3X = p����� P�
 �$ '	
� X(t, ±)ΠQ³(t	, ±)R	
¹×º = � I¼ΠQ³(t	, ±)R	

¹×º = Π(�)	
� >�X(t, ±)�(³±)	

º ?	
¹ 	�(³t) = � >� I¼	�(³±)	

º ?	
¹ 	�(³t)����������������(�)

= ��(�)	
¹ �(³t)����������1(�)�����	�/	�)/

= Π�(�)	
� >�X(t, ±)�(³t)	

¹ ?	
º 	�(³±) = � >� I¼	�(³t)	

¹ ?	
º 	�(³±)����������������(�)

= ��(�)	
º �(³±) = Π"(�)	

 U�$�3 G/�w �3 E��� (i ,
Π(�) = 	Π�(�) = Π"(�)	 U��
$ f4  

� X(t, ±)ΠQ³(t	, ±)R	
¹×º = � �X(t, ±)	�(³±)	

º
	
¹ 	�(³t)	

= � �X(t, ±)	�(³t)	�(³±)	
¹

	
º  

E� z�� *�! U�)3X = ∑x3p�à  J
,
 �/ ' )A�/ E)� ��} ?$�- :/
��(t, ±)¯	�3 '  

 U��$ E� �
�W�3= = t  +�3? = ±U��
$ .  
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� �X(t, ±)�(³±)	
º

	
¹ �(³t) = � � :x3p�à �(³±)	

º
	
¹ �(³t) =:� �x3p�à�(³±)	

º
	
¹ �(³t)

=:� x3 ���
�� p�à�(³±)	
º��������[
∶(�,
)��ày ��

��	
¹ �(³t) =:�x3�(�3?)�(³t)		

�
=:x3�(�3?)��(³t)		

���������(�à=)
	

                                     				= ∑x3�(�3?)	μ( �3=)	)6-28                                                       (

�.�$ E��	 ,
  

� �X(t, ±)	�(³t)	�(³±)	
¹

	
º = � � :x3p�à 	�(³t)	�(³±)	

¹
	
º  

=	:� �x3p�à 	�(³t)	�(³±)	
¹

	
º =:� x3 >� p�à 	�(³t)	

¹ ?����������[�∶(�,
)��ày
	
º �(³±) 

=:�x3 	�(�3=)	
º �(³±) = 	:x3 	�(�3=)��(³±)	

º������(�à�)
 

                                                  = ∑x3 	�(�3=) �(�3?))6-29                                               (  

�.�$ E��	 ,
  

� X(t, ±)ΠQ³(t	, ±)R	
¹×º = � :x3p�à ΠQ³(t	, ±)R	

¹×º  

					= ∑x3 ; p�àΠQ³(t	, ±)R	¹×º 		)6-30                                  (

=:x3 	�(�3=) �(�3?) 
) ,
 f46-28) '(6-29) + (6-30U��
$ (  

� X(t, ±)ΠQ³(t	, ±)R	
¹×º = � �X(t, ±)	�(³±)	

º
	
¹ 	�(³t) 			= � �X(t, ±)	�(³t)	�(³±)	

¹
	
º  

  �)3 z�� *�!X ≥ 0  �3 $�
$ $��+ E)� ��} ?$�- :/
�� ? A ? #
�Z ��MW �/ �)/ ?�.#i  A�/ E)� ��} E�/�� X; ↑ X  ��MW �/ �)/ f4Q�ë '[; X; ³	�y 	 ↑ [;X³	�y ���C# �$ .  
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�� X;υ(³±)	
º � ↑ �� X	υ(³±)	

º � 
+  

�� X;	μ(³t)	
¹ � ↑ �� X	μ(³t)	

¹ � 
��	 P��� +  

limÄ→H� X;υ(³±)	
º = � X	υ(³±)	

º  

+  

limÄ→H� X;	μ(³t)	
¹ = � X	μ(³t)	

¹  

���C# �$  

� �X(t, ±)	�(³±)	
º

	
¹ 	�(³t) = � limÄ→H�X;υ	(³±)	

º
	

¹ �(³t) = limÄ→H� �X;(t, ±)	�(³±)	
º

	
¹ 	�(³t) 

+  

� �X(t, ±)		�(³t)�(³±)	
¹

	
º = � limÄ→H	

º �X;μ	(³t)�(³±)	
¹ = limÄ→H� �X;(t, ±)		�(³t)�(³±)	

¹
	
º  

 (�Y E��	 ,
X; U�$�3 G/�w ?$�- :/
�� >
�/ 7�W G�9W �$ +  )C9� E)� ��} ?$�- :/
��  

� �X		�(³t)�(³±)	
¹

	
º = � �X	�(³±)	

º
	
¹ 	�(³t) 

 :/
�� >
�/ f4X ≥ 0 .G-
 �
�W�/ �</
� U�  

� X(t, ±)ΠQ³(t	, ±)R	
¹×º = limÄ→H� X;(t, ±)ΠQ³(t	, ±)R	

¹×º  

  

E� z�� *�! U�)3X  . A�/ EI3 :/�� X�X = XD − Xl  +|X| = |XD| + |Xl|���C# �$ .  
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� � 		º XD	�(³±)	
¹ 	�(³t) = � � 		¹ XD		�(³t)�(³±)	

º 	 
																																											= � XDΠQ³(t	, ±)R	

¹×º  

+  

� �Xl�(³±)	�(³t)	
º

	
¹ = � �Xl		�(³t)�(³±)	

¹
	
º 	= � XlΠQ³(t	, ±)R	

¹×º  

� �XD	�(³±)�(³t)	
º

	
¹ −� �Xl	�(³±)�(³t)		

º
	
¹ 			 

																																																																= � �XD		�(³t)�(³±)	
¹

	
º −� �Xl		�(³t)�(³±)	

¹
	
º  

																																																																= � XDΠQ³(t	, ±)R	
¹×º −� XlΠQ³(t	, ±)R	

¹×º  

																																																																= � (XD − Xl)Π(³(�, ·))	
¹×º  

� �X 		�(³±)�(³t)	
º

	
¹ 	= � �X 			�(³t)�(³±)	

¹
	
º = � X 	ΠQ³(t	, ±)R	

¹×º  

 

6-6 1J
,�  

1(  ?,
 #
 >�M�  �)3 z��(u	,ℛ	, �)  �3�	  >����BC� .G-
 V�" ?,
 #
�; / 
� � ��, ����: ���./ �o# �$  

� ≡ 0		, �;( ) = +n?								0 <  < 1n0																							o.w 

: ��$ (�5# ?�.#i 

�;( ) ⟶ �( ),			∀ ¯Ω 

2(  : �)3 z�� 

p = 	� -x^2e

H
lH ³t 
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 *
�.C#
 b
�� ?�.#ip . �)3 
 �4 
� 

3( . �)3 
 �4 
� ��, *
�.C#
 b
��  

� sin ttH
¿ ³t 

4(   �R
�=, … , �;   :�,�� �/ E�$�D� >����BC�$(0, j)   > ! :�,��  )A�/·; = �(;)  �/��/ 
� 

  �)3 z��{�;}�"��#$:�3 >��	 �/  A�/ E�$�D� >����BC� ,
 >
 

U	(�; = 0) = 1 − 18		 , U	(�; = 1) = 18 8 = 1,2, … 

5(   ��$ (�5#X; ¢�→0.  �R
�=, … , �;  GZ
�);� :�,�� ,
 E�$�D� �#��# X�	$(0, j)  :�,�� ?�.#i  A�/

  > !¸; = 8�(=) . �)3 
 �4 
� 

 

6(   �)3 z��{�;} �"��#$: A�/ ��, _�
�A �/ E�$�D� >����BC� ,
 >
  

\x�(�;) = q;?	, �(�;) = @; 

 ECW+  �)3 G/�w8 → ∞'	q;? → 0  ?�.#i�B − �; .G-
�.�� �� �/ *��C!
 �$  

7(  �R
�; �.i�� �  +·; �.i�� ·   : ��$ (�5#�; + ·; �.i��� + ·.  

8(  �R
{�;, ·;} �"��#$�+, ,
 >
 >��E�$�D� >����BC�  +  )A�/·; £→ ·  +|�; − ·;| £→ 0 :?�.#i  

.�; £→·  

9(   �)3 z��ä  +  A�/ �C-��4 E�/���; −	·; G→0  �R
·; £→· �3  ��$ (�5#  

.ä(�;) − 	ä(·;) G→0  

10(  �R
  ��$ (�5#STU�(|�;|[) = � < ∞  ,
 ?�.#i�; G→� E� ���C#�3 $�A  

�; j1→X, ∀�� ≤ � 

11(    �R
 �3  ��$ (�5#�;¯M[      +�; [→ �   ?�.#i�B − �; [→0 .f;��/ +  

12(   �R
			�; [→ � ?�.#i			�; [1→ �	, �� < �  
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13(   �)3 z���;¯M[   �)3 G/�w�; [→ �	  �R
 _=� + �R
�; G→ � +  

�(|�;|[) → �(|�|[) < ∞ 

14(  �R
�; − �;� G→ 0  +f;(t) → f(t)  ��$�=� (��� >
�/ �3  ��$ (�5#t  

.f;�(t) → f(t) 

�; − �;� G→ 0		 ⇒ 		�; G→�;�				⇒ 	f;(t) → f;�(t)f;(t) → f(t) Ù 	⇒ 		f;�(t) → f(t). 
15(  E�$�D� >����BC� �"��#${�;}  GZ
�);� ����=� ��	 �/ 
�(x. T)  �/� �� >
�/ ?�R �� U���R 
�.�� 

 ε > 0  �3 >��	 �/  A�/ �CA
$ $��+ ��@4 ?,
 #
 ������ X�æ(�) < ε GZ
�);� ��	 �/ +  

�;( ) = �( ),							∀	 ¯�� 

16(  ��$ (�5#  

�; �.:�� �	 ⇒ 	�; �.i�� �	 ⇒ 	�; G→ � 

17(  ��i�; �.i�� � E� ���C# �3  �$�; �.:�� ��  

18(   �)3 z��{�;} �"��#$ �/  )A�/ 7=C9� E�$�D� >����BC� ,
 >
�3 E�9W  

æ[�; = 0y = 1 − 8l?								æ[�; = �;y = 8l? 

 E�
�.�� GT� ,
 
� �"��#$ G��\+x. S  ����� P�.#��� �$ E�
�.�� +� . �)3 E-��/  

19(   �)3 z��{�;}�"��#$�3 E�9W �/  )A�/ 7=C9� E�$�D� >����BC� ,
 >
 

æ[�; = 0y = 1 − 8l=								æ £�; = 8 =�h¤ = 8l= 

GT� ,
 
� �"��#$ G��\+  E�
�.��x. S  ����� P�.#��� �$ E�
�.�� +�  E-��/. �)3  



 

7�:* 12�  

�2V�� N�
E  

  

 ���i �$ UT� r!��� ,
 E;� �DO5� :/��E� A�/. (�����	 E� 7�W ,
 �3/��  �#
$$�
 # $��+ ?�
��� �+�C5R  "�� :. 

E���� �$�3  $�
$ $��+ ?�
��� �DO5� :/�� + E�
�Z �/ ���� �/ �DO5� P�)t�� ? A (��/ :�,�� :/�� >
�/ �3

+� P�
 ,
 G-
  X� �~�)� �3 U���.�� ���C#�/X� G-
 �
�W�/ :�,�� :/�� + �DO5� :/�� P�/ .  

  

7-1  �2V�� N�
E  

  �)3 z��f E�$�D� ��BC� :�,�� :/��X   :G���Z +$ �/f(−∞) = 0  +f(+∞) = 1  A�/ 

�DO5� :/�� fX� �:/� _ICO� �$�=� �/�</
� �  

7,(T) = � �3:�³f(t)�  

T ∈ u													,							4 = √−1 

E� �����$�A  

E���#i,
 �3�3� = �.St + 4S48t    GA
$ U��
�Z  

Φ,(T) = � �.STt³f(t)� + 4� S48Tt³f(�)�  

  

  

��7�7-1:  
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 -�R
 �  U��
$  A�/ $�
 #�C-
 *���# E"�.Y >
�
$:                                                                                                                             

�~ì(0,1) 
Φ,(T) = � 1√2�� ��H�� �3:�³t 2

21

2 2
1 ( )

2R

ux iu
dxeπ

−
−−= ∫  

= 2
21

2 2
1 ( )

2R

ux iu
dxe eπ

−
−−∫ 	 2

21

2 2
1 ( )

2R

u x iu
dxe eπ

−
− −= =∫

2

2

u

e
−

 

-�R
�   A�/ E���# :�,�� >�
$U��
$ :  

X(t) = ��l�															t ≥ 00																			t < 0 

Φ,(T) = � �3:�³f(t) = � �l��3:�³t = � �(3:l=)�³tH
¿

H
¿� 												

= � �l(=l3:)�³t = −11 − 4T �l(=l3:)�YH¿
H
¿  

															= −11 − 4T [�lH − �¿y = 11 − 4T = (1 − 4T)l= 

-�R
�  :�,�� >�
$�I��+$>
   A�/U��
$:  

�~�(8, U) ñ = 1 − U 

⇒ U�(t) = m8tn U�ñ;l�																t = 0,1, … , 8	 
  

7�(T) =:�3:�U�(t) =:�3:� m8tn U�ñ;l�;
�<¿

;
�<¿  

									= :m8tn (U�3:)�ñ;l� = (U�3: + ñ);;
�<¿  

-�R
�   A�/ P-
�4 :�,�� >�
$U��
$ :  
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�~æ(�) 
æ(� = t) = �l���t! 																t = 0,1,2, … 

⇒ Φ�(T) =:�3:�H
�<¿

�l���t! = �l�:(��3:)�t!H
�<¿  

= �l���¥à¦ = ��(¥à¦l=) 
-�R
� �$�	   A�/ ? �����GA
$ U��
�Z :  

æ(� = t) = +1																		t = �0																			.. í		 
⇒ Φ�(T) =: �3:�U(t) = �3:��  

 ��!�7-1:  �R
  �DO5� :/��f	   A�/  �DO5� :/��  K�#E� �3  A�/c G-
 G/�w P�
 �/ .

7�"$   

Φ§(T) = � �3:�³.(t)� = � �3:�³f(t)� = Φ,(T) = Φ		 
	³.(t) = ³[f(t) + �y 

3��4�7-1:  �R
0 < ¥ < 1  �f?(t), f=(t)  :�,�� :/
�� )A�/  +f $�A ����� ��, ���D/  

f(t) = ¥f=(t) + (1 − ¥)f?(t) 
 �$���� P�
  �DO5� :/��f $�/  �
�Z ��, ���D/  

f(t) = ¥f=(t) + (1 − ¥)f?(t) ³f(t) = ¥³f=(t) + (1 − ¥)³f?(t) 
Φ,(T) = � �3:�³f(t)� = � �3:�[¥³f=(t) + (1 − ¥)³f?(t)y�  

= ¥� �3:�� ³f=(t) + (1 − ¥)� �3:�� ³f?(t) 

Φ( ) ( ) cxFxG +=
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= ¥Φ,=(T) + (1 − ¥)Φ,�(T) 
 �R
 EI3 G"�! �$f(t) = ∑ ¥33 f3(t)  ' A�/ �3			∑ ¥3 = 13?�.#i :  

³f(t) =:¥33 ³f3(t) 
GA
$ U��
�Z P�
�/�)/ + :  

Φ,(T) =:¥33 Φ,à(T) 
��7�7-2: �;)�
 z�� �/1f  + �� �$ ? ����� :�,��2f U��
$  A�/ E���# :�,�� :  

f(t) = Uf=(t) + (1 − U)f?(t) ⇒ Φ,(T) = UΦ,=(T) + (1 − U)Φ,�(T) = U + (1 − U)(1 − 4T)l= 

7-1-1   �2V�� N�
E���L����  

 �)3 z���  +·  E�$�D� ��BC� X� �� E�$�D� ��BC� +$> �/+$  �$ . )A�/P�
���� U��
$  

Φ¹,º(T, #) = �(�3:¹D3¨º) 										Φ¹,º(T, 0) = �(�3:¹) = Φ¹(T) 									Φ¹,º(0,#) = �(�3¨º) = Φº(#) 
 

��7�7-3 : *��C!
 E"�.Y  �)3 z��(�, ·)  A�/ ��, ���D/  

æ(−1,−1) = 16			 , æ(−1,1) = 16				 , æ(1, −1) = 13				 , æ(1,1) = 13 

 �DO5� :/�� 'P�
�/�)/(�, ·)   ��, ���� �/�$ E� �i  

Φ¹,º(T, #) = ::�3:�D3¨
æ¹,º(t, ±)																				
�  
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																																= 16�−4T−4#+ 16�−4T+4#+ 13�4T−4#+13�4T+4# 

= 13 �.S#(3�.ST + 4sinT)			 
3��4�7-2 : E�$�D� �
$�/ �DO5� :/��(�=, �?, … , �y) �/�/ G-
 �/
  

Φ¹=,¹�,…,¹©QT=, T?, … , TGR = �(�3:=¹=D3:�¹�D⋯D3:ª¹ª 

��7� 7-4: 3 :�,�� �DO5� :/���EA $�
 #�C-
  :G-
 ��, ���D/  

X(t) = 1�(1 + t?) ⇒ Φ�(T) = �l|:| 
3 :�,�� �DO5� :/�� +�EA G-
 2�4l :�,�� E"�.Y :/�� ,
 E/�M�.  �$���D)�
 3 :�,�� �+, �/�+ EA  '2�4l

�+,>�� E� �CR �+$K�.$�A  

 

7-2  ��
4 Q�X
` ��6  

 ��:;7-1 : �R
   )#�� EI3 E�$�D� ��BC� X� �DO5� :/�� :?�.#i ' A�/  

 (�"
 .G-
 �C-��4  

(b  |Φ�(T)| ≤ Φ(0)  

 ( �Φ�(T)  _ICO� �+$K�Φ(T) G-
 +	Φ�(−T) = Φ(T)  

$(   �R
Φ�(T)  �DO5� :/���   �DO5� :/�� ' A�/x + |�  �/
�/�3:�Φ(T|)  + G-
   �DO5� :/��–�  

 .G-
  

 (]�  �R
 _=� + �R
 G-
 E=�=!� . A�/ �)��W � �� �/ G�9#  

 +(   �R
Φ;(T)  x�A �/ ' )A�/ �DO5� :/
�� ��∑ �; = 1,; �; ≥ 0	 E� ���C#  �$∑ �;Φ;(T)  :/�� K�#

.G-
 �DO5�  

> �;)�
 z�� �/ (�(�X)  A�/ �CA
$ $��+ (��" X� _9/ ̀ 
�
$7(D) = ∑ �V= (3X)�V! + «((4D)V)XV<¿ 	 

���$ �3  A�/ (i  «(t)   �3  �$ (�5# 
� �C��3�3 E��.)� t → 0 U��
$  )3 E� 7��  «(t)/t → 0   

ΦF

Φ

Φ

Φ

( )tϕ
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(( DO5� :/�� �� (l���3  "�� :/�� � g+$Ψ(X) = Û.ä7(D) _9/ `
�
$Ψ(X) = ∑ Àb (3X)�b! + .(DV)Xb<¿ 

 (i �$ �3 G-
Àb   ����� (l���3d    g
�  �� ? ���#.$�A  

%�&'�: �3 U��$ (�5# ($�/ �C-��4 ����� �/ ���� �/ G-
 E��3 (�"
  

YT − T‘Y → 0 

YΦ(T) − Φ(T‘)Y → 0 

GA
$ U��
�Z ���C# �$ :

  

YΦ(T) − Φ(T‘)Y = ¯� �3:¹³f(t) −� �3:’¹³f(t)¯ 
																													≤ �R�3:¹m1 − �3Q:‘l:R�nR³f(t) 
																									= �Y�3:¹YR1 − �3(:‘l:)�R³f(t) 

															= �R1 − �3(:‘l:)�R³f(t) 
  U�$�3 z�� (�Y +YT − T‘Y → 0 ���C# �$ ' )3 E� 7�� �� �/= 1 	�3(:‘l:) → �¿  �$ ' )3 E� 7��

U��
$ G��T# : 

R1 − �3(:‘l:)�R → 0 

YΦ(T) − Φ(T‘)Y → 0 

 ���C# �$ .G-
 �C-��4  

 (b  

|Φ(T)| = ¯� �3:¹³f(t)¯ ≤ �Y�3:¹Y³f(t) 
= � ³f(t) =f(+∞) − f(−∞) = 1 − 0 = 1 

		 دھ6.7* 2345 (ب) را .-,+* ()
  

Φ
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(�	
Φ(−T) = � �l3:¹³f(t)															 

= �(�3:¹)³f(t) 
= � �±:¹³f(t)			øøøøøøøøøøøøøøøøøø = Φ(T	)øøøøøøøø 

$ (  

Φ�D�¹(T) = � �3:(�D��)³f(t) = � �3:�D3:��³f(t) 
												= �3:� � �3(:�)�³f(t) = �3:�Φ�(T|) 

Φ(T)øøøøøøø = Φ(−T) ⇒ x = 0	; | = −1 

Φ�(T)øøøøøøøø = Φl�(T) � = −� 

�� z�� 
 C/
 (]� �3 U�)3� U��
$ ���C# �$ .G-
 (��=C� � �� �/ G�9#  

� = −� 

Φ�(T) = Φl�(T) = Φ�(T)øøøøøøøø 
 ' ���C# �$ .G-
 E=�=!  

'*�! �� z�� .��MW f;� U�)3 U��
$ ���C# �$ . A�/ �=�=!  

Φ�(T) = Φ�(T)øøøøøøøø = Φl�(T) � = −� 

 ' ���C# �$� .G-
 (��=C� � �� �/ G�9#  

+ G-
 ���3 G�9W P�
 >
�/ (f U���./ �o# �$ ��, ���D/ 
�  

f(t) =: �;; f;(t) ⇒ ³f(t) =: �;; ³f;(t) 

Φ

Φ
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⇒ Φ,(T) = � �3:�³f(t) = � �3:¹(: �;; ³f;(t))														 
=: �;� �3:�³f;(t); =: �;; Φ;(T) 

 �3  ���C# �$ . )C9� �DO5� :/�� �� .G-
 �DO5� :/��  

 ��!�7-2:  �R
T = 0 ��
$ ���C# �$  A�/ U	Φ(T) = Φ(0) = 1  E)�� 'G9�# �
�W�/ G"�! P�
 f;� E"+

 �R
Φ(T) = 1 E�# ' A�/ G��R ���C# (
��T = 0 .G-
  ?�
��� ? A �CR ��;# �/ ���� �/|²(T)| ≤ 1  

U��
$ `
 �I��+$ :�,�� �$ *�L� (
�)� �/ :  

�~�(8, U) Φ(T) = (U�3: + ñ); 4X	T = 28�	 ⇒ �3: = 1 Φ(T) = Φ(28�) = (U + ñ); = 1	; T ≠ 0 

7-2-1  f�
,�
� ��6  

�$7-1 :  )#�� �DO5� :/�� �� >
�/ U��
$  

 (�"
u�(1 − Φ(T)) ≥ =_u�(1 − Φ(2T))  

(b|Φ(T) − Φ(T + ℎ)|? ≤ 2(1 − u�Φ(ℎ)) 

(�; t?³f(t) ≤ F:� (1 − u�Φ(T))|�|0:�= 

($ P9)� `+�9��# ,
 ?$�C-
 �/-  � "��1 + Φ(2$) ≥ 2[Φ($)y?  

 �T#i �$ �3  E=�=! JK� .G-
  

%�&'�: (�"
 

					u�Q1 − Φ(2T)R = 1 − u�Φ(2T) = 1 − u�� �?3:�³f(t) 
				= 1 −� �.S2Tt³f(t) 

nΦFΦ

Φ

ReΦΦ
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																				= � ³f(t) −� �.S2Tt³f(t)		 
= ;(1 − �.S	2Tt)³f(t)	 = 2;(1 − cos? Tt) ³f(t) 

																																																								= 2�(1 − cos Tt) (1 + cos Tt)³f(t)																													 
 ≤ 4;(1 − cos Tt)³f(t) = 4u�Q1 − Φ(T)R															  

 (b  

                        |Φ(T) − Φ(T + ℎ)|? = Y; �3:�³f(t) − ; �3(:D³)�³f(t)Y2 

																									= ¯� �3:� − �3(:D³)�³f(t)¯? 

																									= ¯� �3:�(1 − �3³�) ³f(t)¯? 

																									≤ [�Y�3:�Y Y1 − �3³�Y³f(t)y? 

													= [�Y1 − �3³�Y³f(t)y? 

									≤ �Y1 − �3³�Y³f(t) 
																			= 2�(1 − �.Sℎt)³f(t)) 

								= 2(1 − u�Φ(ℎ)) 

(�  

Q1 − u�Φ(T)R = 1 − u�� �3:�³f(t) 
= 1 − u��(�.STt + 4S48Tt)³f(t) 

																	= 1 −� �.STt³f(t) = �(1 − �.STt)³f(t) 
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≥ � (Tt)?2� (1 − (Tt)?12 )³f(t) 
							≥ � (Tt)?2|�|0:�= (1 − (Tt)?12 )³f(t) 

≥ � (Tt)?2|�|0:�= z1112{³f(t)						 
							≥ T?3 � t?³f(t)|�|0:�=  

⇒ 1 − u�Φ(T) ≥ T?3 � t?³f(t)|�|0:�=  

� t?³f(t)|�|0:�= ≤ 3T? (1 − u�Φ(T)) 
($  

(�X)? ≤ �(X)?			; ä(t) = |t|G 

2[Φ($)y? = 2[�[�3:�yy? ≤ 2�(�3(?:)�) 
= �Q�3(?:)�R + �Q�3(?:)�R ≤ 1 + Φ(2T) 

 3��4�7-3:  :/��ä ���)� ,
 E��)C� ������ �� >
�/ �R
  )��R E)��# P��� 
�  +  +

  )#�� _ICO� �� E=�=! :/�� ��ℎ :U�A�/ �CA
$  

:: g(T − #)ℎ(T)ℎø(#)¨: ≥ 0 

G-
 E)��# P��� '�DO5� :/�� ' P�
�/�)/.  

 �$7-2 :  �)3 z�� P�
 �$ . )A�/ E=�=! $
 �
 ,
 ?
�O"$ E��� ������ �� >
�/ ����

 :/��ℎ :U��
$ ' A�/ ? A ����� ������ P�
 �/ �3 (_ICO� �� �=�=!)  

1 2, ,..., nu u u1 2, ,..., nv v v

,k kv u ( )1,2,...,k n=



�,e�� OQ�� :��_- +,�------------------------------------------------------------------129  

  

::Φ(T − #)ℎ(T)ℎø(#)¨: ≥ 0 

%�&'�:  

::Φ(T − #)ℎ(T)ℎø(#)¨: ≥ 0 

										::� �3(:l¨)�³f(t) ℎ(T)ℎø(#)¨: ≥ 0 

	�::�3:�l3¨�¨: ℎ(T)ℎø(#)³f(t) 
																																												= 	�(:�3:�: )(:�l3¨�¨ ) ³f(t) 
																																												= �(:�3:�: )(:�±¨�¨ )øøøøøøøøøøøø ³f(t) 
																																												= 	�´:�3:�: ´? ³f(t) ≥ 0 =:: g(T − #)ℎ(T)ℎø(#)¨: ≥ 0 

��!�7-3 :E� ? �$ ��, ��MW �$�O5� �/ ?+�� �DO5� :/�� $�A�I�-+ :�,�� X� ($�3 ��C�� ��"�<� `
�/ `


�"��#$ ��#����� ��$�D� >����BC� ,
 `
 . A�/  

 ��:;7-2: )f)$ �,e�� OQ�)� f��Q g`�F)��-����1  �)3 z�� �({�;} �"��#$  + ��$�D� `����BC� ,
 `
 {f;(t)} +{7;(D)}  �"��#$ . A�/ (�A�~�)C� �DO5� :/
�� + :�,�� :/
�� `�� �"��#$ �;)�
 `
�/ ���3 + g,l x�A

 :�,�� :/
��f;(t)  :�,�� :/�� �/f(t) �.C-��4 �<=# �� �$f   )3 7�� �CW+ �3 G-
 P�
8 → 0  �� `
�/D 
 U�A�/ �CA
$7;(D) → 7(D)  + �$	D = 0 . A�/ �C-��4 ?�R��` ! �DO5� :/��  A�/ �
�W�/ �</
� P�


  ` ! :�,�� :/�� �DO5� :/��f E� . A�/  

 

7-3  $��� 	"���  

 ��:;7-3: )W�H�� �)���(�  �R
x  +|  �.C-��4 x�=#f ?�.#i . )A�/  

( )tϕ

( )tϕ

( )a b<
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f(|) − f(x) = f(x, |) = lim:→H 12� � �l3:� − �l3:�4T
:

l: Φ(T)³T 

%�&'�: E� �o# �$ 
� *
�.C#
 ��, :/��U���R  

ä(T) = �l3:� − �l3:�4T Φ(T) 
 �$ :/�� �
 =� 'G-
 �C-��4 :/�� (�Y T = 0 .G-
 ? A �����  

ä(0) = (| − x)Φ(0) 
U�,
$�4 �� ��MW ���w
 �/ *�! :  

p: = 12� � �l3:� − �l3:�4T
:

l: Φ(T)³T 

																																																				= 12� � �l3:� − �l3:�4T
:

l: [� �3:�³f(t)y³T 

																																																			= 12�� � �3:(�l�) − �3:(�l�)4T
:

l: ³T³f(t) 
																																																	= 12�� d: f(t)		; 		d: =		 � �3:(�l�) − �3:(�l�)4T

:
l: ³T 

 

d: = � cosu(t − x) − �.ST(t − |) + 4[S48T(t − x) − sinu(t − |)y4T ³T:
l:  

= 2� S48T(t − x) − sinu(t − |)T ³T:
¿  

 

��                 U�#
$	
� sin xtt
H
¿ ³t = (S4ä8x) �2 																; 		S4ä8x = +−1												x < 00															x = 01																x > 0 
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 ���C# �$ P���	 ,
 �R
: U��
$ U���./  ! >+�9�  

lim	2:→H � S48T(t − x) − sinu(t − |)T ³T:
¿  

																																						= 2� S48T(t − x)T ³TH
¿ − 2� sinu(t − |)T ³TH

¿  

                            = 2mS4ä8(t − x) ? − S4ä8(t − |) ?n																																								 

:G��T# �$  

					f(x, |) = lim:→H p: = lim:→H� d:³f(t)																		 
							= 		 12�� 2[S4ä8(t − x)�2 − S4ä8(t − |) �2y³f(t) 

																																			= 1� [	 � �2{�} ³f(t) +���
� ³f(t) + � �2{�} ³f(t)y 

    	= = � ; ³f(t) = f(|) − f(x) = f(x, |)																																								�� 

E� ? ��5� ���C# �3.$�A  

 �*���7-1:  

lim:→H p: = 12 [f(| + 0) − f(| − 0)y − 12 [f(x + 0) − f(x − 0)y 
  

%�&'�:  

lim:→HpT = � ³f(t){x} +�³f(t)|
x ) + � ³f(t){|}  

		= 12 [f(x + 0) − f(x − 0)y + [f(| − 0) − f(x + 0)y + 12 [f(| + 0) − f(| − 0)y 
= 12f(x + 0) − 12f(x − 0) + f(| − 0) − f(x + 0) + 12f(| + 0) − 12f(| − 0) 
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					= 12 [f(| + 0) + f(| − 0)y − 12 [f(x + 0) − f(x − 0)y 
 �*���7-2:  E�$�D� ��BC� X� :�,�� :/��f �� P��� 
� �.� ;� (i �DO5� :/�� +. ))3  

%�&'�: �R
U��
$ �DO5� :/�� ����� [�	 ' A�/ :�,�� :/��:  

Φ(T) = � �3:�³f(t) 
  P�
�/�)/:/�� ' �� P��� 
� �DO5�. )3  

U�A�/ �CA
$ 
� �DO5� :/�� �R
 *�!  

f(|) − f(x) = f(x, |) = lim:→H 12� � �l3:� − �l3:�4T
:

l: Φ(T)³T 

�� *�! �3 U��$ (�5# U��
�Z 'f E� P��� �C;� ��</ 
�. )3  

�� z��:�,�� +$ �DO5� :/�� U�)3 +    . A�/ �/
�/ U� �/  

Φ,(T) = Φ,‘(T) 
f(x, |) = lim:→H 12� � �l3:� − �l3:�4T

:
l: Φ,(T)³T 

= lim:→H 12� � �l3:� − �l3:�4T
:

l: Φ,‘(T)³T = f’(x, |) 
										⇒ f(x, |) = f’(x, |) 	⇒ f(|) − f(x) = f’(|) − f’(x) ⇒ f(|) − f’(|) = f(x) − f’(x) 

 �R
|  G/�w �
 =� >
�/ 'U��$ ���B� 
�x U��
$  

| = ∞	 ⇒ 		f(|) − f’(|) = f(∞) − f’(∞) = 1 − 1 = 0 = f(x) − f’(x) 
 (�Yf(x) − f’(x)  P�
�/�)/ .G-
 �� �� ��� �$ f4 . A �� ��)�
 �$ + G-
 G/�w >�
 =� 

f(|) − f’(|) = 0 ∀|										f(|) = f’(|) 

F

F

Φ

FF ′
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 �*���7-3:  �R
  �$� [C5� ' A�/ ��@4f’(t) = X(t) ?�.#i  

				X(t) = lim³→¿ lim:→H 12� �n1 − �3:³4Tℎ o:
l: �l3:�Φ(T)³T 

�R
 _=� + �R
   ! �R
 . A�/ �CA
$ $��+ {�� ����� G-
� G�- �/u *
�.C#
 +  A�/ ��@4f(�)  g��� `
�/

?�.#i ' A�/ �CA
$ $��+ ��$�=�  

X(t) = 12�� �l3:�� Φ(T)³T 

%�&'�:  (�Y  �$� [C5�U��
$ 'G-
 ��@4  

f’(t) = lim³→¿f(t + ℎ) − f(t)ℎ  

		= lim³→¿
lim =?:→H ; ¥�à¦Hl¥�à¦(H-µ)3::l: Φ(T)³T

ℎ  

		= lim³→¿ lim:→H 12� � �l3:� − �l3:(�D³)4Tℎ
:

l: Φ(T)³T 

		= lim³→¿ lim:→H 12� � �l3:�(1 − �l3:³)4Tℎ
:

l: Φ(T)³T 

. A�/ �CA
$ $��+ G-
� G�-  ! �3 $�
$ $��+ �#��,  

 �R
 *
�.C#
 ' A�/ ��@4 *
�.C#
 K�#$ .G-
 ��@4U��
$ ���C# �:  

´ � (1 − �l3:³)4Tℎ
:

l: Φ(T)�l3:�³T´ ≤ �|Φ(T)|:
l: ³T ≤ � |Φ(T)|� ³T < ∞ 

�� 
@".U�)3 z�� 
� *
�.C#
 +  ! `�� U�#
��  

X(t) = lim³→¿ lim:→H 12� � �l3:�(1 − �l3:³)4Tℎ
:

l: Φ(T)³T 

F

Φ

F

ΦΦ
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	= lim³→¿ 12�� �l3:�(1 − �l3:³)4Tℎ� Φ(T)³T 

	= 12� � �l3:�[lim³→¿1 − �l3:³4Tℎ y� Φ(T)³T 

	= 12�� �l3:�� Φ(T)³T 

⇒ X(t) = 12�� �l3:�� Φ(T)³T													 
 �*���7-4 : ���C# _�
�A G��7-3 'f(�) .G-
 �C-��4 �R
X(t) ≥ 0		  +f(t) = ; X(t)³D�lH 	  ?�.#i X(t)  ���C# �$ .G-
 �C-��4f(�) .G-
 �C-��4 �Y ,
  

 G/�w G-
 ���3 P�
�/�)/U�)3X .G-
 �C-��4  

|X(t) − X(t − w)| = ¶ 12�� �l3:� − �l3:(�l·)� Φ(T)³T¶ 
																																	= ¶ 12�� �l3:�(1 − �3:·)� Φ(T)³T¶ 

																		≤ 12��Y1 − �3:·YΦ(T)³T�  

						Y1 − �3:·Y 	→ 0			?�.#i			�3:· → 1						?�.#i			w → 0	�R
	 
|X(t) − X(t − w)| → 0 

 ���C# �$X ,
  
@" G-
 �C-��4 G-
� ,
 :�,�� :/�� �3 E���#i ,
 + G-
 �C-��4 �YX  P�
�/�)/ G-
 �C-��4 G-
� ,
 X	 ���C# �$ + G-
 �C-��4	f .G-
 �C-��4  

 �*���7-5: �� `
,
 �/t ∈ u :  
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f(t + 0) − f(t − 0) = lim:→H 12T � �l3:�:
l: Φ(T)³T 

%�&'�:  

¶ 12T � �l3:�:
l: � �3:X³f(D)� ³T¶ = ¶ 12T �� �3:(Xl�)³f(D)³T�

:
l: ¶ 

≤ 12T ��Y�3:(Xl�)Y³f(D)³T = 1�
:

l:  

⇒ ¶ 12T � �l3:�:
l: � �3:X³f(D)� ³T¶ ≤ 1 

 f4(
�3 ���B� �/*
�.C#
 >��U��
$ >��R  

limX→� � S48T(D − t)T(D − t) ³f(D) = � ³f(D)DH
lH

DH
lH = f(t + 0) − f(t − 0) 

 ��7�7-5 :'EA�3 :�,�� �DO5� :/�� ,
 ?$�C-
 �/ . �/��/
� �	�/�� E"�.Y :/��  

Φ(T) = �l|:| 
X(t) = 12�� �l3:�� �l|:|³T 

= 22�� 2 cos Tt�l:³T = 1�(1 + t?)
H
¿  

7-3-1  N��"E K�� $��� 	"��� �M��� K
* f 

 �R
X  X� ��$�=� �/ �C99R E�$�D� ��BC�   A�/#i ?�.X   "�� �/ E/�9! :�,�� >
�
$ E�. A�/  

 
� � �� �R
	x E)�� ' U��$ �
�W�  ��$�=�..., 2 , ,a a aλ λ± ±  U���R '$��./ 
�� �;�5� :�,�� >
�
$.G-
 >
  

  �)3 z���   "�� �/ E/�9! ��BC� P�
 �$ . A�/U��
$ ����:  

..., 2 , ,0λ λ± ±λ

1λ =
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U{� = t} = UX 
Φ(T) = : UX�3:XH

X<lH  

U� = 12� �Φ(T)�l3:�³T
l  

%�&'�:  

�Φ(T)�l3:�³T
l = �:UX�3:XX


l �l3:�³T 

																												= : � UX�3:(Xl�)
lX ³T 

																																																																					= U� � ³T +:UX � �3:(Xl�)
lXc�


l ³T						 = 2�U� 

																		⇒ U� = 12� �Φ(T)�l3:�³T
l  

 

 ��7�7-6: 'E- )� :�,�� �DO5� :/�� ,
 ?$�C-
 �/  �/��/ 
� �	�/�� E"�.Y :/��.  

Φ(T) = U(1 − ñ�3:)l= 

U� = 12� � U(1 − ñ�3:)l=�l3:�³T = U2� � 11 − ñ�3: �l3:�³T


l


l  

= U2� �:(ñ�3:);H
;<¿


l �l3:�³T = U2�:ñ; � �3:(;l�)

l
H
;<¿ ³T 

� �3:(;l�)
l ³T = 2�			?�.#i		8 = t				�R
	 

U� = Uñ�  
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 ��7�7-7: �I��+$ :�,�� �DO5� :/�� ,
 ?$�C-
 �/. �/��/ 
� �	�/�� E"�.Y :/�� '>
  

Φ(T) = (ñ + U�3:); 

U� = 12� �(ñ + U�3:);
l �l3:�³T 

																= m8tn U�ñ;l�		; t = 0,1, … , 8											 
�$7-3 :  �R
  ����� [I<� �+�C5R�  g
f(�)  (i �DO5� :/�� ' A�/ E��)C�� [C5� ����� [C5� + G-
 ��@4

r �/ G-
 �/
�/ g
  

Φ([)(T) = �(4t)[�3:�³f(t) 
 �R
 'f;� �/Φ([)(0)   >
�/ ?�.#i ' A�/ E��)C� + $����¸[’ < ∞			,			�’ < �  

%�&'�: E� (�5# 
 C/
 �3 ECW+ �3 U��$  �
 =� ' A�/ E��)C�Φ([)(T) .G-
 $����  

YΦ([)(T)Y = ¯�(4t)[�3:�³f(t)¯ ≤ �|t|[Y�3:�Y³f(t) 
																												= �|t|[³f(t) = [̧ < ∞ 

E� (�5# *�! ����� [C5� *���� �3 U��$�  g
�ℎ. X8 .G-l�/ 7;A (��� �/  

											Φ‘(T) = lim³→¿Φ(T + ℎ) − Φ(T)ℎ  

		= lim³→¿ ; e3(:D³)� ³f(t) − ; e3:�³f(t)ℎ 	= lim³→¿� 	 e3:�(�3³� − 1)ℎ ³f(t)	 
= �e3:� lim³→¿n�3³� − 1ℎ o³f(t) = �e3:�	4t	³f(t)							 																														

= � 	(	4t	)	e3:�³f(t)																		 
																						 

Φ’‘(T) = lim³→¿Φ‘(T + ℎ) − Φ’(T)ℎ 																																				 

rγ

rγ
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= lim³→¿�(4t)	e3:� �3³� − 1ℎ ³f(t)										 
= � 	(	4t	)	e3:�(lim³→¿ �3³� − 1ℎ )³f(t)				 
= �(	4t	)?	e3:�³f(t)																														 

E� G/�w J
�=C-
 ,
 EC!
� �/ + $�A  

Φ(;)(T) = �(4t);�3:�³f(t) 
 '*�!�$ U!(:  

E� z�� U�)3Φ([)(0) U��
$ ���� P�
 �$ ' A�/ $����  

Φ‘(0) = ºlim³→¿Φ(ℎ) − Φ(−ℎ)2ℎ º 
= lim³→¿ º� �3³� − �l3³�2ℎ ³f(t)º 
= lim³→¿ ¯�24	S48	ℎt2ℎ ³f(t)¯						 
= lim³→¿ ¯� 4	S48	ℎtℎ ³f(t)¯							 
= lim³→¿ ¯� 	S48ℎtℎ 4t³f(t)¯					 

E� G/�w J
�=C-
 �/ EC!
� �/�3 $�A  

Φ([)(0) = ºlim³→¿� zS48ℎtℎt {[ (4t)[ ³f(t)º 
�R
�  (�Y ' A�/ �+,Φ([)(0)  
@" '$�
$ $��+ �R
 ��
  .G-
 $����K�#� �� ' A�/ $�� U�#
$� − 1  G-
 �+,

 �� {�� G"�! +� − 1 .G-
 �
�W�/ �o# $��� ���C# P�
�/�)/ 'G-
 �
�W�/  

rγ
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7-4   K�� �"&�E f�4 

 ��:;7-4:  �R
  ?�.#i ' A�/ ���)C� 

	

Φ(T) =: �i‘ 4TiS! + T[[l=
i<¿ � (1 − D)([l=)(� − 1)!

=
¿ Φ([)(DT)³D 

%�&'�: *
�.C#
 ,
 ?$�C-
 �/U��
$ JK� �/ JK� `��R  

(4Tt)[ � (1 − D)([l=)(� − 1)!
=
¿ �3:X�³D = �3:� −:(4Tt)iS![l=

i<¿  

 �/ G�9# l�/ ����� ,
 '*�!f(�) E� *
�.C#
.U���R  

�(4Tt)[ � (1 − D)([l=)(� − 1)!
=
¿ �3:X�³D³f(t)�  

=		� �3:�³f(t) − �:(4Tt)iS![l=
i<¿�� ³f(t) 

	= �(4Tt)[ � (1 − D)([l=)(� − 1)!
=
¿ �3:X�³D³f(t)�  

		= �� (1 − D)([l=)(� − 1)!�
=
¿ �3:X�³D³f(t) 

																						= �T[[�(	4t	)[ 	e3:X�³f(t)� y (1 − D)([l=)(� − 1)! ³D=
¿  

= �T[Φ([)(DT) (1 − D)([l=)(� − 1)! ³D=
¿ 							 

= T[ � (1 − D)([l=)(� − 1)! Φ([)(DT)³D		=
¿ 						 

( )uΦ

rγ
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				= � �3:�³f(t) − �:(4Tt)iS![l=
i<¿�� ³f(t) 

				= Φ(T) −:(4T)i�i‘S![l=
i<¿ 																														 

																														⇒ Φ(T) −:(4T)i�i‘S![l=
i<¿ = T[ � (1 − D)([l=)(� − 1)! Φ([)(DT)³D=

¿  

										⇒ Φ(T) =:(4T)i�i‘S![l=
i<¿ + T[ � (1 − D)([l=)(� − 1)! Φ([)(DT)³D=

¿  

E� ���w
 ��MW ���C# �$ +.$�A  

�*���7-6 : �R
  GA
$ U��
�Z ' A�/ E��)C�  

	
Φ(T) =: �i‘ (4T)iS![l=

i<¿ + W�[‘ (4T)[�!  

    (i �$ �3|W| ≤ 1  �3 ECW+ + G-
T  ' )3 7�� �� G�- �/ E� 7�� X� G�- �/�/ ?+�� . )3  �R
 P�


 E��)C� ���+�C5R g���U��
$ ' )A�/:  

Φ(T) =:(4T)iS! �i‘[l=
i<¿  

%�&'�: U�CA
$ 
� ��, ����� l�/ ��MW ���w
 �$:  

�3:� =:(4Tt)iS![l=
i<¿ + (4Tt)[ � (1 − D)([l=)(� − 1)!

=
¿ �3:X�³D 

¶� (1 − D)[l=(� − 1)!
=
¿ �3:X�³D¶ ≤ � º(1 − D)[l=(� − 1)! º

=
¿ Y�3:X�Y³D 

= � (1 − D)[l=(� − 1)!
=
¿ ³D = � T[l=(� − 1)!

=
¿ ³T = 1� 1(� − 1) T[ ¯ 0−1 = 1�! 

rγ

ρ
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⇒ (T ⟶ 0) 	⇒ � (1 − D)[l=(� − 1)!
=
¿ ³D⟶ 1�! 

GA
$ U��
�Z ���C#�$:  

  

GA
$ U��
�Z P�
�/�)/:  

�3:� =:(4Tt)iS![l=
i<¿ + (4Tt)[�! W 

�/ G�9# {�� ����� P���	 ,
 �R
 '*�! 	f(�) GA
$ U��
�Z 'U���./ *
�.C#
:  

Φ(T) =: �i‘ (4T)iS![l=
i<¿ + W�[‘ (4T)[�!  

 �3 G-
 EC"�! �$ P�
  �� >
,
 �/ �R
 . A�/ E��)C�  ' >
 U��
$ ' A�/ E��)C�  

� → ∞		 ⇒ 	Φ(T) =:(4T)iS![l=
i<¿ �i‘  

�*���7-7:  �R
¸[D· < ∞  '0 < w ≤ 1  ?�.#i  

W�[‘ (4T)[�! = �’ (4T)[�! + 2=l·θ¸[D· |T|·D[2=l·θ¸[D·(w + 1)(w + 2)… (w + �) 
%�&'�:  

U�$�3 ?$�C-
 ��, �l$��� ,
 {�� |��C# + ���MW ���w
 �$.  

Y�3� − 1Y ≤ |x| ≤ 2 Rx2R· 																						Rx2R < 1 

										Y�3� − 1Y ≤ 2 ≤ 2 Rx2R δ																									 Rx2R ≥ 1												 
�3:� −:(4Tt)iS![l=

i<¿ = (4Tt)[ � (1 − D)[l=(� − 1)!
=
¿ �3:X�³D 

( )
( )

11

0

01
; 1 ;

11 ! !

r
ut

dt
r r

ρ
ρ

ρ

−
→− 

= ≤ 
→− 

∫

rγγrγ
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									= �3:� −:(4Tt)iS![l=
i<¿ = W (4Tt)[�! 																																								 

W (4Tt)[�! = (4Tt)[ � (1 − D)[l=(� − 1)!
=
¿ �3:X�³D																										 

= (4Tt)[ � (1 − D)[l=(� − 1)!
=
¿ (�3:X� − 1)³D + (4Tt)[�!  

¶� (1 − D)[l=(� − 1)!
=
¿ (�3:X� − 1)³D¶ ≤ � (1 − D)[l=(� − 1)!

=
¿ Y(�3:X� − 1)Y³D 

																									≤ � (1 − D)[l=(� − 1)!
=
¿ 2 ¯TDt2 ¯· ³D 

⇒ ¶� (1 − D)[l=(� − 1)!
=
¿ (�3:X� − 1)³D¶ ≤ 2=l·|Tt|·j(w + 1)(w + 2)… (w + �) 
W (4Tt)[�! = (4Tt)[ � (1 − D)[l=(� − 1)!

=
¿ (�3:X� − 1)³D + (4Tt)[�!  

= 2=l·|Tt|·j|4Tt|[(w + 1)(w + 2)… (w + �) + (4Tt)[�!  

*
�.C#
 �/ ���C# �$ �/ G�9# {�� `+�9� ,
 >��Rf(�)	 GA
$ U��
�Z:  

W�[‘ (4T)[�! = �’ (4T)[�! + |T|·D[2=l·θ¸[D·(w + 1)(w + 2)… (w + �) 
 

 ��:;7-5 :  >�- �R
∑ ¼h:h[!H[<¿  )#�� >�
 =� >
,
 �/	T¿ > 0 >���+�C5R �"��#$ ?�.#i ' A�/ 
�.��{�[‘ }  :�,�� f E� P��� �C;� ��</ 
�.$,�-  

%�&'�:  �R
∑ ¼h:h[!H[<¿  >
�/ ?�.#i  A�/ 
�.��T¿ U��
$  

|ℎ| < T¿				,				8 → ∞						 
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;̧|ℎ|;8! ;→H → 0 

 7�� �� G�- �/ ? #���W�/ �I�� [I<� � W '�DO5� :/�� ��I�� _9/ �$ P�
�/�)/E�U��
$ +  )3  

Φ(T) =:4T[�![ �[‘  

 (�Y  :/��f E� P��� �C;� ��</ 
� +  )3  [��	 ,
 E� P��� '$�A K�#  :�,��f  �C;� ��</ 
�

E� P���. )3  

�*���7-8 : �R
  

lımó ;̧=48 ô
øøøøøøøøøøøøø = lımó�[‘ =48 ô

øøøøøøøøøøøøø = 1 < ∞ 

E� P��� �C;� ��</ 
� :�,�� ' ���+�C5R ������ ?�.#i. ))3  

%�&'�:  >�- E�
�.�� H��A∑ ¼h:h[!H[<¿ G-
 ��, ���D/.  

W = [lımó ;̧=48! ô
øøøøøøøøøøøøøyl= 

E� ?$�C-
 �5�� (��,i ,
 E�
�.�� H��A PC��� >
�/ ���� �/ E�
�.�� H��A V)�"�C-
 p��=� ,
 ?$�C-
 �/ + .U�)3

E� G- / ��, �i.  

 �/ G-
 �/
�/ V)�"�C-
 p��=�(8!)=4 ≈ ;¥  

 H��A >
�/ ���C# �$GA
$ U��
�Z E�
�.��  

[lımó ;̧=48! ô
øøøøøøøøøøøøøyl= = lımó ;̧=4;¥ ôøøøøøøøøøøøøøø = �M¾@øøøøø( ;̧=48 ) < ∞ 

U��
$ �#�4��" >+�9��# �/ ���� �/:  

¸?;l= =�4�= ≤ ¸?; =�4 ≤ ¸?;D= =�4-= 
 

ΦΦ{ }rµ′{ }rµ′
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lım	(¸?;l= =�4�=28 − 1 )
øøøøøøøøøøøøøøøøøø ≤ lım	(¸?; =�428 )øøøøøøøøøøøøø ≤ lım	(¸?;D= =�4-=28 + 1 )

øøøøøøøøøøøøøøøøøø
 

 

⇒ lımó�?; =�428 ôøøøøøøøøøøøøøøøø = lımó ;̧=48 ô
øøøøøøøøøøøøø = 1 

 >�- +$ E�
�.�� H��A ���C# �$∑ ¼h:h[!H[<¿   +∑ �h:h[!H[<¿   (�Y + G-
 �/
�/ U� �/  >�- ���C# �$ 'G-


E� 
�.�� K�# g+$ >�- 'P�
�/�)/ + G-
�.�� *+
. A�/  

 

7-5  ��M� ��+]  

 :/��J / �� . A�/ �C-��4 + E)��# P��� �R
 _=� + �R
 G-
 �DO5� :/�� X�  

%�&'�: ä  U;! a�	 X� 'f4 .G-
 �C-��4 + E)��# P��� �DO5� :/�� �3 U�$�3 G/�w 7�W ,
 .G-
 �DO5� :/��

 . A ���w
  

E� z�� :U;! �.�$ a�	 '*�! U�)3	ä �DO5� :/�� �3 U��$ (�5#  ��/ . A�/ �C-��4 + E)��# P��� :/�� X�

.G-
  

  :E)��# P��� �����  

:: g(T − #)ℎ(T)ℎø(#)¨: ≥ 0 

  (�Yä U��
$ 'G-
 �C-��4:  

��ä(T − #)ℎ(T)ℎø(#)³T³# ≥ 0 

_ICO� �� �=�=!) :/�� �� `
,
 �/ℎ  :/�� (ℎ �� �o# �$ ��, ���� �/ 
�U���R  

ℎ(T) = �l3:�l:�¿� 

		= ��ä(T − #)ℎ(T)ℎø(#)³T³# = 0 

l < ∞
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																			= ��ä(T − #)�l3:�l:�¿�Q�l±:�l:�¿�Røøøøøøøøøøøøøøøø³T³# 

													= ��ä(T − #) �l3:�l:�¿��3¨�l:�¿�³T³# 

E� G- / ��BC� ���B� ,
 ?$�C-
 �/ *�!U��+i:  

T − # = D T + # = S 

⇒	T? + #? = S? + D?2  

		= ��ä(D)�l3X�l(g�-A�� )¿� 12³D³S 

										= �ä(D)�l3X�lA�C�� 12 [� �lg�C�� ³Sy³D 

= ��2 1q�ä(D)�l3X�lA�C�� ³D ≥ 0 

⇒ X(t, q) = � 12� ä(D)�l3X�lA�C�� ³D ≥ 0																								 
� X(t, q) = �� 12� ä(D)�l3X�lA�C�� ³D 	≥ 0																										 

							= limÀ→¿�� 12� ä(D)�l3X�lA�C�� ��H�Á��  

																								= limÀ→¿�ä(D)√2� �lA�¦�� [� 1√2� ��H�Á�� l3X�³ty ³D 

									= limÀ→¿�ä(D)√2� ��A�¦�� (��A�� 1Â)³D											 
								= limÀ→¿�ä(T|)√2� ��A�Á�C�� l¦�� ³T												 
									= �(limÀ→¿ä(T|)√2� ��A�Á�C�� l¦�� )³T									 
= �ä(0)√2� �l¦�� ³T = ä(0) ≥ 0											 
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X(t, q) ≥ 0		 ⇒ 		� X(t, q)³t ≥ 0		 ⇒ 	ä(0) ≥ 0	 
 f4X(t, q) E�. A�/ �I3 :�,�� :/�� X� �"�.Y :/��  #
�� 

��G-
 ��, ���� �/ �DO5� :/�� ����� �3 U�#
$  

Φ(D) = � X(t, q)�3:X³t 

� X(t, q)�3:X³t = limÀ→¿� X(t, q)�3:XlH�Á�� ³t						 
																																										= limÀ→¿�ä(D + TÂ)√2� �l(A-¦Á)�C�� l¦�� ³T 

														= �ä(D)√2� �lA�C�� l¦�� ³T 

= ä(D)�lA�C�� 				 
 �� >
�/ P�
�/�)/   'ä(D)�lA�C��  >
�/ �DO5� :/��U��
$ �.C-��4 G���Z [�	 'f4 .G-
:  

lim¿→¿ä(D)�lA�C�� = ä(0) 
 f4  �R
 .G-
 �DO5� :/�� X� K�#ä(0)  �
�Z E�$�D� ��BC� X� �DO5� :/�� ?�.#i ' A�/ X� �/ �/
�/ 

.$�/  

 

7-6  1J
,�  

1-  �;)�
 z�� �/� �DO5� :/�� ' A�/ ��, *��C!
 :/�� >
�
$� . ��+i G- / 
�  

æ¹(t) =
���
�
�� 
13 																							t = 013 																							t = 113 																							t = 20																					t ∉ 	u¹

 

σ( )σ,xf

( )g t
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2- �DO5� :/�� ,
 f#���
+ +  �)3 ?$�C-
 ? �i G- / 7�W *
�-�$ �3 >
�  ��+i G- / 
�.  
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7��* 12�  

    ���%�*  
  

 7D� P�
 �$f(	. )  GZ
�);� E�/�� G-
 �C-��4 G-
� ,
 + E"+K#�# '>��</ �3f(∞) − f(−∞) < ∞	 E)�� f(�)  �$ .G-
 EI3 :�,�� :/�� X�E� 7��3 E�
�.�� + ���\ E�
�.�� E���� �/ 7D� P�
 P�)t�� .U�,
$�4

E� (��/ ���+�C5R + �DO5� :/
�� *
�.C#
 �/ x����
 �$ 
� E����MW ':�,�� �$ E�
�.�� �3 G-
 �3j �/ g,l .U�)3

? �� q=#�#��# ���o#  )#�� EL!��� .$�
$ ���i �$ >
=# >K3��  ! ��MW (i �$ �3 'e�K/ >��$�
$ > �I3 E5 '� E;

�#��# �$ ���R$�+i�/ ^
�Z .G-
 $�
�� P�
 ,
 ,
 ?$�C-
 �/ K�# >�C�
��4�# >���i x��)C-
 �$ E�9# E�
��3 'e�K/ >��

:�,�� ���\ E�
�.��E� G- / �� . �i  

  

8-1 N��"E N�"E 1�
# � C�Db ���%�*  

   3��4�8-1 :)3�4Z A���`�-(�"��#$ � :�,�� :/
�� ,
 >
f;   *��#$ U���R . ���./ �o# �$ 
�f;	 �/ �/ ���\ ��	

  )#�� :�,�� :/�� X�f  E.C-��4 x�=# g��� �$ �R
 G-
�.��f  'f; �/ �/ GZ
�);� ��	f  ����� �/  A�/ 
�.��

�.�$  

f; Ã→ f	 ⇔ 	f;(t)→	f(t)											∀	t ∈ �(f) 
  

$ �H�LB�� �4-1 :  �)3 z��f6  �/ �3  A�/ E��)C� E"+K#�# E�/��ú /�� G-
 ? A �����: 	f(t)�/ 
�u  ���� �/

E� ����� ��,U�)3:  

					f(t) = inf�4W�f6(t;)								 ; 			t; ∈ ú	,			t ∈ u 

 �$ �*���4-1:  :/�� +$ �R
f=  +f? ������ �/ *�.Y >ú  �$u  x�=# ��I3 >+�  )A�/ �/
�/ �.� ;� �/u  U� �/

 #�/
�/.  

 �$8-1 : �R
f; Ä→ f   ?�.#if .G-�C;�  
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%�&'�:  U�)3 z��f;  :�,�� :/�� +$ �/f +	f′ A�/ 
�.��، P�
�/�)/  

f; Ã→ f	 ⇔ f;(t) → f(t)													∀t ∈ �(f) 
f; Ä→ f′	 ⇔ f;(t) → f′(t)											∀t ∈ �(f′) 

 ':/
��  ! E��C;� G���Z [�	∀	t ∈ �(f) ∩ 	�(f�)  U��
$f(t) = f′(t).  

������ ��
 .G-
���A :�,�� :/�� X� *�D#
 x�=# $
 �� ($�� ��K�� ��MW [�	 E��	 ,
 x�=# >�(f) ∩ �(f�) 

 >�M�
 g��� 7��A f4 G-
 �C-��4 ������ X�u  ������ X� �3 G9� (i x�=# ,
 E�
���A $
 �� ,
 ��} �/

 �$ *�.Yu  U" ���C# �/ ���� �/ .G-
4-1 'f +f′  >+� �/ �� ���u   #�/
�/ �.� ;� �/.  

 �$8-2: �"��#$ >f; �/ :�,�� :/
�� ,
 �/ ���\ ��	f  *�.Y ������ �/ �R
 �T)� + �R
 G-
�.��ú  �$u  
�.��

. A�/  

&'�%�: (⟸) E� (�5# 
 C/
 �R
 �3 U��$f; Ä→ f  *�.Y ������ X� �/ ?�.#iú  �$u .G-
�.��  

f; Ã→ f	 ⇔ 	f;(t)→f(t)											∀	t ∈ �(f) 
(�Y	�(f)  �$ *�.Y ������ X�u  b�OC#
 �/ G-
ú = �(f) E� G/�w U;!.$�A  

 ���w
 >
�/ *�!(⇒) E� (�5# �R
 �3 U��$f;   *�.Y ������ �/ú  �$u  ?�.#i  A�/ 
�.��f;   ���\ ��	 �/

.G-
�.��  

  U�)3 z��f6(t)    !f;(t)  �� >
�/t ∈ ú   . A�/f6(t)  ��} G���Z [�	 �/ 
��, G-
 E"+K# ��} E�/��

U��
$ :�,�� :/
�� ($�/ E"+K#  

t= ≤ t? ⟹ f;(t=) ≤ f;(t?)																													 ⟹ lim;→Hf;(t=) ≤ lim;→Hf;(t?) ⇒ f6(t=)≤f6(t?)															 
 :�,�� :/
�� �"��#$ (�Y P�)t��f; ��  E)�� (i  ! P�
�/�)/  )C9� E��)C�f6   P�
�/�)/ .G-
 E��)C� K�#f6  

 U" 2�-
 �/ + G-
 E��)C� + E"+K# ��} E�/��4-1 U�)3 ����� �R
 

f(t) = lim�∗↓�f6(t∗) = lim�∗↑� f6(t∗)											∀t ∈ 	�(f),					∀t∗ ∈ ú 

f(t)  �3 U��$ (�5# G9���3 (�)3
 + G-
 :�,�� :/�� X�f;(t)  �/ ���\ ��	 �/	f(t)  >
,
 �/  .G-
�.��

 ��t� < t < t′′ 't��, t� ∈ ú  ($�/ E"+K# ��} 7�"$ �/f; U��
$  
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f;(t′) ≤ f;(t) ≤ f;(t′′) 		⇒ f;(t�) ≤ inf�1â�â���f;(t) ≤ STU�1â�â���f;(t) ≤ f;(t��) 
 ($
$ 7�� �/8 → ∞ :GA
$ U��
�Z  

f6(t�) ≤ lim;→H 48X f;(t) ≤ lim;→H STU f;(t) ≤ f6(t��) ⇒ f6(t′) ≤ lim;→Hf;(t) ≤ f6(t′′)																																											 
 �R
t  E.C-��4 �<=# X�f  �$ +  A�/ú   (�Y + $��./ �
�Wt�� ↓ t  +t� ↑ t :GA
$ U��
�Z 

			lim�1↑� f6(t�) = f(t)   																									  

lim�11↓� f6(t��) = f(t)																																																																																										  

 U��
�Z (s�+ #�-)ER$�5� ��MW + l�/ �</
� +$ �/ ���� �/:GA
$  

lim;→Hf;(t) = f(t)																																																																																													  

 �/ U" ���w
:�.�$ N+�  

 �"��#${tV}  +{±V} �$ú $�
$ $��+  ECW+ �3	tV ↑ t	, ±V ↓ t	'	Õ → ∞ >
�/ P�
�/�)/  Õ, 8 ∈ ì:U��
$  

tV < t < ±V 

 (�Yf G-
 E"+K#�# :/�� X� 

f;(tV) < f;(t) < f;(±V) 
 (�Y{tV}  +{±V}  �$ �"��#$ +$ú  �/ z�� [�	 f4  )C9�t  . )C9� 
�.�� 

f(tV) = M4@;→Hf;(tV) f(±V) = M4@;→Hf; (±V) 
E�U�#
$ 

					 M4@;→H 48X f;(t) ≤ M4@;→Hf; (t) 	≤ 	 M4@;→H STU f;(t)											 
,
 :U��
$ l�/ _/
+�  

f(tV) ≤ M4@;→Hf;(t) ≤ 	f(±V) M4@V→Hf; (tV) ≤ M4@;→Hf;(t) ≤ M4@V→Hf; (±V) 
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 ,
E��	t ∈ �(f)   +tV ↑ t	, ±V 	 ↓ t :U��
$  

M4@V→Hf(tV) ≤ f(t) ≤ M4@V→Hf(±V) 
 f4  

M4@;→Hf;(t) = f(t) 
 ��:;8-1: ) A���`�- ��:;3�4Z A�B��� �� Ad-( �R
 �f;  �"��#$ ��, ?�.#i  A�/  :�,�� :/
�� ,
 E��)C��# >


�"��#$ �/ ���\ ��	 �/ �3 G-
 $���� (i ,
 >
f .G-
�.��  

%�&'�:  U" 2�-
 �/8-2  ��, U�)3 G/�w G9���3>
 �"��#$  ,
f;   *�.Y ������ �/ú  �$	u    ������ .G-
�.�� 	ú = {t;}  �$ ,�-
 � ������ X� 
�u  (�Y .U���R E� �o# �$f;  �"��#$ f4  )C9� �
 #
�3 ��f;(t=)  X�

�"��#$ ��, + G-
 �
 #
�3 + E��)C��# �"��#$  )#�� (i ,
 >
f;=(t=)  E� + G-
 �
 #
�3 �3 $�
$ $��+ �� �3 U�#
$

 �$ �
 #
�3 �"��#$uö .�� �"��#$ ��, >
�
$ �"��#$ .G-
�f;=(t?) �"��#$ K�# P�
�/�)/ + G-
 �
 #
�3 + E��)C��# >


�"��#$ ��,  )#�� >
f;?(t?)   �"��#$ P�
 .G-
 �
 #
�3 �3 $�
$ $��+ �$t = t=, t?   P��� �/ + .G-
�.�� K�#

 �"��#$ ��, 7;Af;V(tV)  �$t = t=, t?, … , tV  .G-
�.��  

																											f==(t=), f?=(t=), … , f;=(t=) ⟶ f=(t=) f=?(t?), f??(t?), … , f;?(t?) ⟶ f?(t?)																																		 ⋮																																													 	f=;(t;), f?;(t;), … , f;;(t;) ⟶ f;(t;)																																		 
�<W �"��#$ >	f;;  �/	ú   P�
�/�)/ + G-
�.��f; Ä→ f .  

 ��7�8-1:  �"��#$f;(t) U��
$ ��, ���� �/ 
�  

f;(t) = 	���
� 			0																														t < 0											8t																										0 ≤ t < 181																														t ≥ 18				

 

 . ���./ �o# �$ :/��  !f;(t)                                                                            :�/ G-
 �/
�/ 

	f(t) = 	 �0																														t < 0	1																														t ≥ 0 	 
E� �3 U�#
$	f(t) P�
�/�)/ .G9�# �C-��4 �� �<=# �$  �(f) = u − {0}     �� >
�/t ≠ 0    'f; Ä→ f . 
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 ��7�8-2 :  �R
�=, �?, … , �;   :�,�� �/ U� ,
 7=C9� E�$�D� >����BC�$(0, j)  �R
 ' )A�/�(;) = ·; 

?���i P��CR�K/   :?�.#i  A�/ E����� >  

fº4(±) = f;(±) = (f¹(±)); = (±θ); 

P�
�/�)/  

f;(±) = 	¾ 0																															± ≤ 0									(±j);																							0 < ± < 	j							1																																	± ≥ j										  
:���C# �$  

M4@;→Hf; (±) = ] 0															± < j						1															± ≥ 	j					 
E� �3 U�)�/	f(t)  �<=# �$	j ��4  P�
�/�)/ .G9�# �C-�(f) = u − {j}  �� >
�/ f4t ≠ j	   'f; Ä→ f.  

 

 �$8-3: ) Ad-– ���Q( �R
 �f; Ä→ f  >
�/ 'x, | ∈ �(f)  �3 >��	 �/ 'x < |   + G-
ä  X� �
 #
�3 :/��

 �/[x, |y  �/ �C-��4 +u E� :U��
$ ?�.#i  A�/  

� ä�� ³f; → � ä�� ³f 

  

%�&'�:  �R
{t=, t?, … , tB}  ,
 ,
��
 X� 
�[x, |y  + U���./ �o# �$äB U�)3 ����� ��, ?$�- :/�� ���� �/ 
�
  

äB = : ä(t3Bl=
3<= )p[t3 , t3D=y 

 (�YäB  �/[x, |y  �3 E#��, G-
 �
 #
�3 + �C-��4@ → ∞ U��
$ 

äB(t) → ä(t) 
 :GA
$ U��
�Z *
�.C#
 ^
�Z �/�)/  
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                    ; äB³f;�� → ; ä�� ³f; 		⟹ R; äB³f;�� − ; ä�� ³f;R 	⟶ 0																				 )8-1(  

 

� äB³f�
� → � ä�� ³f						 ⟹ º� äB³f�

� −� ä�� ³fº⟶ 0																								 
 �;)�
 ,
f; Ä→ f  +8 → ∞ U��
$  

f;(t3D=) − f;(t3) → f(t3D=) − f(t3) 
:GA
$ U��
�Z +� P�
 ,
  

� äB	³f;�
� = : ä(t3)Bl=

3<= Qf;(t3D=) − f;(t3)R 	= 	 : ä(t3Bl=
3<= )Qf(t3D=) − f(t3)R 

	)8-2( 

= ; äB	³f�� 		                                                     

:U��
$ P�
�/�)/  

º� äB		³f;�
� −� äB	�

� ³fº⟶ 0 

U��
$ (�)3
:  

º� ä	³f;�
� −� ä�� 	³fº																																																																										 
= º� ä		³f;�

� −� äB�
� 	³f; +� äB	³f;�

� −� äB�
� ³f +� äB�

� ³f	 −� ä�� ³fº														 
		≤ º� ä	³f;�

� −� äB�
� ³f;º+ º� äB	³f;�

� −� äB�
� ³fº + º� äB�

� ³f −� ä�� ³fº 
)  _/
+� ,
 ?$�C-
 �/8-1) + (8-2U��
$ (  

º� ä	³f;�
� −� ä�� 	³fº → 0⟹ � ä	³f;�

� ⟶ � ä�� ³f 
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 �$ ���4�8-3: �R
f; Ä→ f �C-��4 + �
 #
�3 :/��  >
�/ ' >	ä :GA
$ U��
�Z  

� ä	³f; → � ä	³fDH
lH

DH
lH  

%�&'�: (�Y 	ä  P�
�/�)/ G-
 �
 #
�3|ä| ≤ �  U" ,
 ?$�C-
 �/ '8-3   >
�/	x, | ∈ �(f) :U��
$  

													º� ä	³f; −� ä	³fDH
lH

DH
lH º		 

	= º� ä	³f; −� ä	³f; +� ä	³f; −� ä	³f +� ä	³f −� ä	³fDH
lH

�
�

�
�

�
�

�
�

DH
lH º							 

≤ º� ä	³f; −� ä	³f;�
�

DH
lH º+ º� ä	³f;�

� −� ä	³f�
� º 			+ º� ä	³fDH

lH −� ä	³f�
� º 

  

  								= p + pp + ppp			           

P�
�/�)/  

p = º� ä	³f; −� ä	³f;�
�

DH
lH º = º� ä	³f; +� ä	³f;DH

�
Æ
lH º 

			≤ º� ä	³f;�
lH º+ º� ä	³f;H

� º																																																		 
≤ � |ä|	³f;Æ

lH +� |ä|	³f;DH
� ≤ � c		³f; +� c		³f;DH

�
Æ
lH  

= �Qf;(x) − f;(−∞)R + �Qf;(∞) − f;(|)R															 			= �Qf;(x) − f;(−∞) + f;(∞) − f;(|)R																							 
 �3 ECW+x → −∞  '| → ∞ ' �
 =�p E� 7�� �� G�- �/ >
�/ p���� P��� �/ . )3ppp E� G/�w K�# �3 $�A

 ECW+	x → −∞'	| → ∞	E� 7�� �� G�- �/ (i�
 =� ' �
 =� . )3pp # U" ,
 ?$�C-
 �/ K�8-3  �� G�- �/

E� 7��. )3 

 +� P�
 ,
Y; ä	³f; − ; ä	³fDHlHDHlH Y → 0 :GA
$ U��
�Z +  

� ä³f; → � ä³fDH
lH

DH
lH  
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Ad- �$ Ad1 
$��- :���Q  �R
	U; +U=, U?, …  ?,
 #
������ >+� *��C!
 >�� >S :?�.#i ' )A�/  

U; Ã→ U					 ⇔ 								�ä³U; → �ä³U 

 �3ä  >+� �
 #
�3 + �C-��4 :/��S .G-
 

  

 �$8-4:  �R
lim; ;ä³U; = ;ä³U  ��� >
�/ä U��
$  A�/ �C-��4 + �
 #
�3 GZ
�);� ��</ ��  

U; Ã→ U		 
%�&'�:   �R
æ(�) = �1			t ∈ �0			t ∉ � +   æ;(�) = ]1			t; ∈ �0			t; ∉ �   +  	t; → t :?�.#i  

�ä³U; = ä(t;) → ä(t) = �ä³U 						⟹ 								U; Ã→U 

 �R
 +  �i E� G- / E#�-i �/ K� �/ K� >��R *
�.C#
 N+� ,
 ?$�C-
 �/ {�� _/
+� (i �$ �3t; ↛ t  E� (
��

. G9�# �
�W�/ {�� �</
� �3 $�3 G/�w 

3��4�8-2:(+��1 A���`�-) :  :/
�� �"��#$	f; �/ 7��3 ��	 �/ 
�f �R
 U���R 
�.��  

f; Ä→ f																+																		\x�f; → \x�f									 
   (i �$ �3\x�f = f(+∞) − f(−∞)  ���� �/ 
� E�
�.�� H�# P�
 'f; �→ f E� (�5#:W
+ �$ . )�$  

\x�f; → \x�f					 ≡ 							 f;(∞) → f(∞)		+		f;(−∞) → f(−∞) 
 ��7�8-3:  *�L��$8-1 U��
$ 7��3 E�
�.�� E-��/ >
�/ G-
 �
�W�/ ���\ E�
�.�� �3 U�$�3 G/�w  

f;(−∞) = 0 → f(−∞) = 0 f;(+∞) = 1 → f(+∞) = 1							 
E� ���C# f4 �3 U���R\x�f; → \x�f.G-
�.�� 7��3 ��	 �/ f4 . 

E� (�5# E"�L� (��/ �/>�W 7��3 E�
�.�� �3 U��$.G-
 ���\ E�
�.�� ,
 �� 

  

��7�8-4 :  �)3 z��f¿   )#�� E�$�D� ��BC� X� :�,�� :/��� G-
 ? ����� �� �<=# �$ �3  A�/.    E)��  
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	f¿ = �0															t < 0	1															t ≥ 	0 

E� ����� U�)3 f;(t) = f¿(t + 8)'∀t ∈ u   ���D)�
 �$∀t   �;�#��,8 → ∞  :U��
$ 

 f;(t) → f¿(∞) = 1 ��$�=� g��� >
,
 �/ f4 't E� ����� U�)3f(t) ≡ 1   f4 'f(t)   x�=# g��� �$

 ��$�=� g��� >
,
 �/ + G-
 �C-��4t  'f; È→ f  E"+ '  

f(∞) = lim�→Hf(t) = 1 = lim�→lHf(t) = f(−∞) lim;→Hf;(−∞) = lim;→Hf¿(−∞) = 0 

f4f; ↛� F .  

 ��:;8-2: )Ad- ��:;- ���Q( �R
 �	ä  �$ �
 #
�3 + �C-��4 E�/��u  ?�.#i  A�/  

f; �→ f									 ⟺ 						� ä³f; → � ä³fDH
lH

DH
lH  

%�&'�: (�Y	f; �→ f		 ����� �/ �)/f; Ã→ f EI� U" U���� 2�-
 �/ +- >
�/ 

� ä³f; → � ä³fDH
lH

DH
lH  

 U�)3 z�� f;��/; ä³f; → ; ä³fDHlHDHlH (�Y '	ä �
 #
�3 + �C-��4 E�/�� U��
$ G-
  

f;(t)→f(t)																∀t ∈ �(f)                       

 E)�� P�
 +f; Ã→ f U��$ (�5#  ��/ (�)3
 .\x�f; → \x�f  . 

 :/��ä(t) = 1 E� �o# �$ G-
 �
 #
�3 + �C-��4 E�/�� �3 
�:GA
$ U��
�Z U���R  

� ³f; ⟶DH
lH � ³fDH

lH ⟹	f;(∞) − f;(−∞) → f(∞) − f(−∞) ⟹ \x�f; → \x�f 

P�
�/�)/ +f; �→ f.  

VP�.�� P� VB�_�F� �Q 3�4Z A���`�- 3��4�: ?,
 #
 �"��#$ E�
�.�� ,
 G-
 ����� ���\ E�
�.�� >��æ;  �/æ 
 �3æ;  �I�-+ �/f;  �/u  �R
 E)�� G-
 ? A �="
� = (x, |y U��
$:  

æ;(�) = Qf;(|) − f;(x)R ⟶ Qf(|) − f(x)R 				⟹ 								æ;(�) ⟶ æ(�) 
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8-2 ��+] �B
%6 � ��
:�4 
� N��"E N�"E K�� �:9 K 
*  

  �R
X;(t)  E"�.Y :/��f;(t)   ?�.#i  A�/X;(t) ≥ 0  +; X;(t)dx = cDHlH >
�/ �R
 +  

 	t ∈ u، X;(t) → X(	t)،  (i �$ �3; X;(t)dx = cDHlH،  U���R ?�.#if;(t) �→ f(t) �/ ��MW P�
 . ����

E� ���w
 �A �/ [I�C� ��, ��MW �/.$�A 

  

 ��:;8-3 :  �)3 z��X;(t)  ?,
 #
 :/
�� +  )A�/ E)��# ��@4X;(t) → X(t):U�A�/ �CA
$ �R
 '  

; X;(t)³t = ; X(t)³t =DHlH �DHlH �/ ?�.#i g��� >
,
	t  ' ��f;(t) �→ f(t)  U��
�Z 
� ��, �</
� +

:GA
$  

sup»∈À º� X;(D)³D −� X(D)³D»» º = 12� |X;(D) − X(D)|dt → 0DH
lH  

%�&'�: � ������ 
�(−∞, ty  E� ���CZ
(�Y .U�)3 

|f;(t) − f(t)| = º� X;(D)³D −� X(D)³D»» º																																	 
≤	 sup	»∈À º� X;(D)³D −� X(D)³D»» º 

:U��$ (�5# G9���3 

sup»∈À R; X;(D)³D − ; X(D)³D»» R → 0                               

  

� X;(t)³t −� X(t)³t =DH
lH � QX;(t) − X(t)R³t	DH

lH
DH
lH 									 

			= � QX;(D) − X(D)R³D +» � QX;(D) − X(D)R³D	 = � − � = 0				»P 				 
⟹ ; QX;(D) − X(D)R³D = −; QX;(D) − X(D)R³D»P»                 

 

P�
�/�)/ 
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2 º� QX;(D) − X(D)R³D» º																																																																									 
= º� QX;(D) − X(D)R³D» º+ º� QX;(D) − X(D)R³D»P º																									 
= º� QX;(D) − X(D)R³DDH

lH º ≤ � YQX;(D) − X(D)RY³DDH
lH 																					 

⟹ º� QX;(D) − X(D)R³D» º ≤ 12� YQX;(D) − X(D)RY³DDH
lH  

/ �</
� P�
 (�Y �� >
,
 ��  P�
�/�)/ G-
 �
�W�/  

sup»∈À º� QX;(D) − X(D)R³D» º 		≤ 12� YQX;(D) − X(D)RY³D					(8 − 3)							DH
lH  

 �R
 (�)3
�¿ = {X; ≥ X} U��
$  

� YQX;(D) − X(D)RY³D =DH
lH � (X;(D) − X(D))³D»Ê −� (X;(D) − X(D))³D»ÊP  

														= 2� (X;(D) − X(D))³D»Ê 			 
 ������ >
�/ (�Y�¿ ) �</
�8-3E� >+�9� ���� �/ '( ������ �� >
�/ P�
�/�)/ . A�/� :GA
$ U��
�Z  

sup»∈À º� QX;(D) − X(D)R³D» º = 12� YQX;(D) − X(D)RY³D																																						DH
lH  

 U��$ (�5# G9���3 *�!; YQX;(D) − X(D)RY³DDHlH → 0  

� YQX;(D) − X(D)RY³D =	DH
lH � (X;(D) − X(D))³D		 −� (X;(D) − X(D))³D»ÊP 			»Ê  

= 2� (X;(D) − X(D))³D																						»Ê  

 (�Y +X;(t) → X(t)  GA
$ U��
�Z; (X;(D) − X(D))³D»Ê → 0 P�
�/�)/  

� |X;(D) − X(D)|dt → 0DH
lH  
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 . A G/�w U;! +  

 ��7�8-5 : �R
 :/��	8 → ∞	�;�#��,	 A�/	�~	D(8) *���# :�,�� G�- �/ E"�.YE� 7�� $�
 #�C-
. )3  

 �*���8-1 :�R
 �3 ���� P�
 �/ G-
 �
�W�/ K�# *��C!
 :/
�� >
�/ �A ��MW  

æ;(t) ≥ 0   +æ;(t) → 	æ(t)	
:æ;� (t) =:æ� (t) = �	 

 ?�.#i
  :æ;(4)Ï0� →	:æ(4)Ï0�  

 ��7�8-6:                                   

U z�; = −28 + 3n { = 4n − 312n → U(� = −2) = 13 

	U z�; = −38 + 1n { = 8n + 312n → U(� = 3) = 23 

 ���C# [�	8-1  (�Yæ;(4) → æ(4)  +∑æ; (4) = ∑æ (4) = 1 f4f; �→ f.  

  

8-3  �2V�� N�"E � N��"E N�"E ���%�* 

  3��4�8-3 :)�,e�� OQ�� ���`���( �DO5� :/�� *
�.C#
 �f  '$s' E� ����� ��, ���� �/$�A  

$s(T) = � $(#)³# = � � �3¨�DH
lH

:
¿

:
¿ ³f(t)³# 

 (�Y|$(#)| ≤ 1  P�
�/�)/$s(T) E� f4 G-
 �
 #
�3 :/�� X�*
�.C#
 p���� (
�� .$�3 z�� 
� >��R  

$s(T) = � $(#)³# = � � �3¨�³#³f(t):
¿

DH
lH

:
¿  

 (�Y +; �3¨�:¿ ³# = ¥à¦Hl=3�+� P�
 ,
 '  
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$s(T) = � �3:� − 14t ³f(t)DH
lH  

E� (�5# *�! P�/ X� �/ X� �~�)� X� �3 U��$$(T)  +$s(T)  �DO5� :/�� +$ U�)3 z�� .$�
$ $��+$=(T) 

 +$?(T)  #�
$ $��+  

$s(T) = � $=(T)³#,:
¿  

$s(T) = � $?(T)³#		 ⟹ � $=(T)³#	 = 	� $?(T)³#	:
¿

:
¿

:
¿  

[C5� �/ �/ G�9# >��RT :GA
$ U��
�Z {�� �</
� ,
  

$=(T) = $?(T) 
 P�/ (�Y E��	 ,
f  +	$ �</
� X� P�
�/�)/ .$�
$ $��+ X� �/ X� >	f +$s E� �O5� �C;� ��</ 
� �.� ;�. )3  

 �O5� >
�/ EA+� ��, ��MW���\ E�
�.�� >,�- .G-
  

 ��:;8-4 :  �R
f; Ã→ f  ?�.#i$s; ⟶	$s	  �R
 f;� �/ '$s; ⟶ Ës    )#�� :�,�� :/�� X� ?�.#if  $�
$ $��+

 �3 >��	 �/f; Ã→ f    +$s, = Ës.  

%�&'�:   :/��ä(t) = 	 ¥à¦Hl=3� = ÌÌk(:�)D3 kÏÄ(:�)l=3�   
��, G-
 �
 #
�3 E�/��  

M4@�→¿ ä(t) = M4@�→¿ �.S( Tt) + 4 S48(Tt) − 14t  

:GA
$ U��
�Z *�C�4�� ? ��W ,
 ?$�C-
 �/  

M4@�→¿ ä(t) = M4@�→¿−T sin(Tt) + 4T cos(Tt)4 = 4Ti = T 

P�)t�� 

M4@�→±Hä(t) = M4@�→±H �.S( Tt) + 4 S48(Tt) − 14t  

 +� P�
 ,
 . A  �
�Z �� �/
�/ {��  ! P�
�/�)/ G-
 E��)C� >�
 =� �93 ���� (�Yä(t) .G-
 �
 #
�3 E�/��  

EI�) U" U���� ,
 ?$�C-
 �/- :U��
$ (>
�/  
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� �3:� − 14t� ³f;(t) 	→ � �3:� − 14t� ³f(t)				 
																					⟹ $s;(T) ⟶ $s(T)																																		(4− 8) 

  �)3 z�� f;��/$s; ⟶ Ës  +f;  �/ �~�)C� :/
�� �"��#$$s; �"��#$ ��, EI� E�
�.�� ��MW �/�)/  A�/,
 >
f;  '

  )#��f;�  �3 $�
$ $��+f;� Ã→ f   �</
� [�	 P�
�/�)/(4 − 8)  U��
$$s;�(T) ⟶ $s,(T) .  

 E��	 ,
$s;(T) ⟶ Ës(T) E��"��#$ ��, �� U�#
$ P�
�/�)/ .G-
�.�� '
�.�� �"��#$ X� >$s,(T) = Ës(T) 

  )#�� >�.�$ �"��#$ ��, U�)3 z�� P�)t��f;"  �3  A�/ $����f;" Ã→ fø U��
$  A �CR �t#i [�	  

$s;"(T) ⟶ $s,ø(T)  +$s,ø(T) = Ës(T)   

 (�Y	ËÍ :�,��f E� �O5� �C;� ��	 �/ 
� f4  )3f = fø �"��#$ ��, �� >
�/ pI<� P�
 (�Y .  
�.�� ,
f;  

 +� P�
 ,
 G-
 �
�W�/f; Ã→ f  �/  

$s, = 	ËÍ  

 

 �*���8-2 : �R
$; → Ë   ?�.#if; Ã→ f    �/$, = Ë  .  

%�&'�:  (�Y$;  +Ë   ?,
 #
 + �
 #
�3 ��MW ���C# [�	  )C9� V�" ��@4:U��
$ b�IB� E�
�.��  

$; → Ë⟹ � $;(#)³# =:
¿ � Ë(#)³#⟹:

¿ 	$Í ; ⟶ Ës 
 $�
$ $��+ l�/ �</
� (�Y$  +$s �</
� E��	 ,
+ GA
$ U��
�Z P�/ X� �/ X� >
$s, = Ës  +f; Ã→ f  $��+

$�
$  ��MW [�	 P�
�/�)/8-4'  

$, = Ë 

 ��:;8-5:)�)$ A`�F)�� ��:;( �R
 �f; �→ f  ?�.#i$; → $ �R
 f;� �/ '$; → Ë  (i �$ �3Ë �$  

 T = 0   ?�.#i G-
 �C-��4f; �→ f  +$, = Ë.  

%�&'�:  �R
f; �→ f  ?�.#if; Ã→ f +	\x�f; → \x�f .  

 :/��ä  ���� �/ 
�ä(t) = �3:� E� �o# �$ (�Y U���R|ä(t)| ≤ 1  ��MW ,
 ?$�C-
 �/ G-
 �C-��4 �� ��� +

EI�)– U��
$ (>
�/  
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� �3:�� ³f;(t) 	→ � �3:�� ³f(t) 					⟹ $;(T) ⟶ $(T) 
  �)3 z�� f;��/$; → Ë  ���C# [�	 ���� P�
 �$8-2  U��
$f; Ã→ f  +$, = Ë  (�5# G9���3 (�)3


 U��$\x�f; → \x�f  

\x�f; = f;(∞) − f;(−∞) = � ³DH
lH f; = $;(0) → Ë(0) 

                                             \x�f = f(∞) − f(−∞) = ; ³DHlH f = $(0)  

 U��$ (�5#  ��/$(0) = Ë(0)  

 (�Y$s;  +$; E� �O5� �C;� ��</ 
� �.� ;�U��
$  ))3  

$; → Ë⟹ $s; → Ës 

  ��MW f;� [�	 f48-4  U��
$f; Ä→ f،  ��MW G�� [�	 l�!8-4 '$s; → $ E� (�Y U�#
$�� >
�/  

 T > 0 ' 

Ës(T) = $s(T) ⟹ ; Ë(#)³#:¿ 	= ; $(#)³#	:¿ ⟹ =:   ; Ë(#)³# = =ÎÎ¿ ; $(#)³#	:¿  

						⟹ lim:→¿1u� Ë(#)³#Î
¿ 	= lim:→¿1u� $(#)³#																															Î

¿  

 E.C-��4 + *
�.C#
 �$ >,�
 U� _/
+� ,
 ?$�C-
 �/Ë  E� ���C# �� �$  �3 $�A$(0) = Ë(0) P�
�/�)/ +  

 f; �→ f .  

��7�8-7 :  �)3 z���;   �/(−8, 8)   . A�/ ? A :�,�� GZ
�);� ��	 �/  

X;(t) = 128 

f;(t) = t + 828  

 :�,�� �DO5� :/��f;(t)   �/ G-
 �/
�/ 
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$;(T) = � �4Tt28u ³t = 128�48T−�−48T4T = 12824S48(8T)4T = S48(8T)8T  

$(T) = M4@;→H$;(T) = �1													T = 00												T ≠ 0  

 G"�! �$T = 0	 E� ?$�C-
 *
�.C#
 >,�
 U� _/
+� ,
 G"�! �$ + .U�)3T ≠ 0،    

M4@; m0 × �
 #
�3n = 0 

 :/�� (�Y$(T)  �$T = 0 �"��#$ +� P�
 ,
 G9�# �C-��4 >f; .G9�# 
�.�� E�$�D� ��BC� X� :�,�� :/�� �/  

  

8-4 
*��
��� ���%�*  

 �$8-5  :   �)3 z��f; �→ f(�; /→ �)    )#�� >$ � >
,
 �/ +U > 0 U�A�/ �CA
$  

 sup; �(|�;G|) = Q  �3Q  �� >
�/ ���� P�
 �$ .G-
 G/�w� < U GA
$ U��
�Z  

�(|�;|[) → �(|�|[) 
%�&'� :/�� :X E� ����� ��, ���� �/ 
� U�)3 

X�(t) = ]|t|[ 					|t| ≤ ��[ 							|t| > �  

 :/��X�(t)  �/u  �/ + �
 #
�3[−�, �y EI� U" [�	 P�
�/�)/  G-
 �C-��4-U��
$ >
�/ 

; X�(t)³f;(t)� → ; X�(t)� 	³f(t) )8-5(                                    

                                  ; |t|[³f;(t)� → ; |t|[� 	³f(t) )8-6(                                       

  

 �R
� → ∞،  

� |X�(t;) − |t;|[|³f;(t)�  



������� ������ ����� ------------------------------------------------------------------- 164 

= � |X�(t;) − |t;|[||�4|0� ³f;(t) +	� |X�(t;) − |t;|[||�4|5� ³f;(t) 
= � ||t;|[ − |t;|[||�4|0� ³f;(t) +� |�[ − |t;|[||�4|5� 	³f;(t) 
=	� |�[ − |t;|[||�4|5� ³f;(t) 

   >
�/|t;| > � U��
$  

|�[ − |t;|[| ≤ |�[| + |t;|[ ≤ |t;|[ + |t;|[ = 2|t;|[ 

���C# �$  

� |�[ − |t;|[||�4|5� 	³f;(t) ≤ 2� |t;|j|�4|5� 	³f;(t) 					= 2�(|t;|j ( )Axn
I > ) 

U��
$ E��	 ,
  

|t;| > � ⟹ |t;|� > 1 ⟹ (|t;|� )Gl[ > 1 ⇒ |t;|G�Gl[ > |t;|j 
E�  ��
 P���	 ,
U���R 

2� m|�;|j ( )Axn
I > n ≤ 2� n|�;|G�Gl[o = 2�(|�;|G)�Gl[ ≤ 2Q�Gl[ 

 +� P�
 ,
  

� |�[ − |t;|[||�4|5� ³f;(t) ≤ 2Q�Gl[ 
 �3 E#��,� → ∞  �
 =�

?|�ª�h → 0  E� 7�� �� G�- �/ f4 . )3X¼(t;) → |t;|[ 

) �</
� [�	 *�!8-5)+ (8-6U��
$ (  

�(|�|[) = M4@�→H� X�DH
lH (t)³f = M4@�→H M4@;→H� X�(t)DH

lH ³f; 

= M4@;→H M4@�→H� X�(t)DH
lH ³f; = M4@							;→H�(|�;|[) 
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 ��:;8-6 :  �R
f; �"��#$ '(i �/ �~�)C� >���+�C5R �"��#$ �3 E�9W �/  A�/ :�,�� :/
��  ,
 >
[̧4�  �/[̧�   �/ �3

 g��� >
,
� E��)C� �� G-

�.�� '   A�/ +[̧4�  :�,�� :/��   �/ �~�)C�E)��	 [̧� f  ?�.#i ' )3 P��� �C;� ��	 �/ 
� f; �→ f.  

%�&'�:  �"��#$ ��, EI� E�
�.�� ��MW �/ �)/	f;� ,
f;  �3 >��	 �/ G-
 $����f;� Ã→ f  E� (�5# *�! �3 U��$ f;� �→ f U�)3 G/�w G-
 E��3 f4 .\x�f;� → \x�f  

 ,
U��
$ �5��Y >+�9��#  

\x�f;� = lim�→H( f;�(�) − f;�(−�)) = lim�→H� ³f;�(t)�
l� 					≥ lim�→H(1 − ¸?�(8V)�? ) = 1 

 P�)t��  

\x�f = lim�→H( f(�) − f(−�))																														 
=	 lim�→H limV→H mf;�(�) − f;�(−�)n 
= limV→H lim�→H mf;�(�) − f;�(−�)n 

= limV→H\x�f;� = 1																										 
 f4f;� �→ f  �;)�
 ,
 +γ[4� → [̧�  E� ���C# �3 $�Aγ[4�� → [̧�   (�Y .[̧� )U" ,
 G-
 �
 #
�38-5 ���C#  '(

E� �� >
,
 �/ �3 $�AS < �  'γi4�� → i̧�   (�Y +[̧�   �C;� ��	 �/f E� �O5� 
� �"��#$ ��, �� +� P�
 ,
  )3

 
�.��f;   �/ 7��3 ��	 �/f P�
�/�)/ G-
�.��f; �→ f.  

������ HB 3�4Z A���`�-:   

 >+� ���\ E�
�.�� g�T� E"+ G-
 E- �IW
 >�M� �� E=�=! _Z >+� :�,�� :/�� ���\ E�
�.�� g�T� �Y �R


 #
E� *��C!
 ?,
A (��/ X��C� >���M� ��� >+�  #
��$� P�
 + ?,
 #
 >+� ���\ E�
�.�� v���� 7�"$*��C!
 > 

.G-
 :�,�� :/�� ���\ E�
�.�� �/ G�9#  

  

 3��4�8-4:  �"��#$(μ;);5=  >+� �3(u,�(R))  E� ����� $�A G�- �/ ���\ ��</μ G-
�.��  

 (μ; Ã→ μ)  �R
; X³μ; → ; X³μ   g��� >
�/X>��  >+� �
 #
�3 + �C-��4u. 
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 �$8-6:  �R
μ;   �/ ���\ ��</μ  +  A�/ 
�.��f;  �/ _���� :�,�� :/��μ;  +f  �/ _���� :�,�� :/���  ?�.#i  A�/ f; Ã→ f.  

%�&'� :t  �<=# �C-��4 :/�� ,
 >
f E� ����� .G-
 U�)3  

Ë(D) =
���
�  1																														D < t − 1Õ– Õ(D − t)								t −	1Õ ≤ D < t0																																D ≥ t

 

 +7V(D) = Ë(D − t) f4  

 I(lH,�l=�) ≤ ËV ≤ I(lH,�) ≤ 7V ≤ I(lH,�D=�)     

 P�)t��7V  +ËV   U��
$ +  )C9� �
 #
�3 �C-��4 :/
��  

f zt − 1Õ{ ≤ �ËV³μ = M4@		;→H�ËV³μ; ≤ M4@		;→H 48X f(t) 
+  

M4@		;→H STU f;(t) ≤ M4@		;→H�7V³μ; = �7V³μ ≤ f(t + 1Õ) 
 :/��f  �$t + G-
 �C-��4  

M4@		;→H 48X f; (t) = M4@			;→H STU f; (t) 
       ���C# �$  

M4@	;→Hf;(t) = f(t)												 
E���� ��:� HB 3�4Z A���`�-:  

 �R
(μ;);5=  +	μ ?,
 #
 X��C� >�M� >+� *��C!
 >��( , ³)  �R
 +  A�/; X³μ; → ; X³μ  ��� >
�/X 
(
�3 + �C-��4 >��>+� �
$ S  A�/  ?�.#i(μ;)  �/ ���\ ��</	μ G-
�.��.	

8-5 1J
,�  

1- �"��#$ ��i  �)3 [�=��E� 
�.�� :�,�� :/�� X� �/ 7��3 ��</ :�,�� :/
�� ,
 ��, >�� . )A�/  
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 ( �"
  

f;(t) =
���
��
�  0																														t < 1√8								23 1√8																				 1√8 		≤ t < 1 + 1√81																													t ≥ 1 + 1√8		

 

                   (b  

f;(t) =
���
� 					0																									t < 18														23 18																	18 	≤ t < 1 + 181																								t ≥ 1 + 18

 

2- �"��#$ ��i E�$�D� >����BC� ,
 ��, >��{�;}   )#�� E�$�D� ��BC� X� �/ :�,�� �$X  . )C9� 
�.��  

( �"
    

�; → ì(18 − 1, 18?) 
 ( b    

�Ä → �(18 − 1, 18?) 
( �    

f;(t) = + 0																														t < 0	t;																						0 ≤ t < 11																														t ≥ 1  

3-  :�,�� :/�� �#���f(t)    )#�� >�
 =�m  ,
t ' )A�/ �
�W�/ ��, >+�9��# (i >
,
 �/ �3 G-
  

f(@ − 0) ≤ 12 ≤ f(@) 
 �R
 ( �"
f; Ã→ f   �)3 G/�w@;  �#���f;  �/@  �#���F . G-
�.��  

 �R
 ( bf    �)3 G/�w  A�/ �C-��4 k�=I<��|� − �|  �3 $�
$ 
� �
 =� P��C�3 ECW+�  �#��� �/
�/f . A�/  
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4-  �R
�;~�(ì;, U;)  ECW+  A�/8 → ∞ 'ì; → ∞  +U; → ∞  +U;ì; → �  +� ∈ (0,∞)  

 ?�.#i�; /→ �  �3�  �C�
��4 �/ P-
�4 :�,�� >
�
$	� .G-
  

5- �;~æ(�;)  (i �$ �3'	�; ∈ (0,∞)	  �R
·; = ¹4l�4Z�4  �R
 U�)3 ����� 
��; → ∞  ECW+	8 →
∞ ?�.#i· /→ì(0,1)



 

75� 12� 

	=?�4  

���o# �$ E-�-
 ���\�� ,
 E;� *�=C-
b���4 ,
 7��! |��C# .G-
 *��C!
 >=C9� 2�� �� �;- X� E"
�C� >�� 7

 P�"+
 ���C# $
 Z� �.�$ ����� �/ . )C9�4 ���- �� g+$ b���4 ���C# �$ >��w�� 2�� �� �;- b���4b��� .$�
 # ��

G�=��� |��C# p93���3 �3 ECW+ >,�/ ���3 �$ K��iE� b�OC#
 >�
@.��� (+ / 
� ��)C9�# 7=C9� U� ,
 'U�)3 . 

E�# b�OC#
 ?��/+$ ? A b�OC#
 k��W �3 E���3 (�Y-
 ?,
 #
 >�M� (��� '*��C!
 >�M� .$�A?,
 #
 (i �$ �3 'G> 

��������, k���� *��C!
 ���o# ��
 .G-
 X� �/ �/
�/ �M� 73 + *��C!
 ���o# K���� ��+ .G9�# ?,
 #
 ���o# ,
 >


G-
 *�=C-
 g�T� '?,
 #
 ���o#.  

G9�# �� ��5�4 E�
j ERS�+ *�=C-
 �3  �)3 ����' �� E)�� .$�
$ E.C9/ *��C!
 ?,
 #
 b�OC#
 �/ �;I/; G-
 P

?,
 #
 �/ G�9#  ��5�4 +$ *��C!
 >æ ?,
 #
 �/ G�9# E"+  )A�/ 7=C9� *��C!
 >Ò  . )A��# 7=C9�  

  

9-1 	=?�4  

 3��4�9-1:  �R
(Ω, f, æ)  + *��C!
 >�M� X�{�=, �?, … , �;} ⊂ f ������4 ,
 E��)C� >
: A�/ �� ��5�  

(�"
�=, �?, … , �;  �/ G�9# �R
  )C9� 7=C9� g��� >
�/ 	1 < Õ ≤ 8 U�A�/ �CA
$  

PóN�bV
b<= ô = 	Óæ(�b)V

b<=  

 (b�=, �?, … , �;  �/ G�9# +$ �/ +$ 
� E� 7=C9��R
 U���R  

      g��� >
�/j i≠    æQ�3 ∩ �bR = æ(�3)æ(�b) 

�3 G-
 �3j (���A ������ 7L� *��C!
 ?,
 #
 X� �/ G�9# �3 G-
 P;�� �� ��5�4 ,
 >
æ  E"+  )A�/ 7=C9�

 7L� >�.�$ *��C!
 ?,
 #
 �/ G�9#æ�  . )A��# 7=C9�  

 ��7�9-1: �R
  

																	� = {1, 2, 3} 

P

P
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																	f = ÖΦ, Ω, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3}, {2,3}× 
æ= = 	0, 1	, 13 , 13 , 13 , 23 , 23 , 23 

æ? = 0, 1	, 12 , 12 , 0	, 1, 12 , 12	 
 

	æ=	+		æ?	 �$ $���� �� ��5�4 �/ �~�)C� ��$�=� �3  )C9� *��C!
 ?,
 #
 +$f  ? A �O5� �T#i ,
 X� �� >
�/

.G-
 �3 G-
 v\
+  

æ= = ({1,2} ∩ {2,3}) = æ=({2}) = 	13 ≠ 	23 × 23 

  ��5�4 +$ f4{1,2}  +{2,3}  *��C!
 ?,
 #
 �/æ= ?,
 #
 G�� E"+ . )C9�# 7=C9�*��C!
 >æ? U��
$  

æ? = ({1,2} ∩ {2,3}) = æ=({2}) = 	12 = 	1 × 12 

7=C9� *��C!
 ?,
 #
 P�
 G�� ��3@�  ��5�4 +$ P�
�/�)/. #
  

 ��7�9-2:   �)3 z���  +·  ��$�=� �3  )A�/ 7=C9� E�$�D� ��BC� +$1+ +1- *��C!
 �/ 
� 
=? E� ���CZ �R
 . ))3 	¸ = �· ' A�/U��
$ 

  

1 -1 
 

 1 -1 
 

 1 1- 
 

1 2]  1 2]   

 1 2]  1 2]   

 1 2]  1 2]   

  

 *�L� P�
 �$�, ·, ¸ +$  �/7=C9� +$�� E"+  #
�k��  >����BC� *�=C-
 E-��/ >
�/ . )C9�# 7=C9��, ¸ U��
$ 

æ(X = 1, ¸ = 1) = æ(X = 1)æ(¸ = 1)									 æ(� = 1, ¸ = 1) = æ(� = 1, �· = 1) = æ(� = 1, · = 1) 
= 12 × 12 = 14 = æ(� = 1)æ(¸ = 1) æ(� = −1, ¸ = 1) = æ(� = −1)æ(¸ = 1) æ(� = −1, ¸ = 1) = æ(� = −1, �· = 1) = æ(� = −1, · = −1) 

YZX

( )P Y y=( )P Z z=( )P X x=
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	= 14 = æ(� = −1)æ(¸ = 1) 
P�)t��  

                                  æ(� = 1, ¸ = −1) = æ(� = 1)æ(¸ = −1)  

																											æ(� = 1, ¸ = −1) = æ(� = 1, ± = −1) = æ(� = 1)æ(	· = −1) = 14 

 f4�, ·, ¸	  7=C9� +$ �/ +$k�/�=C� E"+ . #
 U��
$ �</
� �Y G�- �$ 
��, ' )C9�# 7=C9�  

æ(X = 1, ± = 1, ¶ = 1) = æ(X = 1)æ(· = 1)æ(¸ = 1) = 12 × 12 × 12 = 	18 

											æ(X = 1, · = 1, ¸ = 1) = æ(X = 1, · = 1) = 14 ≠ 18 

 ��:;9-1:  E�$�D� ��BC� +$ �;#i >
�/ E��3 + g,l x�A�  +·  $ � +$ �� >
,
 �/ �3 G-
 (i  )A�/ 7=C9�

 E=�=!T  +# U�A�/ �CA
$:  

æ(� ∈ (−∞, Ty, · ∈ (−∞, #y) = æ(� ∈ (−∞, Ty)æ(· ∈ 	 (−∞, #y) )9-1           (  

 ����� �$ G-
 E��39-1������ ' ���� �/ 
� *��/ >��(−∞, Dy  ��MW G=�=! �$ .U���./ �o# �$9-1  >�/
�/

)9-1 *�=C-
 �/ 
� (�  +· E� ,�
 U�. #
$ 

%�&'�:  �R
�  +·  >�/
�/  )A�/ 7=C9�f¹,º = f¹(T)fº(#)  E� z�� �.�$ a�	 ���w
 >
�/ .G-
 ET� / U�)3

 >�� ��5�4�  +� G-
 ? A ����� ��, ���� �/  

� = {(−∞, ty, t ∈ u},							� = {(−∞, ±y, ± ∈ u} 
�R
  

																												æ(� ∈ �, · ∈ �) = æ(� ∈ �)æ(· ∈ �) )9-2                                (  

E�  A�/ �
�W�/ �� >
,
 �/ >�/
�/ P�
 U�)3 G/�w U��
�Z� ∈ ℬ(u)  �� +� ∈ ℬ(u) .G-
 �
�W�/  

E� (�"
�</
� �3 $
$ (�5# (
��) >9-2(' ?,�/ �� >
�/.G-
 �
�W�/ ?
�O"$ >  

E� G/�w �"
 G�9W ,
 ?$�C-
 �/ (b
� �3 $�A�</) >9-2(' +$ + E��)C�  H��C�
 �� >
�/ �/  �M�
 ,
 'U� ,
 
 � +$ �  +� H��C�
 ��
$�R) .G-
 �
�W�/ K�# >�M�
 ,
 E��)C� >���  �/ 
� (
 �� P�
 'G-
 (
 �� X�. E� (�5#(.U��$  

U�)3 z�� (�  
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� = �l=(.)												� = ·l=(.) 			f= = �l=(ℬ(u))		f? = ·l=(ℬ(u)) 
 ���� P�
 �$�  +�  + (
 ��f=  +f? P�
�/�)/ . )C9� (
 �� ��.�-  

f= = q(�)														f? = q(�) 
   (
 �� +$ *�=C-
 ���w
 ' A G/�w (b) G�9W �$ �t#i	� = �l=(.)+			� = ·l=(.) G/�w k
$ �� .G-


E� �3 $�Af= +f? 7=C9� K�#. #
  *�=C-
f= +f? �=C-
 >�)�� �/ *�  +· .G-
  

 3��4�9-2:   �)3 z��(Ω, f, æ) ������ ' A�/ *��C!
 >�M� X��� ��5�4 ,
 >
 

{�¡ , ¥ ∈ �} ⊂ f  �/ G�9#æ 7=C9�:U�A�/ �CA
$ E��)C� 2�3��, �� >
,
 �/ �R
  #
 

æ AN�¡3V
3<= C =ÓæQ�¡3R,					{¥=, … , ¥V} ⊂ �,					1 < À < ∞.		V

3<=  

 ��:;9-2:   �)3 z���=, … , �;  + 7=C9� E�$�D� >����BC�ℎ=, … , ℎ; ?,
 #
 :/
��. )A�/ ��@4 

 ?�.#iℎ=(�=),… , ℎ;(�;) . )C9� 7=C9�  

%�&'�:   �)3 z���=, … , �; ������?,
 #
 *��/ >��U��
$ ' )A�/ ��@4 

æ AN{ℎV(�V) ∈ �V};
V<= C = æ AN{�V ∈ ℎVl=(�V)};

V<= C 

			=ÓæQ�V ∈ ℎVl=(�V)R�
V<=  

=Óæ(ℎV(�V) ∈ �V);
V<=  

 3��4�9-3:   �)3 z��(Ω, f, æ) + *��C!
 >�M�{�¡:		¥ ∈ �} ������ . A�/ E�$�D� >����BC� ,
 >


?$
�#�Z(
 �� ��.�- ,
 >
 >��{q(�¡):		¥ ∈ �}  E� ����� ��, ���� �/$�A  

q(�¡) = 	 {�¡l=(�):	� ∈ �(u)} 
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9-2   <=#1?�,� K
*  

 3��4�9-4:  2�3 +$�=  +�? E� 7=C9� 
� �� >
�/ ?�R�� U���R�= ∈ �=   +�? ∈ �? �?, 	�=	+	  7=C9�

2�3 . )A�/ >��{�=, … , �;} E� (7=C9� �/�=C�) 7=C9� 
�  �� >
�/ �R
 U���R�= ∈ �=, … , �; ∈ �; 

 2�3{�=, … , �;} . A�/ (7=C9� k�/�=C�) 7=C9� >�� ��5�4 7��A  

 ��!�9-1: E� z��U�)31 ≤ 8= < 8? < ⋯ < 8V = 8  +X= ?,
 #
 *��/ :/�� X� ,
 ��@48=  ��BC�

+		X?,
8? − 8=	  p���� P��� �/ + ��BC�	XV,
 8V − 8Vl= . A�/ ��BC�   

�R
	{�b , 1 ≤ d ≤ 8}	>����BC� ?�.#i ' )A�/ 7=C9� E�$�D� E�$�D���BC�  

X=Q�=, … , �;=R, X?Q�;=D=, … , �;?R, … , XVQ�;��=D=, … , �;VR 
7=C9� K�#. #
  

 *�=C-
 ,
�, � E� *�=C-
 (
��	�, 	��+�, �� +�� , 	�� .G��R ���C# K�# 
�  

 *�=C-
 >
�/ *�L� (
�)� �/�, �� U��
$:  

   � = � ∩ Ω  = � ∩ (� ∪ ��) = (� ∩ �) ∪ (� ∩ ��) ⇒ æ(�) = æ(� ∩ �) + æ(� ∩ ��) 
P�
�/�)/  

		æ(� ∩ ��) = æ(�) − æ(� ∩ �) = æ(�) − æ(�)æ(�) = æ(�)Q1 − æ(�)R	 
            																			= æ(�)æ(��)																					 

 �*���9-1:  7=C9� E�C! + ��4 >�� ��5�4. #
  

%�&'�:  U�)3 z��ì  + ��4  ��5�4ì� E�C!  ��5�4 . A�/  

æ(ì)æ(ì�) = 0 × 1 = 0 æ(ì ∩ ì�) = æ(Φ ∩ Ω) = æ(Φ) = 0 

E� P�
�/�)/P�
 �3 GR (
�� . )C9� 7=C9� U� ,
  ��5�4 +$ 

E� �/�5� ��	 �/ X� �3 G-
 v\
+ .G-
 7=C9� E�C! �� ��4 >�� ��5�4  ,
 ?
�O"$  ��5�4 �� �3 $�3 G/�w (
��

.G-
 {$�� K�# E�C!  ��5�4 X� >
�/ pI<� P�
 'G-
 7=C9� N$�Z ,
 ��4  ��5�4  

k
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E�� ?
�O"$  ��5�4 �� ,
 E�C! + ��4 >�� ��5�4 U�#
$ 7=C9� 2�3 +$ �/ �R
 f4 . )C9� 7=C9Φ  +Ω  +$

 7=C9�  ��5�4�  +�  E)�� �o# $��� 2�3 +$ (i U�)3 ���\
 
�{�,Φ, Ω}  +{�,Φ, Ω} 7=C9� K�# v\
+ . #


 2�3 +$ �3 G-
{�,Φ, Ω, BÌ}  +{�,Φ, Ω, AÌ} 7=C9� K�#. #
  

 ��:;9-3: 2�3 �R
 7=C9� >��{�X: D ∈ ë} G�� (
 �� ��.�- ' )A�/ �C9/ E��)C� y
�CA
 �/ *���)�� >��

2�3 P�
7=C9� ��. #
  

%�&'�: 2�3 �/ �R
 7=C9� >��Φ  +Ω ������(i *�=C-
 �/ U�)3 ���\
 
� E)��� >�� ���\
 7L� .$�
 # >��w�� ��

($�3�, ��'�� , �  +�� , ��E� (�5# ��
$
 �$ .2�3 P�
 �/ �R
 U��$������ ,
 E�
���A H��C�
 �� ���\
 
� ��

(i *�=C-
 �/ U�)3 .G9�# �
@R ��w�� ��  

E� H�\�� P�
 E-��/ �/ :W
+ �$������ >�� �/ �R
 �3 U�,
$�4 >�X=à������ ' >∑ �X=àH3<=  U��$ �
�W 
�

E� >���B� �� ��5�4 *�=C-
  )3.��Z ��  

æóA9�X=àH
3<= C�X� …�X4ô 

= 	æ óA:�X=àH
3<= C�X� …�X4ô 

																																= æ mQ�X== + �X=� +⋯R × �X� ×⋯× �X4n											 
																																				= æ mQ�X==�X� …�X4R + Q�X=��X� …�X4R + ⋯n									 

																																																		= :æQ�X=à�X� …�X4RH
3<=  

																																																		= 	:æQ�X=àRæQ�X�R⋯æQ�X4RH
3<=  

																																									= :mæQ�X=àRnæQ�X�R⋯æ(�X4)H
3<=  

U��
$ P�)t�� 
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  �R
�X= , �X=� ∈ �X=  +�X4 ∈ �X4  �3 E�9W �/�X=� ⊂ �X=  (�YÖ�X=� , … , �X4×  +Ö�X= , … , �X4× 

7=C9� ��
�� >�T-�3. #
  

æ mQ�X= − �X=� R�X� …�X4n = æQ�X= , … , �X4R − æQ�X=� , … , �X4R 		= æQ�X=R⋯æQ�X4R − æQ�X=� R⋯æQ�X4R= 	 mæQ�X=R − æQ�X=� Rn mæQ�X�R⋯æQ�X4Rn= æQ�X= − �X=� RæQ�X�R⋯æQ�X4R. 
 ��:;9-4:  �)3 z��SX , TX ∈ u >
�/D = D=, … D; ∈ ë ������ (i �$ �3  )C9� *��/ >�� 	D3+ ?
�O"$ �� 8 .G-
 E��)C� E���	 $ � E�$�D� >����BC� �R
 	D ∈ ë, 	�X : )"$��� ��, ������  )A�/ 7=C9� ��
��  

				æQ⋂ ÔtX� ∈ SX�Õ;V<= R = 	∏ æQtX� ∈ SX�R;V<= 		�"
)  

						f�A=…�A4QtX= , … , tX4R = f�A=QtX=R⋯f�A4(tX4)    b)  

$�A= ,…,�A4QTX= , … , TX4R = $�A=QTX=R…$�A4QTX4R	      �)  

%�&'�: �"
 :b  

U�)3 z��SX� = (−∞, tX�y	 P�
�/�)/  A�/:  

æ AN(�3� ∈ SX�);
V<= C = æQ�X= ∈ Q−∞, tX=Õ, … , �X4 ∈ Q−∞, tX4ÕR = æQ�X= ∈ Q−∞, tX=ÕR…æQ�X4 ∈ Q−∞,�X4ÕR 

   ⇒ æQ�X= ≤ tX= , … , �X4 ≤ tX4R																																			  

⇒ f¹A= ,…,¹A4QtX= , … , tX4R = f¹A=QtX=R⋯f¹A4QtX4R																			 
b ,
�"
:  

f¹A= ,…,¹A4 = f¹A=⋯f¹A4  

																						= æQ�D1 ∈ Q−∞,tD1Õ,… ,�D8 ∈ Q−∞,tD8ÕR 																				 ⇒ æQ�X= ∈ SX= , … , �X4 ∈ SX4R = æQ�X= ∈ SX=R⋯æQ�X4 ∈ SX4R			   

								æ AN(�3� ∈ SX�);
V<= C =Óæ(�X� ∈ SX�);

V<=  

←

←
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� ,
 b:  

 �C;# P�
 ,
 ���w
 >
�/E� ?$�C-
�3 U�)3 �R
Φ(T)  �/	u∗k�=I<� *
�.C#
 ��@4 k�=I<� (i �~�)C� :�,�� :/��  A�/

P�
�/�)/ .G-
 �C-��4  

XLA(L) = 	 1(2�);� �l3ÖA1L×�4 $�A= ,…�A4QTX= , … , TX4R³TX=⋯³TX4  

= 1(2�);� �l3∑:Aà�Aà�4 $�A=QTX=R,… , $�A4QTX4R³TX=⋯³TX4
= 12� ;$�A=QTX=R�l3:A=�A=³TX=⋯	 12� ; $�A4QTX4R�l3:A4�A4³TX4 

 b ,
�:  

$L×(ÖX) = �(�3ÖAL×) = 	� �3ÖA1LA�4 X�A= ,…,�A4³ÖX 
										= 	� ⋯� �3:A=�A=⋯�3:A4�A4X�A=⋯X�A4³TX=⋯³TX4 

																																	= ; �3:A=�A=X�A=³TX=⋯; �3:A4�A4X�A4³TX4 

																																		= $�A4QTX4R⋯$�A=(TX=) 
.G-
 7��3 ���w
 P�
�/�)/  

 3��4�9-5:  2�3	æ������ ��, ,
 >��Ω  X�� UC9�- �R
 G-
  

�, � ∈ æ ⇒ 			� ∩ � ∈ æ 

 3��4�9-6:  2�3·  X�� �R
 G-
 UC9�-  

Ω ∈ ·; )1  

� ∈ ·	 ⇒ �� ∈ ·; )2  

	@ ≠ 8		�B ∩ �; = $			 ⇒	∪; �; ∈ · >
�/'	�=, �?… ∈ ·	)3  

 �*���9-2: ������ �R
 >		�X = {�l=(−∞,�Xy, D ∈ ë} >
,
 �/ë  �ICO� >�� ?�.#i ' )A�/ 7=C9� �l=(�X)  �3�X ∈ 	ℬ7=C9� K�# '. #
  

(−∞, #y ∩ (−∞, Ty = (−∞,min(T	, #)y ∈ (−∞, tXy 

←

←
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 2�3�X = {�l=(−∞,�Xy, D ∈ ë} .G-
 �C9/ E��)C� y
�CA
 G��  

 ��MW [�	 P�
�/�)/3-9 E�GR (
�� q	(�X) ��7=C9� K�# '. #
  

 q(�X) = q(�l=(−∞,�Xy) = �l=(q(−∞,�Xy) = �l=(�X) 
 ��:;9-5:  z�� �)3  

�==, �=?, … �?=, �??, … ⋮ 
�"��#$E� �<- �� >�� ��5�4 $
 �� . A�/ 7=C9� >�� ��5�4 ,
 >
 $
 �� $��� �$ ' A�/ E��)C��# �� E��)C�  #
��

 �R
 .G-
 �
�W�/ pI<� P�
 K�# ���<-f3  _-�� ? A  �"�� (
 �� ��.�-4  ' A�/ �<- P��
f=, f?, …  7=C9�

. )C9�  

%�&'�:  �R
�3 y
�CA
 g��� 2�3 ,
 E��)C� >��	4 ' A�/ �<- P��
�3  X�� G-
 UC9�-.   �)3 z��p 
������f� #
 ,
 E��)C� >
 �� >
,
 �/ +  A�/ ��4 ∈ p '	Ø3 K�#������f� #
 ,
 E��)C� >
�� >
,
 �/ . A�/ ��  

	�3 =	∩b∈Ùà �3b	E� �o# �$ 
�.U���R 

æ(∩3 �3) = æQ∩3∩b �3bR = 	ÓÓæQ�3bR = 	ÓæQ∩b �3bR = 	Óæ(�3)33b3  

E� ���C# P�
 �3  �$�=, �?, … 7=C9�. #
  

 ��:;9-6: �R
�=, … , �;  �� +  )A�/ 7=C9��3  X� �  ?�.#i ' A�/ UC9�-	q(�=), … , q(�;)  7=C9� K�#

. )C9�  

%�&'�:  �)3 z�� 	�3  2�3�3 �/ �3  A�/ Ω  �� .G-
 ? A ���\
�3  X��  z�� �/ ���� �/ + G-
 UC9�-


U��
$ *�=C-  

æ(�= ∩⋯∩ �;) = æ(�=)⋯æ(�;),							�3 ∈ 	ℬ3  
������ >
�/G/�w >���?, … , �;	 �$ �3ℬ?, … , ℬ; E� �
�W  #��R· ������ ,
 E-�3 
�>���=	  �o# �$

E�E� { � l�/ �</
� �$ �3 U���R P�
�/�)/ . ))3·  X��  7��A UC9�-�  UC9�-�=  7��A P�
�/�)/ + G-
 q(�=) = q(�=) .G-
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P�
�/�)/ æ(�= ∩⋯∩ �;) = æ(�=)⋯æ(�;)  'G-
 �
�W�/ �R
�=, �?, … , �;  �$ p���� �/ q(�=), �?, … , �; -�)�� P�
 �/ P�
 �3 $��./ �
�W �3 Gq(�=), �?, … , �; 7=C9� f� #
 �R
 ��\+ �/ . #


1 f� #
 ,
 X� �� _-�� >��2  +3  + ... +8 '$�A >�
@.���  *�=C-
 ,
q(�=), �?, … �; E� *�=C-
 (
�� q(�=), q(�?), … , �;  P�
�/�)/ G��R ���C# 
�q(�=), … , q(�;) 7=C9�. #
  

�*���9-3 : ������{�¡: ¥ ∈ �} E�$�D� >����BC� ,
(Ω, f, æ)	  �/ G�9#æ  �/ �R
 �T)� + �R
 G-
 7=C9�

 �� >
,
{¥=, … , ¥V} ⊂ � �� >
,
 �/ +t=, … , tV	  �$u U�A�/ �CA
$: 

f¡=,…,¡�(t=, … , tV) = æ(�¡à ≤ t3 , 4 = 1,… , Õ) 
																																																																								= 	ÓæQ�¡à ≤ t3R = 	Óf¡à;

3<= (t3)V
3<=  

 �R
�¡ = {�¡l=(−∞,�Xy:		t ∈ u}, ¥ ∈ u  ,
 ?$�C-
 �/ ��MW)9-6'( .G-
 7��3 ���w
  

 �$9-1: 2�3 ��,2�3 '>��7=C9� '7=C9� >��. #
 

%�&'�:   �)3 z��{�X: D ∈ ë} 2�3 +  )A�/ 7=C9� >��{��X1 : D� ∈ ë�}  

 ,
 E-�3 ��, (
�)� �/ 
�{�X: D ∈ ë} E� �o# �$.U���R  

{×O, … , ×�} ∈ �, {×O� , … , ×�� } ∈ ��  (�Y�� ⊂ � E� P�
�/�)/ GR (
��{×O� , … , ×�� } ∈ � E)�� P�
 +  

�Xà ∈ �Xà1 �Aà1 ⊂�Aà������Xà1∈ �Xà ⇒ æ m∩ �Xà1n = 	∏æ m�Xà1n. 
  

9-3    �&��
# 	�"� 7B  

 ��:;9-7:  �R
(Ω, f, æ)  + *��C!
 >�M�{�;};W= �"��#$ �$ �� ��5�4 ,
 >
f . A�/  

 �R
 :EIC#�3 *��/ *+
 U" (�"
∑ æ(�;)H;<= < ∞  #i?�. 

æQlim�;R = 0 

 �R
 :EIC#�3 *��/ g+$ U" (b{�;};W= �"��#$ +  )A�/ �� ��5�4 ,
 7=C9� >
∑ æ(�;)H;<= = ∞ ?�.#i  

æQlim�;R = 1 
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%�&'� �"
 G�9W:  

æQlim�;R = æ m lim;→H∪bW; �bn	=æQ∪;<=H ∩b<;H �bR m	æE.C-��4	,
n	≤ æQ∪b<;H �bR (($�/	E���	��,	,
		) 
≤ 	 :æQ�bR→ 		0								H

b<;  

= 0 
�;)�
 7�"$ �/  E�
�.��∑ æ(�;); E� ���C# �3  �$∑ æ(�b)Hb<; → 0  �3 ECW+8 → ∞. 

%�&'� J 
��;:  �3 U��$ (�5# G-
 E��3 G�9W P�
 ���w
 >
�/æ(∪;<=H ∩V<;H �V� ) = 0  ���w
 :W
+ �$ +

 �;)�
 ��$�=� g��� >
,
 �/8 'æ(∩V<;H �V� )E� G��3 )3�3 E���#i ,
 .1 − t ≤ �l� U��
$ G-
  

æQ∩V<;;Db �V� R = 	ÓQ1 − æ(�V)R ≤ �l∑ y(��)4-3�Ú4
;Db
V<;  

 (�Y +∑ æ(�V)V 'G-
�R
+  G�- �/ G-
� G�- ������� E� 7��  )3 ECW+ �38 → ∞+� P�
 ,
 + '  

æ(∩V<;H �V� ) = limØ æQ∩V<;;Db �V� R = 0 	 
.G-
 7��3 ���w
 + 

 ��7�9-3:  �R
{�;, 8 ≥ 1}  �3 >��	 �/  )A�/ E"�#�/ E�$�D� >����BC�  

æ(�; = 1) = U; = 1 − æ(�; = 0) 
E� (�5# �3 U��$æ m limÄ→H�; = 		0	n = 1  �R
∑ U; < ∞; . A�/  

/ *+
 U" [�	� �R
 EIC#�3 *�∑ U; = ∑ æ(�; = 1) < ∞;;  ��/ E��)C��# H�W+ *��C!
 �/ ?�.#i(4. .. ) 

  ��5�4�; = [�; = 1y .G-
 �� �/ �/
�/  

C� �/U�,
 >��R P���	 U��
$  

					1 = æ m limÄ→H sup[�; = 1y�n = æ m limÄ→H inf[�; = 0yn = 1 
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 (�Y E��	 ,
�;  EIC#�3 *��/ *+
 U" [�	 + G-
 E"�#�/ ��BC� X�	æ([�; = 		1y	4. .. ) = 0E� f4 (
��

GR  

æ([�; = 		0y	4. .. ) = æ m lim;→H	 sup [�; = 0y 		n = 1 

 �3 G-
 v\
+æ( limÄ→H�; = 0) 	= 1 .G-
	  

�*���9-4:  

∑æ(�;� ) < ∞ ⇒ æQlim�;R = 1 

%�&'�: ��MW ,
 )9-7( U��
$  

∑æ(�;� ) < ∞ ⇒ æQlim�;� R = 0 ⇒ æ(∩∪ �;� ) = 0 

æQ∩∪ �; R� = 0 ⇒ 1 − æ(∪∩ �;) = 0 ⇒ æ(∪∩ �;) = 1 

⇒ æQlim�;R = 1 

�*���9-5:  

∑æ(�;� ) < ∞,∑æQ�; R = ∞ ⇒ æ(lim�;) = 1 

�*���9-6:  

æQlim�; R = 0 ⇒ 	∑æQ�; R < ∞ 

 

9-4  _� � �:X U��"]  

 3��4�9-7 :�"��#$ >
�/ >�� ��5�4 ,
 >
�=, … , �;  *��C!
 >�M� ,
(Ω, f, æ)(
 �� ��.�- ' q(�;, �;D=, … ) E� �����  ���./ �o# �$ 
� U�)3ë =	∩;<=H q(�;, �;D=, … ) 'ë  
� X� (
 �� ��.�-

E��$ (>
 �"��#$) E� �I�-+ �/ �3 U���#�; E� �O5� �� _=� �3 G-
 E��� ��5�4 7��A (
 �� ��.�- P�
 .$�A

 > ! ��C�� �/�"��#$ �� �/ .G-
 �C9/
+ �� ��5�4 >� ∈ ë  X�E�$  ��5�4 E� �CR �3 E�$�D� ��BC� �/ .$�A

 �/ G�9#ë ?,
 #
 ' A�/ ��@4E�$ E�$�D� ��BC� E��"��#$ ��C�� _-�� E�$ >�� ��5�4 . )��R{�;};W=  >
�/8 
E� P���� e�K/2�3 ��, ,
 X� �� �R
 +  #�A>�� {�;};W=  #�A a@! ������ _-�� �� + >����BC� ,
 >


E� EW�/ ���B� (+ / ' #�A P�K.��� E�$�D�>�� ��5�4 . )#��� lim;→H�; = t�	  +  
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 	{lim	sup;→H �; < t} �/ë . #�
$ [I��  

9-4-1    �
�D�1-0 	�"�  

��:;9-8 : �R
	{�;}�"��#$���� P�
 �$ ' A�/ 7=C9� >�� ��5�4 ,
 >
p(�;) �"��#$ 7=C9� >����BC� ,
 >


P�
�/�)/ .$�/  )�
�Zlim	p(�;)  +lim	p(�;)	, lim	p(�;) �"��#$ :/
�� $��+ ���� �$>
k����=� ���C# �$ . #
 

 �� ���(x. S. ) :(�Y ' )C9� ? �����  

lim	p(�;) = p(lim�;) lim	p(�;) = p(lim�;) 
 f4p(lim�;) ��	 �/a.s. �.�$ ����� �/ G-
 X� �� �� �/ �/
�/æ mlim	(�;)n  .G-
 X� �� + �� �/
�/ 

P��� ��	æ(lim(�;)) �R
 .G-
 X� �� + �� �/
�/� = 	lim	�;   A�/æ(�) .$�/  �
�Z X� �� �� �/
�/  

 �*���9-7: �R
	t;	+  )A�/ 7=C9� ��t; �.i.�� 	0	 #i E��)C� �
 =� �� >
�/ ?�.� > 0 U��
$  

∑æ(|t;| ≥ �) < ∞ 

%�&'�: �R
	t; )A�/ 7=C9� E�$�D� >����BC� �� 	�; = {|t;| ≥ �}7=C9� >�� ��5�4 K�# (�Y  #
  

t; �.i.�� 	0  �� >
,
 �/ _=� + �R
� > 0  ECW+8 → ∞ U�A�/ �CA
$:  

æ(∪;<=H (|t;| ≥ �)) = æ(sup�;) → 0 

 

GA
$ U��
�Z  

æ(lim(�;)) = 0
 

 ��MW �/ �)/)9-7( '∑æ(�;) < ∞  ���C# P�
�/�)/ +)9-7'( .$�/  �
�Z �
�W�/  

�*���9-8 : �R
{t;} �"��#$��  A�/ 7=C9� E�$�D� >����BC� ,
 >
	x. S. �� + 
�.�� x. S..G-
 
�R
+ 

���C# >
�/ {�� > ,
i4�4 (|; ↑ ∞) 3(i �$ �	S; = ∑ tV 	;V<=�"��#$ $+ ! P�
 �/ ?+�� .G-
 �
�W�/ K�# >��{t;} 

 +{i4�4} K�# 'x. S. ? ����� #
.   
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%�&'�: E�U�#
$lim t; , limt;	  +	limt;}E�
�.�� ������ +nX{  �3 E��� E)��limt; =	 limt;  'G-


(
 �� ��.�- �/ G�9# �"��#$ {t;} ?,
 #
 E)��  #��@4lim, lim  +lim ��.�- �/ [I�C� "��#$ (
 �� �{t;}  . )C9�

 �3 E���#i ,
t;7=C9� ��>�� ��5�4 EI�W ��MW [�	 . #
 ��.�- �$ $���� �"��#$ (
 �� >
	x. S.? ����� +  #


(�Ylim, lim  +lim �"��#$ (
 �� ��.�- �/ [I�C�>
' #
 (i 
@"�� U�x. S. ? �����(�Y  #
	lim 	= 	 lim   �/

��		x. S.? ����� g��� >
�/ �����=� f4 . #
	í ��limt; =	 limt; ��	limt; ≠ limt; 3 *+
 G"�! �$ �

 E�
�.��x. S. + $�
$ $��+ lim	t; + $�
 # $��+ E�
�.�� s�� g+$ G"�! �$ + $�
$ $��+ lim	t; �<=# s�� �$ >


.G9�# $���� >
�/
i4�4	   ! �3 U�)3 G/�w  ��/ 

i4�4  ��	 �/x. S. .G-
 ? �����  

(�Y 
i4�4  P�
�/�)/ .G-
 �/
�/ (i P���4 + l�/  ! 
@" G-
�.��  

S;|; =	t= +⋯+ tB|; +	tBD= +⋯+ t;|;  

(|; ↑ ∞) 
lim S;|; =	 lim tBD= +⋯+ t;|;  

  

�/ G�9# ��Z
 :/�� ℬ(�BD=, … ) 
 ?,
 # (�Y G-
��@4�BD=, … �$ ℬ(�BD=, … ) ���C# �$ + G-
  lim i4�4 

9#?,
 #
 �"��#$ (
 �� ��.�- �/ G���@4 ���C# �$ + G-
	x. S.P�
�/�)/ .G-
 ? �����  

  

lim S;|; = sup inf S;|; 	= sup inf ∑ tV;V<BD=|;  

9-4-2  $"�
]1-0 g���"�&# 

��:;9-9 : �R
�=, �?, … �"��#$ �� >
,
 �/ ' A�/ 7=C9� >�� ��5�4 ,
 >
 '1 ��æ(�) = 0 .G-
  

%�&'�: E� �R
 U�#
$  

�==, �=?, … �?=, �??, … ⋮ 

TA∈
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 ' )A�/ 7=C9� >�� ��5�4 ?�.#i f=, f?, … 7=C9�>��	 �/  #
 �3f3�<- _-�� ? A  �"�� (
 �� ��.�- 'ig
 

 �R
 + .G-
�=, … , �; U� ,
 7=C9� +-�	 ' )A�/ UC9�-q(�=), … , q(�;) 7=C9� U� ,
 K�# . #


P�
�/�)/q(�;, �;D=, … )  +	q(�=), … , q(�;l=) 7=C9� U� ,
 K�#. #
  

�R
� ∈ ë  ?�.#i ' A�/	� ∈ q(�;, �;D=, … )  P�
�/�)/� '�=, … �;l=	 7=C9� X� *�=C-
 �3 E���#i ,
 . #


 �� ��5�4 ,
 ������E� ����� E��)C���} ������ ��, �� *�=C-
 _-�� �"��#$ .$�A�, �=, �?, …  .G-
 7=C9�

 P�
�/�)/q(�)  +q(�=, �?, … ) 7=C9� U� ,
�3 E���#i ,
 . #
  

																																																											� ∈ ë ⊂ q(�=, �?, … )  																																																										� ∈ q(�) 																																																										� ∈ q(�=, �?, … ) 
 P�
�/�)/� E� f4 .G-
 7=C9� N$�Z ,
GA�# (
�� 

æ(� ∩ �) = æ(�)æ(�) ⇒ æ(�) = 	æ?(�) 						⇒ æ?(�) − æ(�) = 0 
 �3 G-
 v\
+æ(�) . A�/ X� �� �� �/ �/
�/  ��/  

 ��!�9-2: �3 *��/ U" �$Z�  ��5�4 EIC# ,
 E��)C��# $
 �� '$
  $
 �� ($
$ �� �/ P�
�/�)/ .G-
 �o# $��� ��

E�# �o# $��� >�� ��5�4 ,
 E��)C�(i ,
 �� E��)C��# $
 �� H�W+ $��� �$ (
����  ��MW �/ �)/ .$�3 r�/1-0 

R��I3 ,
 E��)C��# $
 �� H�W+ *��C!
 a+� ECW+ '�� �/ �/
�/  )A�/ 7=C9� ��0  ��1 .G-
  

  

9-5  h�b d"`  

 ��:;9-10:  �R
�=, … , �; (i  )A�/ 7=C9�?�R  

�(∏ �3;3<= ) = 	∏ �(�3)		;3<= )9-4(                                            

. )A�/ $���� a�	 +$ �;#i �/ x+�5�  

%�&'�:  

nA

nAnA
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 �</
� (�"
)9-4('  >
,
 �/ 
�8 = 2 E� ���w
 >+� J
�=C-
 ,
 ?$�C-
 �/ f�- U�)38  �3 G���Z P�
 ,
 ?$�C-
 +

 *�=C-
�;D=  +(�=, … , �;)  *�=C-
�;D=  +�V , Õ = 1,2, … , 8 E� ���C# 
�E�  �$�</
� U�#
��> 

)9-4('  �� >
�/ 
�8  .U�)3 G/�w ?
�O"$  

 �R
 (b�  +· U��
$ ' )A�/ ?$�- :/�� +$  

 

� = 	:�b 	pQ�bR			,						· = 	:·Vp(�V);
V<=

B
b<=  

 

(i �$ �3 	{�=, … , �B}'		{�=, … , �;} 7=C9� ,
��
 +$Ω (i  )C9� ?�R  

�(�·) = � ó::�b·VpQ�b�VR;
V<=

B
b<= ô 

														= 	::tb±VæQ�b�VR =::tb±Væ(�b)æ(�V)Vb
;
V<=

B
b<=  

														= ó:tbæQ�bRb ôó:±Væ(�V)V ô = �(�)�(·) 
  �)3 z�� (�t, ± ≥ 0 �"��#$ ���D)�
 �$  )#�� ?$�- :/
�� ,
 >
{�;}, {·;} �3 E�9W �/  #�
$ $��+  

 0 ≤ �; 	 ↑ �  +0 ≤ ·; 	 ↑ ·  ���C# �$0 ≤ �;·; 	 ↑ �· �R
 .�  +· ?�.#i ' )A�/ 7=C9� {� ∈ �}  + {· ∈ �}  K�# *��/ ������ +$ �� >
,
 �/�  +�  P�
�/�)/ . )C9� 7=C9��;  +·; 7=C9�. #
 

E� ���C# (b) ,
$�A  

�(�;·;) = �(�;)�(·;) 
                         (�Y 

																																		�(�;) ↑ �(�;), �(·;) ↑ �(·;),																				 �(�;·;) ↑ �(�;)�(·;) E(XnYn)	↑	E(XY)	
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+ 

�(�;·;) = �(�;)�(·;) ↑ �(�)�(·) 
U��
$ 

�(�·) = �(�)�(·) 
  �)3 z�� ($�  +· P�
 �$ ' )A�/ ?
�O"$ ���� 

�· = (�D −	�l)(·D − ·l) 																										= �D·D − �D·l − �l·D + �l·l 
(�Y�D  +�l  ,
 *��/ E�/
���  ' )C9�(·l, ·D, �D, �l)  .$�/  )�
�Z 7=C9� U� ,
P�
�/�)/  

 

�(�·) = 	�(�D)�(·D) − �(�D)�(·l) − �(�l)�(·D) + �(�l)�(·l) 																				= (�(�D) − �(�l))(�(·D) − �(·l)) 																				= �(�)�(·) 
 3��4�9-8: )�H��P�F�� �(  ��5�4 +$�, �  ?�R�� 'U���R ��R,�-�# 
�æ(� ∩ �) = 0  ��5�4 +$ >��R,�-�# .

.G9�# �T#i *�=C-
 �/ EI�"$  

 �)3 ����  ��R,�-�#  ��5�4 +$ E���� �$�, �7=C9� '(i ,
 E;� �3  #
. )A�/ E�C! �� ��4  ��  

 �R
�  A�/ ��4  

æ(� ∩ �) = 0, æ(�) = 0 ⇒ æ(� ∩ �) = æ(�)æ(�) 
 �R
  E�C! A�/  

æ(� ∩ �) = 0 ⇒ æ(� ∩ Ω) = æ(�) = 0 ⇒ 0 = 1 × 0 ⇒ 0 = 0 
 

 3��4�9-9:  �R
	�? ∼ f?, �= ∼ f= (i  )A�/ 7=C9� U� ,
:�,�� :/�� ?�R �? + �=  qt�4 ,
 G9�����f= 

 +f? E� ����� ��, ���D/ �3.U�)3  

f(�) = ; f=(t − ±)³f?(±),												t ∈ u 

																= ; f?(t − ±)³f=(±),												t ∈ u					 

A
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 ��7�9-4:  �R
t=, t? �DO5� :/�� ,
  )A�/ *���# 7=C9� >����BC�t= + t? E� g�I�� �3 $�At= + t?  *���#

 .G-
  

�R
t=, t?  ' )A�/ *���# 7=C9� >����BC�t= + t? G-
 *���# K�#  

$¹=D¹�(T) = �Q�3:(¹=D¹�)R = 	$¹=(T)$¹�(T) 
$¹(D) = Q¹(4D) = 	 �3�XD	C�(àA)�� = �3�Xl	C�A��  

⇒	$¹=D¹�(T) = 	 �3�=:l	C=�¦�� �3��:l	C��¦�� =	�3:(�=D��)l¦�� (¿=�D¿��) 
⇒ t= + t? ∼ ì(�= +	�?, q=? + q??)       

E� G"�T- >
�/�DO5� :/�� ,
 (
��  �)3 z�� .$�3 ?$�C-
 E�$�D� >����BC� H���� >± = ∑t3  �3  A�/ �3,�� U� + 7=C9� ��:����� (i �$  #
:  

 

$º(T) = �(�3:º) = �(�3:∑�à) = 	 ($¹(T)); Z$º(T)4 = $¹(T) 
:�,�� :/
�� 2�3 EI3 ��	 �/ �5�� ?�R�� G-
 �C9/ qt�4 G�� ��	8 >
,
 �/ '����BC� H���� �DO5� :/�� g


��8 E� �DO5� :/�� ,
 ?$�C-
 �/ . A�/ �DO5� :/�� X� ?
�O"$:�,�� (
�� E� f4 .$�3 ��-��� 
�R (
�� �3 G

:�,�� :/
�� 2�3 �5�� ?�R�� G-
 �C9/ qt�4 G�� ��	8 �/ . A�/ :�,�� :/�� X� ����BC� H���� :�,�� :/�� g


 73 ��	�, · . A�/ >�.�$ ,
 E<Z p�3�� E;� �R
  #�
$ [I�� :�,�� H�# X� �/  

 �R
xt + |± �� >
,
 �/x +| :U��
$  A�/ *���#  

$�,
	(T, #) = �(�3:�D3¨
) = 	�(�3:1��D3:1�
) 
�Q�3:1(�¹D�º)R = $�¹D�º(T�) (# = |T�, T = xT�) 

 ��7�9-5:  �R
t, ± (i  )A�/ P-
�4 7=C9� >����BC�?�R  

$��(D) = �(�3X��) = $�(xD) = ��Q¥àÜAl=R xt + |± �4 H�# ,
.G-
 �C9/ qt�4 G�� E)�� .G9�# (�-
�4 E"+ G-
 (�-
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 �R
' )A�/ $�
 #�C-
 *���# 7=C9� >����BC� �� #i *��C!
 E"�.Y :/�� ?�.∑ �3?;3<=  �/ +$ >�38  >$
,i ���$

.G-
  

 ��!�9-3:  �R
	�, · ,
 ?
�O"$ :/�� �� '  )A�/ 7=C9�	�, ·7=C9� U� ,
 K�#. #
  

 �*���9-9:   �R
�=, … , �; (i  )A�/ 7=C9�7��! �/ �/
�/ E�$�D� >����BC� H���� �DO5� :/�� ?�R� b�\ :/
�

 �DO5��.�$ ����� �/ .G-�� 

$∑��(T) = 	Ó$��(T);
V<=  

.G9�# �
�W�/ G"�! P�
 f;�  

%�&'�:   

												$∑��(T) = �(�3:∑��) = �Q�3:(�=D⋯D�4)R = �(Ó �3:��;
V<= ) 

=	Ó�Q�3:��R = 	Ó$�� 	(T);
V<=

;
V<=  

7��! �/ �/
�/ E�$�D� >����BC� H���� �DO5� :/�� �R
 E)��' A�/ �DO5� :/
�� b�\ �3 $�
 # EI�"$  ��

. )A�/ 7=C9�  

 ��7�9-6:  �R
	� �DO5� :/�� + EA�3 :�,�� �/ E�$�D� ��BC� X��l|:|  �DO5� :/�� ���� P�
 �$ ' A�/

��BC��� ���� �/�l�|:|  �DO5� :/�� + G-
	(1 + �)�	:G-
��, ���� �/  

$¹(T) = �l|:| $�¹(T) = �(�3:��) = 	$¹(�T) = �l�|:| $(�D=)¹(T) = �Q�3:(�D=)�R = 	$¹((� + 1)T) = �l(�D=)|:| 
E� l�/ _/
+� ,
 ?$�C-
 �/GA�# (
��  

$¹D�¹(T) = $¹(T)$�¹(T) 
�
 # EI�"$ P�
�/�)/ �3 $�  +�� . )A�/ 7=C9�  

ix

kx

kx
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 (�Y	� +�� ��.�- E�  �"�� E#�9;� ? ����� ��} (
 ���3 A�/ �
�W �R
 . )C9�# 7=C9� 
@"  ))3� +��  7=C9�

(i _-�� ? A J�="
 >��.�- (
 ��  ��/  A�/��)�
 �$ E"+  A�/ 7=C9� ���	  +�� ��.�-   �"�� E#�9;� (
 ��

E� ?
�O"$  ��5�4 
@" 'G-
 �/�5� >�� ��5�4 7��A (
 �� ��.�- P�
 (�Y +  ))3E�#7=C9� N$�Z ,
  #
�� 

���C# �$ . A�/�, �� . )C9�# 7=C9�  

� = ∑�Vp(�V) = �=p(�=) + ⋯+ �;p(�;) 
 

� = 	 +�=					í ∈ �=⋮													⋮						�;					í ∈ �; ⇒ �l=(�) = 	
���
� $																			t=, … , t; ∉ ℬ�3 																														t3 ∈ 	ℬ�3 + �b 																t3 , tb ∈ ℬ	⋮																																			⋮Ω																						∀	t3 ∈ 	ℬ		

 

  

�� = ��=p(�=) + ⋯+ ��;p(�;) 
� = 	 +��=					í ∈ �=⋮													⋮						��; 					í ∈ �; ⇒ (��)l=(�) = 	

���
� $																				�t=, … , �t; ∉ ℬ�3 																																�t3 ∈ 	ℬ�3 + �b 																�t3 , �tb ∈ ℬ⋮																																								⋮Ω																						∀	�t3 ∈ 	ℬ		  

  

��l=(�) = (��)l=(�) 
  

9-6  1J
,�  

1( �R
� +·    ��$ (�5#' )A�/ ���R 7=C9� >����BC�� + ·  +
¹º  ? A :�,�� 7=C9� ��	 �/. #
  

2( �I��+$ :�,�� (i G�� �3 E<�
�A. �)3 (��/ 
� G-
 �C9/ qt�4 7�� G�� >
  

�= ∼ �(8=, æ=),															�? ∼ �(8?, æ?) 
3(  �R
  �)3 G/�w�  +·  )A�/ 7=C9�ä(t) +ℎ(±) 7=C9� K�# #
.  �R
�, · :�,�� �/� >��f(±),.(t) 

 �;#i *��C!
  ��$ (�5#  )A�/ 7=C9�· ,
 �C;Y�3�  �/ G-
 �/
�/  A�/; f(t)³f(t).  

4(  �R
�=, … , �;  k�/�=C� >�� ��5�4  �)3 G/�w  )A�/ 7=C9� 

A



 +,���1�� .� ��:; :�-BP��------------------------------------------------------------189 

  

æ(∪ �V) = æ(�=) + Q1 − æ(�=)Ræ(�?) + ⋯ 

 

5(  �R
æ(� = 4, · = d) = æ3b (i �$ �3 

æl=,¿ = æ=,¿ =	 316 , æ¿,¿ =	18 , æl=,= =	 116 , æ¿,= =	38 , æ=,= =	 116 

6(  �3  ��$ (�5#�, · . )C9�# 7=C9� E"+  )C9� �C9����# 

7( ��� E"�.Y :/��G-
 ��, ���� �/ ��BC� �- g  

 

X(t=, t?, tF) = 	���
� 12 + 4t=t?tF														0 ≤ t=, t?, tF ≤ 1

0																															����	P�
	��}	�$	  

 ��it=, t?, tF��� � )C9� 7=C9� +$ �/ +$k��  ���<Y  

8( E� b���4 ��/ �- 
� U"�- �;- X� ���./ �o# �$ 
� ��, >�� ��5�4 'U�)3 

�:¨ = { : ³¨( ) = ³:(í)} 
 ��/ �$ �;- b���4 ���C# �3 E)�� P�
 �/) + g

�/ U� �/ g
�3 U�)3 z�� �R
 (.G-
 �/ 

�= = �=?								�? = �=F										�F = �?F 

#i  �)3 G/�w ?�.�=, �?, �F 7=C9� +$ �/ +$k�/�=C� ����BC� ��i � #
 7=C9�� #
  

9(   �)3 z��{t;} �"��#$ +  )A�/ :�,�� U� + 7=C9� E�$�D� >����BC� ,
 >
�(|�=|) = ∞ + 

 �(�) = 	; æ(� ≥ D)³DH¿  : ��$ (�5#  

(�"
∑æ(|�;| ≥ x8) = ∞					∀	x 

(bsup |¹4|; = ∞						(x. S. )  

  

  

  

uv
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7*� 12�  

i�;� ��' $"�
]  

  

� e�K/ $
 �
 (�#�W r��� �/ 7D� P�
 �$E��R$��  )�,��# 
 C/
 �$ ��
 .U�,
$�4> ����� EU�'N�/ 'K3��� (�Y 

��BC���> �/�"��#$ ��	
> �
�.�� *$��� + *$���E E� *��C!
 �$ E�
�.�� ��
$
 �$ .U�A�/ ; -��/ 
�E  + ?$�3

�# f�-E� ��<� ��MW (
�)� G�� 
� a+�R��I3 >+�9� E�
�.�� (i ,
  �/ + U�)3a.s E� E-��/ 
� >�- X� .U�)3

U�E� +�/+� ? A (��=C� �"��#$  � � g�T� �/ P�)Y 
� e�K/ $
 �
 >�W (�#�W (���4 �$ + U��A �3 ��C�� �.#��/

��BC�(i P�.#��� + 7=C9� E�$�D� >��r�/ $��� 'G-��  �
�WE�U��$.  

  

10-1 ��%�*� ��L�� � K�4 _�
*K ��
2E� 1?�,�  

10-1-1 C��
DE  

3��4�10-1 :� �$� K3��> >�� �/ �R
 G-
 ? A�'  ������ − � U��$ �
�W 
� >�� �/ �R
 +� '� − �(�) 

U��$ �
�W' E�U���R� E� �3 ��	 (��� .G-
 ? A >K3�� $�Z P�.#��� �$ �� ���B� (��� ($�3 >K3�� U�)�/
 

 f#���
+ �$ >��w�� �3 G-
GA
$  �
�O#   

\x�(�) = \x�(� − �) 
3��4�10-2: �  �$�  >�� �/ �R
 'G-
 ? A ? ��/�  ��BC��� E� ����� ��, ���� �/ �3 
�'$�A U��$ �
�W  

�� = ]�					|�| < �0					|�| ≥ �(0 < � < ∞). 
 :W
+ �$ ?
�O"$ E�$�D� ��BC� >�� �/�	  E�$�D� ��BC� X� �/�� �- + �3 U��
$ ��3a.s  G-
 �
 #
�3  P�)t�� +

�+�C5R g���>���� . )C9� E��)C� + $����  

g+$ + *+
 ����� �+�C5R *�L� (
�)� �/�� 
� E� G-$ �/G-
 E��)C� �3 U��+i  

�(��) = � ��	
|¹|â� dF +� ��	

|¹|W� dF 
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													= �Q�p(|�| < �)R + 0 ≤ � 

�(��)? = �Q�p(|�| < �)R? 

																																																					= �Q�?p(|�| < �)R = � �?	
|¹|â� dF ≤ �? 

 3��4�10-3:  �"��#$ +${�;� }	, {�;} ��BC� ,
�"��#$ ��	 �/ 
� E�$�D� >�� U���R *$��� >
�R
  �T)� $
 �� �$

�I�� E��)C� U� �/ �.�$ ����� �/ . )A�/ �+�C�  

∀ ∈ Ω,			∃	8( ) < ∞		S. D		∀	8 ≥ 8( ), 
 �"��#$ +$�;( ), �;� ( ) �/  )A�/ (�9;� �3 ���� P�
  

∃8( ), ∀	8 ≥ 8( )	S. D.		æ{�;( ) = �;� ( )} = 1 ∃8( ), ∀	8 ≥ 8( )	S. D.		æ{�;( ) ≠ �;� ( )} = 0 

æ +N9(�V ≠ �V� )H
V<;

H
;<= Ý = 0 

��  

æÖM4@	(�V ≠ �V� )× = 0 

 '*$��� ��	 �/æÖM4@	(�V = �V� )× = 1 .  

*��� �10-1: *��/ U" �/ ���� �/-EIC#�3 U��
$  

 �R
∑æ(�; ≠ �;� ) < ∞  ' A�/ ?�.#iæÖM4@(�; ≠ �;� )× = 0  

E� P�
�/�)/ ���� P�
 �/ 
� U" (
�� K�#$�3 (��/:  

 �R
{�;� }	, {�;} �"��#$ ��	 �/*$��� >
 ?�.#i  )A�/æÖM4@(�; ≠ �;� )× = 0	  

�$ 10-1 : �R
 ;� = ∑�V� ,  ; = ∑�V  U���./ �o# �$ +∑ æ(�; ≠ �;� ) < ∞; ' ?�.#i{�;� }	, {�;}  �/

�"��#$ ��	E� *$��� >
 +  )A�/{ ;� }, { ;}  P�
 �/ ?+�� . )C9� E�
�.�� *$����Þ41�4� , �Þ4�4�  ECW+|; ↑ ∞  �$

 ��5�4- �/ (�9;� >��.$�/  )�
�Z 
�.�� (�9;�  ! G�  

%�&'�:  �/ EIC#�3 *��/ U" p���{�;� }	, {�;} �"��#$ ��	 �/ �� >
,
 �/ P�
�/�)/ . )C9� *$��� >
ω  P��� > 
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 G/�w) ;( ) −  ;� ( ) = �R
 '(lim	 ;( )  �
 =� �� >
,
 �/ z+��ω   A�/ $����lim	 ;� ( )  $��+ K�#

������ f4 .$�
$ E�
�.�� >�� ;	,  ;�  ��	 �/a.s  )C9� (�9;� ECW+ P�
 �/ ?+�� .8 → ∞ ?�.#i:  

 ;( ) −  ;� ( )|; = G/�w|; → 0 

 f4�Þ41�4� , �Þ4�4�  ��	 �/a.s  )C9� 
�.��  ! X� G�- �/.  

P�
 �� *�=C-
 ���; ���\
 K�# 
� x�A P�
  ��/  �/ �/ P�
 ,
 ��
 ?$��# ��\+�� JK� ��.U�)3   

10-1-2 	
��� �� ���%�*��  

�$10-2 :  �)3 z��qV? = q?(¹�) = \x�	�V  +q;? = ∑ qV?;V<=���� P�
 �$ '  

∑ qV?;V<= − ü?STU[ ; − �( ;)y? ≤ æ{| ; − �( ;)| > ü} ≤ ∑ qV?;V<=ü?  

%�&'�: U��
$ E-�-
 >+�9��# �/ �)/  

�Qä(�) − ä(x)Rsup ä(�) ≤ æ{|�| ≥ x} ≤ �Qä(�)Rä(x)  

 *�!�# �$ 
� ��, �
���B� �R
 U�)3 *���
 {�� >+�9�U��
$  

 U�A�/ �CA
$ U�)3 z��  

¾ x = üä(�) = �?� =  ; − �( ;)	  

U�A�/ �CA
$ P�)t�� +  

�Qä(�)R = �(�?) = �Q ; − �( ;)R? = \x�	 ; 

���C# �$ :  

∑ qV?;V<= − ü?STU[ ; − �( ;)y? ≤ æ{| ; − �( ;)| > ü} ≤ ∑ qV?;V<=ü?  

�*���10-2 : �R
∑qV? < ∞  ?�.#i∑[�V − �(�V)y .G-
 
�.�� *��C!
 �$  
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%�&'�:   �)3 z��¸; = ∑ [�V − �(�V)y =  ; − �( ;);V<= P�)t�� +  

¸;DB = :[�V − �(�V)y;DB
V<=  

																																																= :[�V − �(�V)y + : [�V − �(�V)y;DB
V<BD=

B
V<=  

ECW+ $
$ (�5# (
�C/ �R
@, 8 → ∞  ?�.#iæ{|¸;DB − ¸B| ≥ ü} → 0 E� G��R ���C# (
��¸;  *��C!
 �$

�/ ���� �/ .G-
�.�� 

\x�(¸;DB − ¸B) = \x�	(¸;DB) + 	\x�	(¸B) − 2�.#(¸;DB, ¸B)	 
= \x�(¸;DB) + \x�(¸B) 		− 2�.# A¸B + : [�V − �(�V)y;DB

V<BD= , ¸BC 

= \x�(¸;DB) + \x�(¸B) − 2\x�(¸B) − 2�.# A : [�V − �(�V)y;DB
V<BD= , ¸BC																	 

= \x�(¸;DB) − \x�(¸B) 
= \x� A¸B + : [�V − �(�V)y;DB

V<BD= C − \x�(¸B) 
= \x� A : [�V − �(�V)y;DB

V<BD= C + \x�(¸B) − \x�(¸B) 
= \x� A : [�V − �(�V)y;DB

V<BD= C = : qV?;DB
V<BD=  

U" p��� �/ + )10-2'( E�GA�# (
��  

æ{|¸;DB − ¸B| ≥ ü} ≤ ∑ qV?;DBV<BD=ü? → 0 

 ECW+∑qV? < ∞   +@, 8 → ∞  ���C# �$∑ qV? → 0;DBV<BD= 	  f4¸; G-
 
�.�� *��C!
 �$ 

�*���10-3 : �R
∑ ¿���4� → 0;V<=   ?�.#i
[Þ4lf(Þ4)y�4 → 0  
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%�&'�:  >�� �/ �R
ε  �
 =�ü|; ) U" �$ 
�10-2(' U��
$ 'U�)3 P�K.���  

æ{|¸;| > ü|;} = æ{| ; − �( ;)| > ü|;} ≤ ∑qV?ü?|;? �4↑ß���� 0 

⇒ æ{| ; − �( ;)| > ü|;} → 0 ⇒  ; − �( ;)|; G→ 0 

  

10-2 
�g���"�&# K�
,�  

��:;10-1 : �R
�V *
�.C#
 + 7=C9� �� +  )A�/ ��@4|�V| ≤ c < ∞ ?�.#i  

∀ε > 0,					1 − (ü + 2�)?∑qV? ≤ æ �maxV0; | V − �( V)| ≥ ü� ≤ ∑ qV?;V<=ü?  

%�&'�: f#���
+ ,
 E;� �R
 �3 $�3 GW$  ��/ 
 C/
�# �� ?�.#i $�A E��)C�∑qV?  �# U�E� E��)C� $�A G�- + G-
�

�#E� ET� / >+�9� A�/. U� �R
 P�)Y� �#  A�/ E��)C�(i ?�R�# �Y G�- >+�9�−∞ E� $�AP�
�/�)/ �# >+�9�

E/E� E)�� U�)3 z�� G-
 g,l f4 $�A� f#���
+ g��� +. )C9� E��)C� ��  

 �R
�  (
�3 �/ �
 #
�3�  f�-  A�/|� − �(�)|  (
�3 >
�
$2� ��BC� ,
 ��MW ���w
 �$ f4 .G-
 ?$�C-
 E���

E�? A >K3�� $�Z P�.#����$ �3 U�)3 (
�3 >
�
$ +  #
2� E�. )A�/  �������V E"+K# �3 �� E� �/ 
�  )A�/

E� ����� ��, ����U�)3  

�V = ]maxb0V Y bY < üÙ = {| =| < ü, … , | V| < ü} 
E"+K#E� z�� ' #
 U�)3�¿ = Ω P�
�/�)/ '�V� = ]maxb0V Y bY ≥ üÙ +  

�V = �Vl= − �V = �Vl= ∩ �V�  

                                    			= ]maxb0Vl=Y bY < ü ,maxb0V Y bY ≥ üÙ								  

                                  = {| =| < ü, … , | Vl=| < ü, | V| ≥ ü}  

 �3 GA
$  �
�Z $��+ E#��, l�/ >+�9� V = @xtb0V Y bY' P�
 ��} �$ �����V  +  A  �
�Z ET�	�V
 
 � ��, 

. )C9� �.� �� 
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�= = �¿ − �= = �¿ ∩ �=� = Ω ∩ �=� = �=�  																																								�? = �= − �? = �=	 ∩ �?�  																																											⋮ 																																								�V = �Vl= − �V = �Vl=	 ∩ �V		�  ⇒ �V ∩ �Vl= = (�Vl= ∩ �V� ) ∩ (�Vl? ∩ �Vl=� ) = ∅ 

P�)t�� +  

:�V =�
�<O �¿ − �= + �= − �? +⋯+ �;l= − �; 

= �¿ − �; = Ω − �; = �;� = ]maxb0; Y bY ≥ üÙ �V ��BC� �I�-+ �/ �� >�� E�$�D�(�=, �?, … , �V) E� P��� f4  #�A�V  ���4 �/ ��BC� �� ,
 �� (�VD=, �VD?, … , �;)  #�
$ *�=C-
 E� �"�9� z�� [�	)( #�.� ;� ,
 7=C9� U���R' P�
�/�)/  

�Q Vp(�V)( ; −  V)R = �Q Vp(�V)R�( ; −  V) = 0 

P�
 �/ ���� �/ �3� E� U� 7�W ,
 +  A�/ ? A >K3�� $�Z P�.#��� �$ �3 U�$�3 z�� >��	 
� �� U�#
$�  E#��,

E� >K3�� $�Z P�.#��� �$ �3 $�A�(�) = 0 .G-
 �
�W�/ {�� ����� ���C# �$  A�/  

�  ;?	
»� = EQ ;I(�V)R? = EQ VI(�V) + ( ; −  V)I(�V)R? 

E� E��	 ,
 �3 U�#
$I?(�V) = I(�V)  +�
��� ?| V| ≥ ε ���C# �$  

�  ;?	
»� = EQ V?I(�V)R + EQ( ; −  V)?I(�V)R 

+2�[ VI(�V)( ; −  V)y ≥ �Q V?I(�V)R ≥ ü?U(�V) 
E��	 ,
  

:æ(�V)�( ;?) = �  ;? +�  ;? ≥ �  ;?	
�4P

	
�4P

	
�4 = �  ;?	

∑»� 	 
																																	= :�  ;? ≥ ü?:æ(�V) = ü?æ(�;� )	

»�V  
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																																																										= ü?æ ]maxbW; Y bY ≥ üÙ 
⇒ æ(�;� ) = æ ]maxbW; Y bY ≥ üÙ ≤ � n ;?ü?o 

�/ ���� �/ +  

� n ;?ü?o = #x�( ?) + Q�( ?)R?ü? = #x�( ;?)ü? = ∑qV?ü?  

+  

æ �maxVW; | V| ≥ ü� ≤ ∑qV?ü?  

 P�
�/�)/�# G-
� G�-. A ���w
 >+�9�  

U��
$ �Y G�- ���w
 >
�/ *�!  

 Vl=I(�Vl=) + �VI(�Vl=) =  VI(�Vl=) 																																																	=  VI(�V) +  VI(�V)												 )10-1(                   

(��� ��
 �3 ��	E� U�#
$( Vl=, �Vl=) 
 7=C9�, �V U��
$ P�
�/�)/ .G-
  

�{[ Vl=I(�Vl=)y[�V	I(�Vl=)y} = E[ Vl=	I(�Vl=)y�(�V) = 0 

�� +U��
$ P�)t  

�V ∩ �V = �V ∩ �Vl= ∩ �V� = ∅ �{[ V	I(�V)y[ V 	I(�V)y} = E[ V 	I(�V�V)y = 0 

 (�Y| Vl=| < ü,  +�V  (
�3 >
�
$2� P�
�/�)/ .G-
  

| VI(�V)| = | Vl=I(�V) + �VI(�V)| ≤ |ε + 2c|I(�V) 
) �</
� �/ ���� �/10-1(' U��
$  

�[ Vl=I(�Vl=)y? + E[�VI(�Vl=)y? = �[ VI(�V)y? + E[ VI(�V)y? ≤ �[ VI(�V)y? + |ε + 2c|?U(�V)															 )10-2(  

 ��$�=� >+� :�� �/Õ  ,
1  �� nU��
$ 
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:�[ Vl=I(�Vl=)y?;
V<= +: E[�VI(�Vl=)y?;

V<= 																																							
≤ :�[ VI(�V)y?;

V<= +:|ε + 2c|?æ(�V);
V<=  

P�
�/�)/  

: E(�V?);
V<= U(�Vl=) ≤ :�[ VI(�V)y?;

V<= +:|ε + 2c|?æ(�V);
V<=  

 �;)�
 �/ ���� �/∀Õ, æ(�V) < æ(�Vl=)  U��
$  

											: E(�V?);
V<= æ(�V) ≤ : E(�V?);

V<= æ(�Vl=) 																											
≤ :�[ VI(�V)y?;

V<= +:(ε + 2c)?æ(�V);
V<=  

: E(�V?);
V<= æ(�V) ≤ :�[ V	I(�V)y?;

V<= +:(ε + 2c)?æ(�V);
V<=  

:qV?;
V<= æ(�;) ≤ :�( V?);

V<= æ(�V) + (ε + 2c)?æ(A;� ) 
																																				≤ ü?æ(�;) + (ε + 2c)?æ(A;� ) ≤ (ε + 2c)? 

P�
�/�)/  

æ(�;) ≤ (ε + 2c)?∑qV?  

.G-
 7��3 ���w
 +  

10-2-1 ���%�* ���� 
���?E) (a.s K�4 _�  

��:;10-2 : �R
∑qV? < ∞ ?�.#i '∑ [�; − �(�;)y; ��	 �/  k����=� E�C!  )a.s( G-
�.�� �R
 + '��	� a.s 

 A�/ �
 #
�3(i ' ?�R ��MW f;� K�#G-
 �
�W�/.  
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%�&'�:  �R
∑qV? < ∞ ECW+ ?�.#i '∑ qV? → 0,				m, n → ∞;DBBD=' ·;		*�! E� ����� ��, ���� �/ 
�U�)3.  

·; =:[�V − �(�V)y;
V<=  

  P�
�/�)/·;DB − ·B = ∑ [�V − �(�V)y;DBV<BD=.  

 ���w
 >
�/ *�!  E�
�.��k����=� ��</ ) E�C!a.s ( E�
�.�� ($�/·; (�5# G-
 E��3  ECW+ U��$@ → ∞?�.#i ' 

æ{⋃ [|·BDV − ·B| ≥ üyHV<= } → 0. 

 ��MW �/ ���� �/1-10 '∑q;? < ∞'  ECW+@, 8 → ∞ U��
$  

æ +9[|·BDV − ·B| ≥ üy;
V<= Ý = æ �max=0V0;|·BDV − ·B| ≥ ü�	 

																										≤ ∑ qV?;DBBD=ü? → 0 

?$�3 z�� '��MW f;� ���w
 >
�/ *�! �3 U�
�;   )#�� E#
�3 >
�
$ GZ
�);� ��</ ��� . )A�/  

f4|�; − �(�;)|   (
�3 >
�
$2� E�) ��MW ,
 ?$�C-
 �/ . A�/10-1(' U��
$  

1 − (ü + 2�)?∑qV? ≤ æ �maxV0; |·BDV − ·B| ≥ ü� → 0 

(ü + 2�)?∑qV? ≥ 1 ⇒:qV? ≤ (ü + 2�)? < ∞ 

E� 7��3 ���w
 +.$�A  

��7�10-1 : �R
{�;} �"��#$��BC� ,
 >
�3 >��	 �/  )A�/ 7=C9� E�$�D� >��  

æ z�; = 18{ = 12 = æ z�; = −18 { ,					8 = 1,2, … 

?�.#i  

�(�;) = 0, var(�;) = q;? = 18? 	 , :q;? =: 18? < ∞ 

E� f4 �3 G��R ���C# (
��∑[�; − �(�;)y = ∑�;  ��	 �/ ) E�C! ����=�a.s (.G-
�.��  
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10-2-2 ���%�* �
�D� ) ���� 
���?Ea.s(  

 E�
�.�� >
�/ E<�
�A ������ U��
$  DWk����=� ) E�C!a.s( ? �
 �/ ��3 P�
 >
�/ .U�)3 P����(��=C� > >,�-

.U� )�,��#  

 3��4�10-4 :)V.� WH�]�� �$�&�B(�  �R
{�;} �"��#$��BC� ,
 7=C9� >
 +  A�/ E�$�D� >��{�;� } �"��#$ �.�$ >


��BC� ,
 ,
 7=C9� E�$�D� >��{�;}  �/ �3{�;} U� ?�.#i . )A�/ :�,��{�;i} E� ����� ��, ���� �/$�A  

�;i = �; − �;�  
 (�Y�;	, �;� U�E� +  #�
$ E#�9;� f#���
+ + P�.#���  )C9� :�,��G��R ���C# (
��  

�(�;i) = 0,			\x�(�;i) = \x�(�;) + \x�(�;� ) = 2q;? 
 + �R
|�;| ≤ C  ?�.#i|�;i| ≤ 2C.  

��:;10-3 : �R
�;  �
 #
�3 GZ
�);� ��	 �/ �� +∑�; ��	 �/ k����=� ) E�C!a.s(  ?�.#i  A�/ 
�.�� ∑�(�;)	, ∑ q;?  )C9� 
�.��. 

%�&'�: E� z�� U�)3 {�;}	+	{�;� }(��=C� _�
�A �$  ))3 { � >,�-U� + P�)Y∑�;�  ��	 �/k����=�  E�C!

)a.s(   A�/ 
�.�� +�;i = �; − �;�  +∑�;i = ∑�; − ∑�;�  P�
�/�)/{�;i}  +∑�;i  ��	 �/a.s  
�.��

 (�Y .G-
{�;i} G-
 �
 #
�3 +  

:[�;i − �(�;i)y =:�;i < ∞ 

 ��MW f;� �/ ���� �/ f4)10-2'(  + >�
 #
�3{�;i}  E�
�.�� +	∑ �;iU��
$  

:\x�	�;i < ∞⟹:2q;? < ∞⟹:q;? < ∞ 

P�
 �/ ���� �/ *�! �3∑q;? < ∞E� ' G��R ���C# (
��∑q;?	  ��	 �/a.s  z�� [�	 .G-
�.��

��MW∑ [�; − �(�;)y;   ��	 �/ K�#a.s P�
�/�)/ 'G-
 
�.��  

:�(�;) =:�; −:Q�; − �(�;)R;  

 ��	 �/ G-
� G�- ����� +$ ��k����=� ) E�C!a.s(  P�
�/�)/  )C9� 
�.��∑�(�;) G-
 
�.��.  
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��:;10-4 : (h���)�d1 ��F �F ��:;) .  �)3 z����  ? A ? ��/�  �$� > 0  >�- ?�.#i . A�/∑�;  ,


��BC� ��	 �/ 7=C9� E�$�D� >��k����=� ) E�C!a.s(   �
 =� J
,
 �/ �R
 _=� + �R
 G-
�.�� E�$�D� ��BC� X� �/

 P���� > 0 . )A�/ 
�.�� ��, >�- �-  

(4):æ(|�;| ≥ �) 
(44):q?(¹4P) 
(444):� (�;�) 

%�&'�: E� z�� 
 C/
E� ' )A�/ 
�.�� {�� >�- �- U�)3 U�)3 G/�w U��
�Z∑�;  ��	 �/k����=� ) E�C!a.s( 

 �R
 .G-
�.��(4)  P�
�/�)/ ' A�/ �
�W�/∑æ(|�;| ≥ �) = 	∑æ(�; ≠ �;�) < ∞�)/ ���� P�
 �$ '  �/

U")10-1'( ∑�;� , ∑ �;  �R
 E)��  )C9� E�
�.�� *$���∑�;� E� ' A�/ 
�.�� G��R ���C# (
��∑�;  K�#

G-
�.��' G-
 E��3 P�
�/�)/  (�5# �3 U��$∑�;� 'k����=� ) E�C!a.s( .G-
�.��  

 �</
� �R
(44)  (�Y ' A�/ 
�.���;� �)/ ���C# �$ G-
 �
 #
�3 GZ
�);� ��	 �/ ��MW �/ )2-10'(  

 ∑Q�;� − �(�;�)R  ��	 �/k����=� ) E�C!a.s(  .G-
�.��  

 �R
 *�!(444) U��
$ ?�.#i ' A�/ 
�.��  

:�(�;�) < ∞, 
:Q�;� − �(�;�)R < ∞ 

⟹:�;� =:Q�;� − �(�;�)R +:�(�;�) < ∞, 
∑�;�  ��	 �/k����=� ) E�C!a.s( k�/�=C� f4 G-
�.�� ∑�;  ��	 �/ K�#a.s .G-
 
�.��  

��:; U!( %�&'�: �)/ U��
$ z�� �/∑�;  ��	 �/k����=� ) E�C!a.s(  ���� P�
 �$ 'G-
 
�.���; �.i��0  +

�)/) ���C# �/9-7('  �R
 U��
$�; �.i��0?�.#i ' ∑æ(|�;| ≥ �) < ∞.  

 >�- P�
�/�)/(4)  �� >
�/� > 0 E� 
�.�� E�
�.�� ,
 . A�/(4) E� ���C# $�A∑�;� , ∑ �;  E�
�.�� *$��� '

 f4  )C9�∑�;�  ��	 �/ K�#k����=� ) E�C!a.s(   G-
 
�.�� (�Y +�;�  ��MW [�	 G-
 �
 #
�3 GZ
�);� ��	 �/

)10-2 '(E� ���C# U���R∑q?(¹4P)  f4 'G-
 
�.��(44) .G-
 �
�W�/ K�#  
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 ��MW [�	 *�!)10-2 '(  ($�/ E��)C� [�	∑q? E� ���C# ��	 �/ �3 U���Ra.s '∑Q�;� − �(�;�)R  
�.��

U��
$ P�
�/�)/ G-
  

:�(�;�) =:�;� −:Q�;� − �(�;�)R < ∞ 

  

10-3 K�4 K���
� ��L�� K
*1?�,� ���
2E K
*  

 �"��#${ ;} 7��!:����BC� E8K� >�� 7=C9� E�$�D� >��{�;}  �� *��C!
 �$ 
�a.s  >
�/ �R
 U���R �
 ��4

�"��#$  )#�� E���{x;}	, {|;}  ECW+8 → ∞  �"��#$
Þ4l�4�4  �� *��C!
 �$a.s .$�A �� �/ 
�.��  

��7�10-2 : �R
{�;} �"��#$��BC� ,
 >
>��  �C�
��4 �/ E"�#�/ 7=C9� E�$�D�U  +  A�/ ; = ∑ �V;V<=  ?�.#i �( ;) = 8U  +\x�( ;) = 8Uñ �# ,
 ?$�C-
 �/ + ECW+ �5��Y >+�9�8 → ∞ E� ���C#'$�A  

æ ]|  ; − 8U8 | > üÙ < Uñ8ü? → 0 

���C# �$  

|  ; − 8U8 | G→0 

 P�
�/�)/ ;  )��R E"�#�/ e�K/ $
 �
 (�#�W 
� >�
 ��4 G���Z P�
 + G-
 �
 ��4. 

E"�#�/ e�K/ $
 �
 (�#�W [�	 �3  �)3 ����  

|  ; − 8U8 | G→0 ⟹  ;8 G→U 

 7�W 7D� ���C# [�	 E��	 ,

Þ4; �.i��U �"��#$ EI3 ��	 �/ . )��R *��/ e�K/ $
 �
 >�W (�#�W 
� G���Z P�
 �3 ' {�;} E� >+��4 e�K/ $
 �
 >�W (�#�W ,
�R
  )3  

 ; − �( ;)8 �.i��0 

�$10-3 :�!���1 �$:  �R
|; ↑ ∞			, ∑ �V =  ; →  ;V<= ?�.#i '
=�4∑ |V�V → 0;V<=  

%�&'�: E� z�� U�)3|¿ = 0, |V − |Vl= = xVl= ���� P�
 �$ '∑ xV = |;;l=V<¿ U��
$ f4  
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1|;:|V�V = 1|;:|V;
V<= ( V −  Vl=) = 1|; �:|V;

V<=  V −:|V;
V<=  Vl=�;

V<=  

= 1|; [|= = +⋯+ |; ; − |= ¿ − |? = −⋯− |; ;l=y 											= =�4 [−|= ¿ + (|= − |?) = + (|? − |F) ? +⋯	(|;l= − 	|;) ;l= + |; ;y   

								= 1|; [−x¿ ¿ − x= = −⋯− x;l= ;l=y +  ; 

								= −1|; :xV V +  ;																												(3 − 10);l=
V<¿  

E� ,�/ 
� G-
� G�- �</
�U�)3  

1|;:xV V 	= 1|;:xV +	 1|;:xV( V −  );l=
V<¿

;l=
V<¿

;l=
V<¿  

																										= 1|; 	 :xV +	 1|;:xV( V −  );l=
V<¿

;l=
V<¿  

													= 	 |;|; 	 + 1|;:xV( V −  );l=
V<¿  

				=  + 1|;:xV( V −  );l=
V<¿  

´:xV|; ( V −  )H
V<= ´ ≤: ¯xV|;¯ |( V −  )|õ

V<= + : ¯xV|;¯ |( V −  )|		H
V<õD= 																(4 − 10) 

  

  

U��
$ E��	 ,
 ' z�� [�	 ;  �/   G-
�.��P�
�/�)/  

∀ε > 0+		∃Õ > ì, S. D,			| V −  | ≤ ü� 

 G�- �$ g+$ �</
� f4) G-
�10-4('  �L3
 !ü E� ECW+ + $�A8 → ∞  ?�.#i
���4 → 0 'P�
�/�)/  
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: ¯xV|;¯ |( V −  )| → 0õ
V<=  

U��
$ EI3 ��	 �/ f4  

|:xV|; ( V −  )| ≤ üH
V<=  

 ���C# �$∑ ���4 ( V −  ) → 0HV<= +  

1|;:xV V = 		 +;l=
V<¿ :xV|; ( V −  ) →  ;l=

V<¿  

 �</
� �$ >�
@.��� �/ *�!)10-3(' U��
$:  

1|;:|V�V =		;
V<=

−1|; :xV V +  ; → − +  = 0;l=
V<=  

�*���10-4 :
�R ; →  		, ∑ xV = |; ↑ ∞;l=V<¿ ?�.#i '  

1|;:xV V →  ;l=
V<¿  

�*���10-5 : �R
 ; →    ?�.#i
=;∑  V →  ;l=V<¿  

��:;10-5 : �R
�; *
�.C#
 �� +  )A�/ 7=C9� + ��@4∑m¿4��4�n < ∞, |; ↑ ∞		 ?�.#i  

 ; − �( ;)|; �.i��0 

%�&'�:  �R
∑m¿4��4�n < ∞  ��MW [�	)10-2('  ∑ ¹�lf(¹�)��  ��	 �/ 'a.s  g��� ����=� >
�/ f4 'G-
 
�.��ω 

 >�- ��∑ ¹�QωRlf(¹�)�� E� 
�.��. A�/  

  U��$ �
�W �R
 *�!�V = ∑ ¹�QωRlf(¹�)�� GA
$ U��
�Z �;#+�3 U" �/ �)/  

1|;:|V�V =;
V<=

1|;:Q�V( ) − �(�V)R → 0;
V<=  
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⇒ 1|;:Q�V( ) − �(�V)R �.i��0;
V<=  

⇒  ; − ∑ �(�V);V<=|; =  ; − �( ;)|; �.i��0 

 

��:;10-6 : 
$�� iH�Q B�.(� �); W)��;i.i.d (h���)�d1 iH�Q B�.(� �); W)��;):  

 �R
�3 ��BC� �� >��U� + 7=C9� E�$�D� ?�.#i  )A�/ :�,��
Þ4; �.i�� �  +�  G-
 E��)C� >$ ��R
 �T)� + �R
   

�|�| < ∞ . ���� P�
 �$� = �|�|.  

%�&'�: E� z�� 
 C/
 U�)3
Þ4; �.i�� � < ∞ E� ' U�)3 G/�w U��
�Z�|�| < ∞.  

E� �����U�)3  

�; = {|�| ≥ 8},							(8 = 0,1,2, … ),					�¿ = Ω 

 �"��#$ +�;  
@" 'G-
 E"+K#�;D= ⊂ �;  ���C# �$∪ �3 = �¿U� 'E� ����� P�)YU�)3  

�; = �; − �;D= ,					∪ �; =∪ �; 

:�;H
;<¿ = �¿ + �= +⋯ = �¿ − �= + �= − �? +⋯ = �¿ = Ω 

*
�.C#
 �/ G�9# >��R�;  P���	,
8 ≤ |�| < 8 + 1  

8	æ(�;) ≤ � |�|	
»4 ≤ (8 + 1)æ(�;) 

>+� :�� �/ n U��
$  

:8	æ(�;)H
;<= ≤ �|�| ≤ :(8 + 1)æ(�;)H

;<=  

:8	æ(�;) = :8	æ(�; − �;D=) = 0 + æ(�= − �?) + 2æ(�? − �F) + ⋯H
;<¿

H
;<¿ = æ(�=) + æ(�?) + ⋯ =:æ(�;)H

;<=  
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U� +P�)Y  

:æ(�;)H
;<= ≤ �|�| ≤ :æ(�;)H

;<= +:æ(�;)H
;<=  

= ∑ æ(�;)H;<= + 	æ(Ω) 	= ∑ æ(�;)H;<= + 1												(5 − 10)												                                        

 U��
$ z�� [�	 +
Þ4; �.i�� � < ∞  P�
�/�)/  

�;8 =  ;8 − z8 − 18 {  ;l=8 − 1 �.i��0 

 ���C# �/ �)/)9-5( �R
 �3 '�; → 0  ?�.#i∑æ(|�;| ≥ 8) < ∞ P�
�/�)/ .∑ æ(�;)H;<= < ∞'  

 ���C# �$�|�| < ∞  

'U��
$ ��MW f;� ���w
 >
�/ *�!  �R
�|�| < ∞ ) �</
� ,
10-5(' E� ���C# $�A∑ æ(�;)H;<= < ∞  +

 z���3  

�VV = ]�V |�V| < Õ0 |�V| ≥ Õ  

 + G-
 N�/ g�T� (��� �3 ;øøø = ∑ �VVH;<¿  (�Y�; U� �� #
 :�,��  

:æ(�V ≠ �VV)H
V<= =:æ(|�V| ≥ Õ)H

V<= =:æ(�V)H
V<= < ∞ 

 P�
�/�)/
Þ4øøøø; +

Þ4; U�)3 G/�w G-
 E��3 +  )C9� E�
�.�� *$���  

 ;øøø8 �.i�� �(�) 
 (�Y *�!�;; → �  '|�;;| ≤ �  +� *
�.C#
 ECW+ b�IB� E�
�.�� ��MW �/ �)/ G-
 ��@48 → ∞  U��
$ �(�;;) → �(�) .  

) ���C# �/ �)/ +10-5(  '		� mÞ4øøøø; n = =;∑�(�VV) → �(�)  

 �3 U�)3 G/�w G-
 E��3 f4
Þ4øøøølf(Þ4øøøø); �.i�� 0.  

) ��MW �/ ���� �/10-5('  �3 U�)3 G/�w G-
 E��3∑ ¿�m¹��nV� < ∞HV<= E��	 ,
 '  
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q?(�VV) ≤ �(�VV)? = � �?	³f(�)V
lV  

U��
$ +  

			: 1Õ?
H
V<b ≤ : 1Õ(Õ − 1)

H
V<bD= = 1d  

	:q?Q�VVRÕ? ≤H
V<= :�Q�VVR?Õ?H

V<=  

				≤ :�Q�?I(|�| < Õ)RÕ?H
V<= =: ; �?	³f(�)VlV Õ?H

V<=  

: ; �?	³f(�)VlV Õ?H
V<= =:£; �?	³f(�) + ; �?	³f(�)V¿¿lV ¤Õ?H

V<=  

																					= ::£; �?	³f(�) + ; �?	³f(�)=lblbbbl= ¤Õ?V
b<=

H
V<=  

																					= ::£; �?	³f(�) + ; �?	³f(�)=lblbbbl= ¤Õ?H
V<b

V
b<=  

																											= : >� �?	³f(�) +� �?	³f(�)=lb
lb

b
bl= ?: 1Õ?H

V<b
H
b<=  

																	≤ : >� �?	³f(�) +� �?	³f(�)=lb
lb

b
bl= ?1dH

b<=  

									= :��? p(d − 1 < |�| < d)	³f(�)1dH
b<=  

#i ,
 �3 E����? = |�||�| < d|�|,			|�| < d	  

≤:d�|�| p(d − 1 < |�| < d)	³f(�) 1dH
b<=  

																					= :� |�| p(d − 1 < |�| < d)	³f(�) = �|�| < ∞H
b<=  
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 +.G-
 7��3 ���w
  

 

��:; ���4�10-6:  �3  �)3 z��{�;} �"��#$ >
i.i.d ���� P�
 �$ .G-
  

1 ( �R
�(|�|[) < ∞ ?�.#i 

8l= [] :�V → 0					(x. S),												(0 < � < 1) 
'f;�"�/ +  

2( �R
�(|�|[) < ∞  ?�.#i  

8l= [] :Q�V − �(�V)R → 0					(x. S),												(1 ≤ � < 2) 
.f;�"�/+  

 

10-4  $"�
]i�;� ��' C�Db  

10-4-1 QB
� i�;� ��' C�Db $"�
]i.i.d  

E� �3 ��	 (���E� 
� *��C!
 �$ E�
�.�� U�#
$�/ �;)�
 >
�/ ��
 .G��R ���C# X� *��C!
 �/ E�
�.�� ,
 (
��	 ��

U��
$ 'U�)3 
 �4 G-$ e�K/ $
 �
 ���\ (�#�W �/ U�=C9�  

æ[|8l= ; − �(�)| ≥ üy ≤ \x�( ;)8?ü? = 8	\x�(�)8?ü?  

1 (�R
 �=, �?, … �3  )A�/ E�9W �/  

\x�(∑�V)8? → 0 

  

 ECW+ ?�.#i8 → ∞ E�$�3 G/�w (
��  

æ[|�ø; − �(�ø;)| ≥ üy → 0 
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 ��!�10-1: e�K/ $
 �
 ���\ (�#�W  ECW+8 → ∞ EC"�! >
�/ ��BC� �3U� �� )A��# :�,��' ���� �/ ��, G-
  

æ >|  ; − �( ;)8 | > ü? ≤ \x�( ;)8?ü? → 0 

 ����� a
��#
 �R
 E)��
Þ4;  ' )3 7�� �� G�- �/(i?�R $�/  �
�Z �
�W�/ ���\ (�#�W +  �+�C� b�OC#
 �/{x;}  + {|;}  >
�/ E�+�C� $+ !

Þ4l�4�4 E� .$�+i G-$ �/ (
��  

 b�OC#
 �/ k�L�x; = �( ;)  +|; = Z\x�( ;) E� G/�w �3 $�A
Þ4l�4�4 �# �/ ��MW (i �/ �3 G-
 
�.�� *��

E� P��� _�
�A G�� . )��R >K3��  ! (
��x;	, |; �3 $�3 b�OC#
 E�9W �/ 
�  

æ zlimsup z ; − x;|; { = 1{ = 1 = æ zliminf z ; − x;|; { = −1{ 

��BC� >
�/>
,
 �/ �</
� P�
 E"�#�/ E�$�D� >��  

|; = Z8Uñ(2 log log 8),										x; = 8U 

 (i �$ �3 G-
 �
�W�/log UC���." (�#�W 
� ���C# ���� P�
 �$ .G-
 ? A �C��R �o# �$ +$ >�)�� �$ ��;� >��

P�ZE� P�Y. )��#  

  

10-5 1J
,� 

1 (  ��$ (�5# ��, ��$�=� >
,
 �/∑q;? �# G-
 P;�� E"+  A�/ E��)C�∑�;  G-
 P;��a.s . A�/ 
�.��  

æ(�; = −8) = 128? ,									æ(�; = 8) = 128? ,								æ(�; = 0) = 1 − 18? 

2 ( *��C!
 �$ E�
�.��:�/ G-
 *$���  

� � (�; − �)?1 + (�; − �)?á → 0 

       :�R
 _=� + �R
 

� + Ô∑Q�V − �(�V)RÕ?8? + Ô∑Q�V − �(�V)RÕ?Ý → 0 
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     ��BC� >
�/7=C9� E�$�D� >�� : )A�/ �
�W�/ ��, x�A �- �R
 _=� + �R
  

      (�"
∑ æ(|�V| > 8);V<= → 0 

      (b
=;∑ �(�V;);V<= → 0  

      (�
=;�∑ q?(�V;);V<= → 0  

      (i �$ �3�V;  ��BC� ? A ? ��/�V  �$ n � A�/ E  

     �"��#$ >
�/ e�K/ $
 �
 ���\ (�#�W ��i  �)3 P������BC� >��E�$�D� >�� :G-
 �
�W�/ ��, 7=C9�  

          (�"
	U(�; = 2;) = =? = U(�; = −2;)  

          (b	U(�; = 8) = =? 8l� = U(�; = −8),							U(�; = 0) = 1 − 8l�  

3 (�R
�=	 	+	�?	 �3  )A�/ E�9W �/ E�# z�� EC!) ECW+ ' ( )A�/ 7=C9� +$ �/+$ U�)3+  

�ø; = =;∑ (�V);V<=  >�/
�/�# ,
 ?$�C-
 �/ ?�.#iYE� �5��$�3 G/�w (
��  

U(|�ø; − �(�ø;)| ≥ ü) → 0 

    4 (�"��#$ �R
��BC� ,
 >
 7=C9� +$ �/+$ >���3  A�/ E�9W �/ 

\x�(�3) ≤ �,							�(�3) = x,							(4 = 1,2, … ) 
     G/�w $ � �� >
,
 �/ ?�.#i ECW+ 

U(|�ø; − x| < ü) → 1,						�ø; = 18:(�V);
V<=  
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7*��
� 12�  

K;#�� �� ��+]  

  

11-1  �B"��� QB
�  

  �)3 z��{�;} �"��#$��BC� ,
 >
 *��C!
 �/ 
� X� �
 =� �3  A�/ E"�#�/ E�$�D� >��U *��C!
 �/ 
� �� +  

 1 − U = ñ ?�.#i  )3 ���CZ
  

			�(�V) = U,																					#x�(�V) = Uñ,	 )11-1                             (  

 ; = ∑ �V;V<= → �( ;) = 8U,					,					#x�( ;) = 8Uñ )11-2                    (  

���� P�
 �$ 	 ;∗ = âãlÄ^ZÄ^aE� X� f#���
+ + �� P�.#��� �/ ? A$�
 #�C-
 E�$�D� ��BC� X� . A�/w �+i��$ G/�

�3 $��#  ECW+n E/ G�- �/E� 7�� G��T#?�.#i  )3  

								U( ;∗ ≤ t) → ; =√?�lH el��� 	³± = 7(t) ,				− ∞ < t < ∞						(3 −11)																																                

 E)�� ;∗ /→ì(0,1).  

  

11- 2  �	
�� K�� ����DE $"�'		. 	.   

R
    �q( ;) =  ³( ;) = S;		, �ø; = =;∑ 			�V = Þ4;;V<=  ?�.#i  

�ø; − �(�ø;)q(�ø;) =  ; − �( ;)S; =  ;∗ 
 �R
 .G-
  !
+ f#���
+ + �� P�.#��� �/ $�
 #�C-
 ��BC� X��V U� + 7=C9� ��?�.#i ' )A�/ :�,�� '  

#x�( ;) = 8q?  (i �$ �3q? = #x�(�V) P�
 �$ + GA
$ U��
�Z ����  
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)11-4                                         (		 ;∗ = Þ4l;�¿√; = ¹ø4l�C√4 	  

 U���@�/ �R
 +U( ;∗ ≤ t) → =√? ; �l��� 	³±�lH = 7(t) ?�.#i  

)11-5                  (U(| ;∗| ≤ t) → =√? ; el��� 	³±�l� = 7(t) − 7(−t)  

�/ �� +GA
$ U��
�Z *$��� ��	  

U z|�ø; − �| ≤ t q√8{ → 1√2�� el��� 	³±�
l�  

					= 7(t) − 7(−t) )11-6                                                     (  

P�
 z�� �/ *�! �3t ä√Ä = ε   E)��t = å√Ää 3 ECW+ ' �8 → ∞U��
$ '  

U(|�ø; − �| ≤ ü) → 1 )11-7                                                    (  

 E)���ø; G→ ��W (��� �3 'P�
�/�)/ 'G-
 e�K/ $
 �
 ���\ (�#	CLT  >
�/ E"��C!
 (
�3|�ø; − μ| E� P���  )3

E���� �$E� (�5# 
� (i > ! �
 =� _=� e�K/ $
 �
 (�#�W �3. �$  

 

11- 3  QB
��. �. �  

11-3-1 �*
��� j�
���  

  �)3 z��{�V} �"��#$��BC� ,
 >
U� + 7=C9� E�$�D� >�� :�,��(4. 4.d) U� +  A�/U�A�/ �CA
$ P�)Y  

�(�V) = �,									q(�;) = q,								q( ;) = √8q		 
E� �3 U�)3 G/�w U��
�Z ;∗ = ∑ ¹�4�Ú= l∑ f(¹�)4�Ú=√;¿		 E� $�
 #�C-
 *���# :�,�� >
�
$. A�/  

��:;11-1 :i�Q.=�$)-(�)$j   �)3 z��{�V} �"��#$��BC� ,
 >
 E�$�D� >��(4. 4.d) �/ �3 E�9W �/  )A 	q(�V) = q < ∞,					�(�V) = � < ∞ '  

  ��$ �
�W Ä = ∑ XVÄÈ<1
  ECW+ ���� P�
 �$	8 → ∞U��
$  
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 ;∗ = SÄ − nμσ√n ç→N(0,1) 
:%�&'� �DO5� :/
�� E.C-��4 ��MW [�	 E�         U�#
$					�Ä → X⟺ 7Ä → 7 .  

 P�
�/�)/ �DO5� :/�� �3 U�)3 G/�w G-
 E��3 ;∗  �DO5� :/�� �/)�� $�
 #�C-
 *���# :�,�� E�tU �− :2

2
á  

'G-
 
�.�� C��R �o# �$ �/ P·È = èél�ä $U��
  

 ;∗ = âãlÄ�ä√Ä = ∑ ¹�4�Ú= l;�√;¿		 = =√;∑ m¹�l�¿ n = =√;∑ ·V 	;V<=;V<= )11-8                 (  

E� E��	 ,
 �3 U�#
$�(·È) = 0, var(·È) = 1  

		7Þ4∗ (D) = 7 =√4∑ º�4�Ú= (D) = 7∑ º�4�Ú= z D√8{ 

																								= ∏ 7º� m X√;n = z7º= m X√;n{;	;V<= )11-9                                        (  

    �R
 U�#
$ E�E(|X|j) < ∞ :?�.#i  

φ(D) =1+∑ (3X)�V! 	�(�V) + «(|D|[)[V<1
 

(i �$ �3	«(0) ,
 G-
 E�/��D  E��)C� ?,�/ �� �$ �3(−x	, x) $� W >
�
#
�3 [I<�CW+ + G-
 �
  E0D →'  �/

.G-
 
�.�� ��  

 (�Y *�!�(·V?) < ∞  >
�/ '� = 2 U��
$  

7Þ4∗ (D) = Î1 +:m 3X√;nVÕ!?
V<= �(�V) + « n¯ D√8¯?oÐ

;
 

 = £1 − X�?; + « mX�;n¤; → £exp mlX�? n¤;				 )11-10                          (  

. A G/�w U;! P�
�/�)/  

��7�11-1:  �)3 z���1, �?, …	 �"��#$ ,
 >
��BC�+ 7=C9� E�$�D� >�� U� :�,��(4. 4.d)  P�.#��� �/ E���#λ 
 +  )A�/·; = ∑ �V;V<=E� ' �3 U�#
$·Ä  P�.#��� �/ ���R :�,�� >
�
$8λ f#���
+ +8λ? E� z�� P�
 �/ ' A�/

ºãl;ëë√Ä  E� $�
 #�C-
 *���# E�#��� :�,�� >
�
$. A�/  



 +,���1�� .� ��:; :�-BP��------------------------------------------------------------213 

  

11-3-2  �# ��B
�n Q4 ���
2E  

:;� �11-2:   �)3 z��{�V} �"��#$��BC� ,
 >
 E�$�D� >��U� + 7=C9�:�,��  X� f#���
+ + �� P�.#��� �/

 . A�/U� P�)YP�
 z�� �/ �3{ìV} �"��#$��BC� ,
 >
3 E�9W �/ ' A�/ G�L� + v��� ��$�=� �/ E�$�D� >���  

 
õ�V G→�	, (0 < � < ∞)	  $ ���� P�
 �

iìíZõí  $ �C� X� �/ :�,��E� 7�� $�
 #�C-
 *���# ��B )3  ECW+

�3	Sõí		 = ∑ �3			õ�3<= . A�/ E�  

:%�&'� U��
$ E	�A E\���  ��
 ,
 ?$�C-
 �/  

�( õ�) = �(:�3) = �(�(:�3|ìV))õ�
3<=

õ�
3<=  

											= � ó:�(�3)õ�
3<= ô 

																		= � z(ìV) m0n{ = � m0n = 0	 )11-11                                            (  

U��
$ f#���
+ >
�/ P�)t�� +  

#x�( õ�) = #x� ó:�3õ�
3<= ô = �(#x�(:�3|ìV))õ�

3<= + #x�(�(:�3|ìV))õ�
3<=  

	= � ó: #x�(�3õ�
3<= )ô 

= �(ìV) = ìV )11-12                                                  (  

 õ� − �Q õ�RσQ õ�R =  õ�ZìV → ì m0,1n 
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11-4 N��"E ��L�� K
*  

11-4-1 C�
�
�B (�"X		���  

E� z�� qO/ P�
 �$ �3 U�)3{�V} ���"��#$��BC� ,
 >
A�/ 7=C9� E�$�D� >��)  �/>��	�3  

 #x�(XV) = qV? < ∞ '�$ ���� P�
:  

#x�( ;) = :qV? = S;?;
V<=  

?$�3 z�� E��)C� 
� (i �3E� z�� {�� _�
�A G�� U�
 U�)3�+�C5R) ����� [I<� >��δ+2(��BC� g
 >���V 

. )C9� E��)C�  

��:;11-3: (3�����$)k  ,
 E)��� �
 =� >
�/ �R
δ'  �30 < w ≤ 1 ECW+      8 → ∞ + U�A�/ �CA
$  

∑ fQ|¹�|�-ïR4�Ú= Þ4�-ï → 0 )11-14                                            (  

  ?�.#i
Þ4kã ç→N(0,1)     ��)�
 �3 ; = ∑ �V		,;V<= sÄ<∑ ¿�				�4�Ú=  

:%�&'� E��3 U�#
$�V *
�.C#
 �R
 _=� + �R
 G-
 ��@4|�V| *
�.C#
*$��� ��	 �/ ��  A�/ ��@4  

�(�V) < ∞⟺ �(|�V|) < ∞ 

 z�� [�	�(�V) = 0 < ∞  P�
�/�)/�(|�V|) < ∞ �Y + (q?V > 0 f4 �V ��} P�)t�� .G-
 ? �����

 ,
�</
� )11-14(' E� ���C# ECW+ $�A8 → ∞  ?�.#i ; → ∞  

�# [�	 �#�4��" >+�9�[�(|�V|[)y=h  p9!�/� G-
 >$��� +  (�Y0 < w ≤ 1  f42 < 2 + δ  ' P�
�/�)/

U��
$  

σV = E1

2(	|�V|2) ≤ E 1

2-δ(|�V|2Dδ) ⇒ σV2Dδ ≤ E(|�V|2Dδ) 
���C# �$  

QxtV0;(σVSÄ)2Dδ ≤ QxtV0; E|�V|2DδSÄ2Dδ ≤ 1SÄ2Dδ: E(|�V|2Dδ) 
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 �R
φV(t)  �DO5� :/���V �DO5� :/�� ' A�/
Þ4kã  E� ��, ���� �/: A�/  

7ð4g4(D) = 7Þ4 m Xi4n = ∏ 7V m Xi4n;V<= )11-15                           (  

 ,
E� E��	�+�C5R �R
 �3 U�#
$����� [I<� >�� )δ  +� +  )A�/ E��)C� g
 (0 < w ≤ 1 ?�.#i:  

φ�(t) =:(it)ks! E(Xk) + (it)jr! E(Xj)000jl=
k<¿ 		+ 2

1lδθ |t|jDδ�m|X|jDδnm1 + δn m2 + δn… Qr+ δR 
 >
�/ f4	� = 2GA
$ U��
�Z  

7È z tsÄ{ = 1 −	 t2

2

σÈ2

sÄ2
+ θm1 + δn m2 + δn 2

1lδ �(|�V|2Dδ)sÄ2Dδ |D|2Dδ 
 >
,
 �/ �3Õ ≤ 8 E� 7�� X� G�- �/ GZ
�);� ��</ e�K/ ��$�=� >
�/ E��	 ,
 ' )3n U��
$ 

logQ1 + zR = � 11 + z dz 

														= �:(−z)ÈdzH
È<¿ = � m1 − Z + Z2 − Z3 +⋯n dz 

= ¶ − ¶2

2
+ ¶3

3
−⋯ = ¶A1 − z

2
+ ¶2

3
−⋯C = ¶ m1 + OQ1Rn 

P�
�/�)/  

M.ä7È z tSÄ{ = −	t2

2

qV? ;? z1 + O m1n{ + 2θ	 �(|�V|2Dδ) ;?D· |D|2Dδ 
 (i �$ �3	j	,OQ1R E.C9/�/	Õ ECW+ 'P�
�/�)/ . #�
 #8 → ∞ U��
$  

:M.ä7È z tsÄ{ =
Ä
V<1

−	 t2

2
z1 + O m1n{ + 2θ	|D|2Dδ∑ �(|�V|2Dδ;V<1

) ;?D· → − D2

2
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Ó7V( DS;
;
V<= ) → exp{− t2

2
} 

�*���11-1:  ,
 E)���� �
 =� >
,
 �/ �#�4��" x�A �R
δ > 0 ��MW ' A�/ {$�� )11-3'( . #��  �
�Z �
�W�/ 

:%�&'�  U��
�Z (�5#�</
� �R
 �3 $
$ )11-14('  ,
 E)���� �
 =� >
,
 �/δ ≥ 1  >
,
 �/ ?�.#i ' A�/ {$��δ = 1 

E� z�� .G-
 �
�W�/ K�# U�)3·  :�,�� :/�� �/ E�$�D� ��BC� X�
=Ä∑ FÈÄó<=  . A�/  

�(|·|[) = =;∑ ; |·|[ 	³fV = =;∑ �(|�V|[);V<=;V<= 	 )11-17                       (       

M.ä�(|·|[)  ,
 b �� E�/���) '0� >'G-
 (  

 b�OC#
 �/ + b �� :/�� ����� �/ ���� �/�= = 2,					�? = 2 + w,					λ = ôl=ô  U��
$  

P9)� >+�9��# ,
 ?$�C-
 �/  

M.ä� m|·|3n = M.ä� +|·|2nδ�1

δ
oDδ	-2

δ Ý ≤ δ − 1

δ
M.ä� m|·|2n + 1

δ
M.ä�(|·|2Dδ) 

 
��,2
δl1

δ
+ δ	D2

δ
= 3  E"+	� m|·|2n = Þ4�;. 2�;�� UC���." �/ a@! + >��R8 U��
$ P���	 ,
 

: E(|XV|3Ä
V<1

) ≤ ( ;?)δ�1

δ :z� m|XV|δ	D2n{1

δ

Ä
V<1

 

P�
�/�)/	
1 ;F:E(|XV|3Ä
V<1

) ≤ 1
(S;)δ-�δ :z� m|XV|δ	D2n{1

δ 																														(18 − 11);
V<=  

�# �Y G�- >
,
 �/ �#�4��" x�A (��� {�� >+�9�δ = 1 >
,
 �/ �#�4��" x�A f4 G-
δ ≥ 1  
� ���C# (���

>
�/δ = 1 �/E� G-$E� f4 . �$ $�3 z�� (
��0 < w ≤ 1 .  

 E��3 + g,l x�A.G-
 ? �i > �/ ��MW �$ 7�W ��MW  
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11-4-2 i�����B ��+]- K"B- �&�   ;sÄ → Nm0,1n						 , QxtV0;(qVsÄ) → 0 

 �� >
,
 �/ �R
 _=� + �R
ε > 0  

ä;(ü) = 1 ;?:� X2	dFV|�|5rkã 	→ 0																									(19− 11);
V<=  

:A��1 l�� %�&'� E� (�5# 
 C/
 U��$QxtV0;(¿�kã) → 0  

q2 = � X2	dFV +� X2	dFV|�|5rkã|�|ârkã ≤ ü2sÄ2 +� X2	dFV|�|5rkã  

⟹ QxtV0; AqV2

sÄ2
C ≤ ü2 + 1sÄ2

:� X2	dFV|�|5rkã ⟹ QxtV0;(qVsÄ) → 0

 

 �</
� ,
 ?$�C-
 �/ P�)t��)11-19(' E� G��R ���C# (
��  

lim	sup 	maxÈ0Ä(σÈsÄ) ≤ ε 
�3 ECW+8 → ∞   (i �$ �3ü E� ?
�O"$. A�/  

E� ����� 
� ��, �"��#$U�)3  

�;V = ]�V 					|�V| ≤ εÄsÄ0 								|�V| > εÄsÄ 

(i �$ �3ε ↓ 0 �3 E�9W �/üÄl2gÄ(ε) → 0' z�� �/S;; = ∑ X;È;È<1
 U��
$   

U �S;;8 ≠ s;8 � ≤:p{XÄÈ ≠ Xó} =:� X2	dFV|�|5r4kã
;
È<1

;
È<1

 

≤ (1/ü;2	S;2):� �2³fö = ä;(ü;)ü;2|¹|Wr4	i4
;
ö<1

→ 0 

 �3 ECW+ ���C# �$
Þ4;  +

k44; '	8 → ∞ E� (�9;�  ! X� >
�
$ (�#�W �$. )A�/  
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�3 U��$ (�5# 'G-
 E��3 *�!
i4zk4 /→ì(0,1).  

 ;;? =: #x�(X;È) ≤ :m�|X;È|2n =:� �2³fö|¹|0r4i4
;
ö<1

;
ö<1

;
ö<1

 

=  ;? −	:� �2|¹|5r4i4
;
V<1

	dfö
 

sÄÄ	S; 	→ 1 

E� E��	,
�3 U�#
$  

|X;È − E(X;È)| ≤ |X;È| + |E(X;È)| ≤ ü;S; + E(|X;È|) ≤ ü;S; + ü;S; = 2ü;S; 

  

P�
�/�)/     

1 ;;F :�(|X;È − E(X;È)|)3 ≤ 2ü;S; ;;F
;
V<1

:�QX;È − E(X;È)R2
;
V<1

 

≤ 2r4i4kãã → 0 )11-20                                                 (  

 A G/�w ��MW E��3 x�A f4. ���w
 _-�� {��  e�/  )�" ? A �8
�
.G-
  

:DPm l�� %�&'� E� z�� 
 C/
 �3 U�)3
Þ4k4 /→ì(0,1) �� ?�R8 → ∞ #iE� ���C# ?�. �$  

7ð4ö4(D) = 7Þ4 z Ds;{ =Ó7V z Ds;{
Ä
V<1

→ exp +− D2

2
Ý → � 

⟹Ó ln7V z Ds;{
Ä
V<1

⟶− D2

2
 

U��
$	E��		,
������:7(D) = 1 −;
V<¿

D2

2
⟹ D2

2
= 1 −:7(D);

V<¿  
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⟹ D2

2
=:1−;

V<= 7(D) 
�� 

−∑ 7(D) − 1;V<=      

     

U��
$	�	,
�����	:M87V z DS;{
;
V<= −: mM87V z DS;{ − 1%

;
V<= → 0 

U��
$	?	+		=	�$	>�
@.���	�/��������������	:z7	 z DS;{ − 1{
	
	 + D2

2
→ 0 

 �R
 *�!¸ = 7	 m Xi4n − 1  >
�/ U��$ �
�Wn e�K/ >��|¶| ≤ 1 2] _9/ �/ ���� �/ U��
$ �3  

 |�< − 1 − ¶| ≤ ¶?   

→ Y�3X − 1 − 4DY < D 2] ⇒ Q7;QD S;] R − 1R = 

⟶ Y��3X¹4,� − 1 − 4D��;,VY ≤ �Y�3X¹4,� − 1 − 4D�;,VY ≤ 12 D?��;,V?  

U��
$ ����� [�	 +  ��;,V? = q?  

⟶ 	QxtQ7	QD S;] R − 1R 	≤ 12 D?Qxt	q?�����
$�A	E�	X�

	⇒ 	:Y7;,VQD S;] R − 1Y;
V<= ≤ D?2  

E� G/�w E��	,
 ECW+ $�A8 → ∞ U��
$ 

⟹	:Y7	QD S;] R − 1Y?;
V<= ≤ D_4 ä(ü) → 0 

U��
$ _9/ [�	 *�!  

|�< − 1| < �|<| − 1 

 ($
$ �
�W �/¶ = 7V m Xk4n − 1 >
�/ ?�.#i '8e�K/ >��|¶| ≤ 1

2
 E� ���C# �3 �$  
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R�< − 1 − zR ≤ z2 

 ����� ,
 ?$�C-
 �/ *�!Z U��
$ 

¸ = 	7;QD S;] R − 1 

→ R�9�mX i4] nl= − 1R < R�9�mX i4] nl= − 7VQD S;] R + 7VQD S;] R − 1R≤ R�9�mX i4] nl= − 7VQD S;] RR+ Y7VQD S;] R − 1Y≤ Y7VQD S;] R − 1Y? + Y7VQD S;] R − 1Y	 
  �;)�
 �/ ���� �/ E��	 ,
 |¶| ≤ =?  >+�9��# �$ f4iU��
$ �Z  

Y7VQD S;] R − 1Y? + Y7VQD S;] R − 1Y	 ≤ 14 + 12 = 34 

 ,
 ?$�C-
 �/)11-19(' U��
$  

¶Ó7V z Ds;{ −Óexp ]7V z Ds;{ − 1Ù
;
V<=

;
V<= ¶ ≤: ¯7V z Ds;{ − exp ]7V z Ds;{ − 1Ù¯

;
V<=  

=: ¯exp ]7V z Ds;{ − 1Ù − 1 − ]7V z Ds;{ − 1Ù¯
;
V<= ≤: ¯1 − 7V z Ds;{¯

;
V<=

? → 0 

�# ,
 ?$�C-
 �/+K" ���w
 �$ ����� P�"+
 + ELIL� >+�9�ECW+ 'g8 → ∞ U��
$  

Óexp ]7V z Ds;{ − 1Ù
;
V<= → exp(− D?28) → 1 

�/ G-
 �/�5� �3:  

exp +: n7V z Ds;{ − 1 + qV?D?2s;? o
;
V<= Ý → 1 

. )3 7�� �� �/  ��/ E���# G�9W (
�� P�
�/�)/ '$�A 
�.�� X� �/  ��/ �Y G�- E=�=! G�9W  

: nE	cos zXVts; { − 1 + qV?D?2s;? o
Ä
V<= → 0 
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�# *
�.C#
 ��, :/�� (�YG-
 E)� 'cosx − 1 + �2

2
≥ 0 ��, �� �/ ? A $+ �� E\���  ��
 ECW+ K�# (i ������ 8 → ∞ �/ G-
 
�.�� �� �/>��	�3  

� ó:AE	cos zXVts; { − 1 + qV?D2

2 ;? C
;
V<1

p{|XV| > üS;}ô → 0 

E� ��, �</
� �/�5� �3 A�/  

D2

2
ä;(ü) −:�A1 − cos zXVts; {C

;
V<1

p{|XV| > üS;} → 0 

 (�Y G��T# �$R1 − cos(y)R ≤ 2   �� >
�/± 
 �/ +�# ,
 ?$�C-U��
$ �3��� >+�9� 

: EA1 − cos zXVts; {C
Ä
V<1

p{|XV| > üS;} ≤: 2p(|XV| > üS;) ≤Ä
V<1

2: qV2

(üs;)2

Ä
V<1

= 2ε2
 

�/>��	�3  

0 ≤ lim;→H sup	gÄ(ε) ≤ 4(tε)2
 

 b�OC#
 �/ �3t	 E� e�K/ E��3 � W �/
� (i (
�� E� ���w
 ��MW ���C# �$ '$��# XY�3 ?
�O"$ ?,
 #
 �/.$�A  

 �*���11-2: E� ���C# 
� e�/ )�" x�A �#�4��" x�A. �$  

:%�&'�  

1 ;?:� �2fö ≤ 1ü· ;?D·|�|5ri4
;
V<1

:� |�|2D	·³fö|�|5ri4
;
V<1

 

≤ Ô∑ �Q|�V|?D·R;V<= Õü· ;?D· 																																		(21 − 11) 
 �
�W�/ U� e�/ )�" x�A ' A�/ �
�W�/ �#�4��" x�A �R
 P�
�/�)/$�/  �
�Z.  

 ��7�11-2 :  �)3 z��X=, X?, … U�A�/ �CA
$ +  )A�/ 7=C9�  
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U(�ö = xö) = U(�ö = −xö) = 1

2
			 , 	xö > 0							(k = 1,2, … ) 

q; = xö					,				S; = ÷:xö2

;
V<1

				,				�(�ö) = 0 

E� z�� *�! U�)3'@Ä = MaxÈ0Äxö	 
E� E��	 ,�3 U�#
$  

qV?D· = qV?. qV· = E m�ö2n . qV· ≤ E m�ö2n .@;· = @;· . qV? 

:xV?D· ≥ Qxt(xV?D·);
V<1

= @;?D· 

z	@ÄS; {2D	· ≤ ∑ xV?D·;V<1S;?D· = 1S;?D·:�m|�ö|2D	·n;
V<1

 

≤ @;· ∑ � m|�ö|2n;V<1S;?D· = @;·S;· = z	@ÄS; {	· 

⟹ z	@ÄS; {2D	· ≤ z	@ÄS; {	· ⟹ 	@ÄS; ⟶ 0 

) �3 U� �$ �� G��T# �$ :v�\��m	B4i4 n	· < 1 � ����� P�
 (�Y P�
�/�)/E�  !
+ ,
 �C;Y�3 �93 + $�/ G�L  A�/

E#��, P�
�/�)/ �38 → ∞   �����  );�� 7��
	B4i4 E� 7�� �� G�- �/   )3  

											0 ≤ 	B4i4 = |���ø4�í
ù∑ �í24�Ú1

< 1  ECW+8 → ∞   

 >�
�W�/ >
�/ E��3 + g,l x�A �3�. Û. ë E�. A�/  

 �R
@Ä = 8�'	xV = Õ�(� > 0) ?�.#i 'SÄ ≈ ;ú-1

2

�2�D1
= �∑ Õ2�ÄV<1

.  
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�R
 f4
	Bãi4 ⟶ 0 ' _�
�A CLTE� �
�W�/�R
 . A�/� > 0  >
,
 �/ x�A P�
 ' A�/� < 0 '@Ä = 1'  .G-
 �
�W�/

 �R
 +
	Bãi4 ⟶ 1  +SÄ → ∞  �.�$ ����� �/∑ Õ2�ÄV<1

→ 0  �R
 ��	� ≥ − 1

2
 ��$�=� g��� >
,
 �/  

 	� ≥ − 1

2
 'CLT .G-
 �
�W�/  

  

11-5 ���L�� ��6 K;#�� ��  

11-5-1   	
��� �2V�� N�
E� ���L��  

 E�$�D� �
$�/ P�.#��� �
$�/U  ?��BC�� = (�=	, … , �G) f#���
+ f����� �3-,
 G-
 ����� '(i f#���
+�3:	 	

:= Qq3bR = (�.#(�3 , �b)) 
 �
$�/ U���R�  *���# :�,�� >
�
$U  A�/ ��, ���� �/ (i E"�.Y :/�� �R
 'G-
 ?��BC�  

ì^Qμ	, R = (2π)lû2 |Σ|l1

2exp{− 1

2
(� − �)�Σl=(� − �)} 

E�
$ (�5# (
��,
 G-
 ����� (i �DO5� :/�� �3 $  

7(T) = E{exp(iT�X)} = exp{iT�μ− 1

2
T�ΣT} 

 (i�$ �3T  �
$�/ X�U E� E=�=! ��$�=� ,
 > �/P�.#��� �/ *���# �
$�/ X� �DO5� :/�� . A�/ �� ����� + f

 f#���
+�3Σ = p ,
 G-
 �����  

7(T) = exp �−12 T�Tá = exp{−12:Tb?G
b<= } 

7��! (��� �3 �DO5� :/
�� b�\	U��BC�? E� 7=C9� $�
 #�C-
 *���# 
� :�,�� :/�� �DO5� :/�� (�Y . A�/

�/ ��	E� P��� �C;���BC� ' )3�# *���# >��. )C9� 7=C9� '�C9���  

 �R
 ^�Z G"�! �$M�� = ∑ M3�3G3<= ,
 E=�=! E�/�� 'XÏ �DO5� :/�� ' A�/ �� (i  

∑
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 G-
 �����,  

		�{�tU(iT́M�X)} = �{exp4(MT)� �}     

                           = exp	{4(MT)�� − =? (MT)′Σ(MT)} 
                           =exp	{4(MT)�� − =? (MT)′ ∑(MT)} = exp	{4(MT)�� − =? (MT)�∑(MT)} 

  		= exp	{4T(M′�) − =? (T�(M′ ∑ M) T) 	⟹ M��~ì(M��, M′ ∑ M) )11-22                (  

'f;�"�/+ �"�� ,
 E<Z p�3�� �� �R
 �
$�/ >���  ' A�/ *���# :�,�� >
�
$� *���# :�,�� >
�
$   ?��BC� )Yp 

.G-
  

11-5-2 �	QB
�	K��		�. �. � ���L��  

�"��#$�
$�/ ,
 >
 >��	U  > �/	{�ö}'	�V = (�V=	, … , �VG)  �)3 z�� +  ���./ �o#�$ 
�FÈ  :�,��	U > �/ �V	 +F£È  > �/ X� :�,�� :/��∑ MÏXÈÏ3̂<= ' )Õ = 1,2, ..( +F£È  g��� >
,
 �/M �/ �� �/ ���\ ��	F£  
�.��

. A�/  

�3 E��� (i ,
 {f£: M ∈ uG} �
$�/ :�,�� :/�� 'U  > �/� = (�=	, … , �G)  +{F£È}  ,
 E��,�� :/��FÈ '{�ö} 

E� P��� 
�(i ' ))3 ?�RFÈ Ä→ F  �� >
,
 �/ �R
 _=� + �R
M 'F£È → F£.  

E� G���Z P�
 [�	 P���� �"�9� (
�� :�,�� > !�"��#$��BC� ,
 >
�"��#$ �"�9� �/ 
� >�
$�/ E�$�D� >�� ,
 >


��BC�.$��# 7� �� > �/ X� E�$�D� >��  

z�� �/·£V = M′�ö = ∑ M3�ö3G3<=U��
$  

�(M′�ö) = M′�(�ö) = ∑ M3�V3G3<= = �£V  Var(M′�ö) = ∑ ∑ M3Mbq3b(Õ) = q£(Õ)b3  

P�.#��� �
$�/ E��	 ,
 �(�ö) = �ö = Q�V=	, … , �VGR+(q3b(Õ)) = ∑V  f#���
+�3 f����� �
$�/�ö 

E� �R
 . )A�/{�ö} �"��#$�
$�/ ,
 >
 >��i.i.d (i  A�/ ?�R±£V �"��#$��BC� ,
 >
 E�$�D� >��i.i.d  �R
 .$�/  )�
�Z ±£V  ,
C. L. T H���� E)��  )3 >+��4 (i ? A $�
 #�C-
 E8K� >�� ' A�/ $�
 #�C-
 *���# E�#��� :�,�� >
�
$

E� �"��#$ �3 U�8�R{�ö}  (�#�W ,
C.L.TE� >+��4 ' �
$�/ >
�
$) ? A $�
 #�C-
 E�K� H���� G"�! P�
 �$ . )3

f#���
+ f����� + �� P�.#���-��BC� (E#��� f#���
+�3 >�
$�/ E�$�D� >��{�ö} *���# E�#��� :�,�� >
�
$ p 

 ?��BC�.$�/  �
�Z  
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e�/ )�" ���� *�!-  >�"C.L.T ��BC� >
�/ 
�(��/ ��, ���� �/ >�
$�/ E�$�D� >�� E�.U�)3  

��:;11- 4:  �R
{�ö} �
$�/ >��i.i.d  P�.#��� �
$�/ �/ �� f#���
+�3 f����� +∑ :�,�� :/�� ?�.#i  A�/ 

 
Þ4√; = ∑¹�√;  *���# :�,�� G�- �/p �� P�.#��� �/ ?��BC�  f#���
�3 f����� +∑ E� 7��. )3  

:%�&'� E� z�� X� >
,
 �/ U�)3M ^�Z  

,						·£V = p��V =:M3�V3G
3<=  

�(·£V) =:M3 �(�V3) = 0,							#x�(·£V) = M�ΣM			 
 A�/'  f4·£V ,				Õ = 1,2, …�"��#$ '��BC� ,
 >
 E�$�D� >��i.i.d ) ��MW p��� �/ + G-
11-1e�/ )�" (-  >�" ∑º��√;  E�#��� :�,�� >
�
$ì(0, M′ΣM) E�. A�/  

  

11-6 1J
,�  

1(   ��i  �)3 P���� ��, �l�! ,
 X� �� �$C.L.T �"��#$ >
�/��BC� >�� 7=C9� E�$�D� >��{�;}, (n = 1,2, … ).G-
 �
�W�/ '  

 (�"
�; +  !
+ f#���
+ �/ *���# :�,�� >
�
$	�(t?;) = −1	, �Qt?;D=R = 1  

 (b�;  P�.#��� �/ (�-
�4 :�,�� >
�
$n�  

 (n�;       �/ *���# :�,�� >
�
$#x�(�;) = 8?,			�(�;)



 

 12����7*�  

�� ��+]� $- 7��"M��  

  

�R
 X �/�� E)��# E�$ �M� >?,
 #
 (Ω,ℱ,�) ' A�/ ?�.#i �(�) = ; X� ³�  ?,
 #
 $��. >+� >��(
  ℱ ����� 

�E )3�3 >��	 �/ ' � 
�
$ >"�.Y EX G�9# �/ � �E A�/ .
�/ >�� ������ � [I�C� �/ ℱ '	�(�) = 0 k��
K"
 �(�) = 0 
� C#��� �E �$ .a � 
�P qO/ (i G-
 �3 (�5#  �$ f;� 
�P K�# �</
� �
�W�/ G-
� .)� E�R
 �(�) = ; X� ³� + � + � �� +$ ?,
 #
�� >q- ��)C� E+� >ℱ  )A�/' ?�.#i � 
�
$ >"�.Y E )#�� X G�9# �/ � 
G-
.  

  

12-1  N�"E��P� N�A K �'"�8�  

�$ �-
�- 
�P qO/ ��+$ E�(Ω,ℱ) �X �M� >?,
 #
 @4�� �E A�/ .K�# z�� �/ 
�P G-
 �3 g��� ������ �� �$ ℱ 
�
�W  #�
$.  

�4��3 12-1: �X :/�� ������
 >'��@4 :�� �/�� EG-
  )#�� 7 ,
 ��(
  ℱ �/ $�=��� =!�=E ' �/ ��	>�3  

7(⋃ �;; ) = ∑ 7(�;); 			 )12-1(               

?�R�� �1, �2, … ,�8 �"��#$
 >��)C�� E� ��)C��# E,
 �������� >
K��  )A�/ .{�� ? ��  >
 ������ :/�� X�

��@4 :�� �/ ?,
 #
 
�P G-
 �3' 7(�)  #
�� E� )� E A�/' ��
 ��)C� EG-
 . �</
� G-
� G�- �3 �)�� P� /  

)12-1 ��$�=�  #
�� E�# +  A�/ 
�.�� k��<W  ��/ (+∞ �� −∞  )3 ���CZ
 
�.  �3 $�A ����7(∅) = 0 G-
  

��7� 12-1: �R
 �1 +�2 +$ ?,
 #
 E��)C�  )A�/ ?�.#i (�5I\�� �)� E7(�) = �=(�) − �?(�) �X :/�� 

������
 >:�� @4�� G-
 .,�
�  

7 m9�8n = �1 m9�8n− �2 m9�8n =:�1(�8)8 −:�2(�8)8=:Ô�1(�8)− �2(�8)Õ8 =:7(�8)8 .  
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�X G"�! ^�Z  (i #��, EG-
 �3' 7(�) = ; X� ³�' �3 X *
�.C#
 @4�� G-
. ) ��
k��+K" )��# E�#G9(.  

���w
 MW�� I�
 E(+$
� ��MW) 7D� P�
-  (U�
$�;�##�,� �/  �8
�
�=!�= E?��/�$ :/
�� ������
 >��@4 :�� $$�
 �

�Y�R
 ���� �T)� ��MW P�
' .G-
 ? A (��/ �� ?,
 #
 2�-
 �/  

�$ 12-1: �R
 �$ ↑ � �� �$ ↓ �  E)�� '�R
 �$ �"��#$
 > A�/ �3 �/ � $��� �� *+K# ' )3 ?�.#i   

7(��) → 7(�). 
%�&'�: �R
  :GA�# (
�� E�  

7(�) = 7A9 �$∞
$=1 C = 7 ��19(�$+1 − �$)∞

$=1 � = 7(�1)+: 7(�$+1 − �$)∞
$=1

= lim�→+∞ �7(�1)+: 7(�$+1 − �$)�−1
$=1 � = lim�→+∞7(��)  

)t���P �R
 ' ?�.#i U�C� (i  + :���C# �$  

7(��) = 7(Ω) − 7(���) → 7(Ω) − 7(��) = 7(�) 
 �/�5�
�P C#��� �$ $��� ?,
 #
�� #�K ��)�
 �$ �3 $�A ���� .G-
 �+�C� (i ���w
 ��
 '$�
$ $��+ #�,� >#�G9 3 �

 !�� �
�);  )A�/.  

  

12-2  ;8E�� $
*  

 ��:;12-1 (W�- ���*�): 
�/ >�� :/�� ������
 >:�� @4�� 7' �������� >>
K�� �+ + �− $��+  #�
$ �/ 

��	 >�3 �+ ∪�− = Ω + 
�/ >������ �� � ∈ �D' 7(�) ≥ 0 + 
�/> �� � ∈ �l' 7(�) ≤ 0 .  

 ������ ���  �R
  )��R G�L� 
�
�/>  �� � ⊂ � U�A�/ �CA
$ '7(�) ≥ 0' + )� E )��R �R
 
�/> ��  

  � ⊂ �U�A�/ �CA
$ ' 7(�) ≤ 0 . ��MW P�
 :W
+ �$Ω  +$ �/ ��@4 :�� >
 ������ :/�� X� > �I�-+ �/ 
�

. )��R (�� ��K�� 
� ��MW P�
 . )3 E� U�9=� E)� + G�L� JK�  

�R
 7(�) = ; X³�� ' A�/ �+ = [X ≥ 0y + �− = [X < 0y �$ �o# $�A �C��R . *�!�R
 7+(�) = 7 m�∩�+n + 7−(�) = −7(�∩�−) U�)3 �����' ?�.#i 7+ + 7− ?,
 #
�� >��)C� E )C9� �3 (i�� 
� 

B����
� l�/ E�+ �4��) E7 :�3 >��</ ' )��# E�  7(�) = 7D(�) − 7l(�) 

UE E↑

UE E↓c c

UE E↑

)21-2(  
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) �</
�12-2 >
 ������ :/�� :W
+ �$ �3 ' )��R ($�� ��K�� 
� (7  ��;� �/ E��)C� ?,
 #
 +$ 7\�� ���� �/ 
�

. �$ E� (�5# 
K�� >�� ?�R |7| K�# 
� B����
� 73  �<=# �$� :�/ G-
�/
�/ +  )��R E�  

  |7(�)| = 7+(�)+ 7−(�). 
 

12-3 a&O� �%�4"�� � $�"� ��:��  

 3��4�12-2: ?,
 #
 +$ � + � +� >�M� >?,
 #
@4�� (Ω,F) k��
�� 
� $�)�  )��R ?�R�� 
�
$ >;���?�R >�� 
 � 

' )A�/ �)� E�������� >S� + S� $��+ �CA
$  )A�/ �/ ��	>�3:  

��QΩ− S�R = 0�(Ω− S�) = 0 , S� ∩ S� = ∅ 

  

 ���� P�
 �$�   �/ G�9#�  +  �   �/ G�9#�  �3 $�A ���� . )A�/ E� $�)��R
 �; E,
 ?,
 #
�� ��  A�/' �� 

 ��3$�Z ��</ ?,
 #
G�9# �/ $��. >$�)� �
�Z)  $�/.  

 >�+i$��) >
 ��MW >�)�� �/12-1 (�X ?,
 #
 ��)C� E+� >u �/ :/�� ,���: f G�9# �/ ?,
 #
 V�" $�)� G-
 '�R
 

+ _=� �R
 f�(t) = 0 �/ K� +� >������
 >�/ ?,
 #
 V�" ��.  

) �H�LB��12-1:  �)3 z��  �(a, by = F(b) − F(a) 
 �;#i >
�/ E��3 + g,l x�A?,
 #
 +$ � + �  �3 G-
 (i ' )A�/ 
K�� >�� ?�R ��;� >
�
$f�(t) = 0 �/ K� +� >

������
 >�/ ?,
 #
 V�" ��(.  

�4��3 12-3: ?,
 #
 � G�9# �/ ?,
 #
 � k�=I<� 4��C-� �CR �E'$�A �R
 
�/ >� ∈ ℱ' �(�) = 0 
�b��  )3 �(�) = 0 .�$ 
�P ���� � G�� �<I- � ?$�/ + $��# �/ 
� (i � ≪ � .U��$ E� (�5# �R
 � ≪ � + U�)Y�P � ≪ � ?�.#i ?,
 #
 +$  )"$��� + �E�#�9�U � ≡ �.  

  

��!� :�$ :W
+ �X 
�?  ü − w x�/�� �/ ����� 4�.C-� E[I<� $��+ $�
$. z�� )3�   ∀ü > 0	∃w > 0	 ∋ 	 (�(�) < w	 ⇒ �(�) < ü) 
 

?�.#i � ≪ �  �R
 
��, � A�/ E��(�) = 0 �� >
,
 �/ ���C# �$ ' A�/ü '�(�) < ü  P�
�/�)/ + G-
�(�) = 0  E)�� G-
 U��
$� ≪ �. �</
� P�
 f;� ��
'  ,
 E)��	� ≪ �  �/
�?  ü − w   �3 G-
 �
�W�/ E#��,�  E��)C�

.U�);�� v��5� ��, ���� �/ �IZ (���/ X�3 �/ 
� ��$
 P�
 . A�/  

)21-3(  
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:%�&'� )(���/   �)3 z�� (�IZ�  + E��)C�� ≪ �  �</
� ��
 ' A�/ü − w  . A��# �
�W�/?�.#i 
�/ >Z�/ Eü�� 

 ,
 >
 �"��#$�������� >�8 $��+ $�
$ �/ ��	 >�3 �(�;) < 8l? + �(�;) ≥ ü .�R
 limsup; �; = � 

?�.#i �)/ �/ U" *��/ IC#�3 E�
�Z�U GA
$ �(�) = 0'  

: �(�;) < : 18? < ∞ ⇒ � zlimsup; �;{ = �(�) = 0 

��
 )�)/U" �/ ����(  �(�) > ü > 0  :
��, .G-
  

�(�;) ≥ ü ⇒ limsup; �(�;) ≥ ü ⇒ � zlimsup; �;{ ≥ limsup�(�;); ≥ ü ⇒ �(�) ≥ ü≥ 0 

�3 �/ E)�� (�� ��"+
 z�� � ≪ �  G-
 �W�)� �$(�(�) = 0 ⇒ �(�) = 0) ($�/ E��)C� x�A ��M! f4 ' �   . A�/ E� g,l K�#
�/�)/�'P �</
� ü − w �
�W�/ G-
 ?�R�� � ��)C� E+ � ≪ �  A�/.  

  

�H�LB� �12-2: Q �$)Ad���1 �H:  �)3 z�� �8  >
 �"��#$ �� ��  ��5�4*��C!
 >�M� ,
 (Ω,ℱ,P)  �$  )A �/

���� P�
  

�"
 (�R
 ∑ æ(�;)H;<= < ∞ ' A�/ ?�.#i æ zlimsup; �;{ = 0'  

b (�R
 ∑ æ(�;)H;<= = ∞ �)� E�- >
�R
+  A�/ + �8�� 7=C9� ' )A�/ ?�.#i æ zlimsup; �;{ = 1.  

 

12-4 �&X ��+]  

�R
 �(�) = ; X³��  ' A�/?�.#i k��I9� � ≪ � G-
 .MW�� (+$
� - #�
$�;�U f;� 
�P pI<� 
� (��/ �E )3 

 ��:;12-2  W�B�H)- (���B)!��:  

�R
 � + � +$ ?,
 #
 q-��)C� E )A�/ �/��	��; � ≪ �  A�/' ?�.#i �X (E"�.Y) E)��# :/�� X $�
$ $��+' >��</ 

�3 
�/ >��� � ∈ ℱ U��
$ �(�) = ; X³�� .
�/ >+$ "�.Y EX + ä U��
$ ' )A�/ G���Z P�
 >
�
$ �3 �[X ≠ äy = 0.  X  U�
$�;�# (+$
� [C5� 
��  �/ G�9#�  $��# �/ 
� (i +  )��R
/�/B   . )�$ E� q���#  

�(�) = � ³�� = � X³�� ⇒ X = ³�³� 

  

 
 C/
��C; E� P�
"�.YE U�)3 E� G/�w 
�  +f�- r�/ $��+> (i ���w
 $�A.  
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�$ 12-2: �R
 � + � ?,
 #
�� >��)C� E?$�/ +  k��
��$�)�  )A��#' ?�.#i �X ������  )#�� >
 � +  EC�L� �
 =�

 )#�� ü $��+ $�
$ �/ ��	>�3 �(�) > 0 + 
�/ >�� � ⊂ �' ü�(�) ≤ �(�).  

%�&'� :  �)3 z�� (�� ��K��
�/ >:/�� ������
 >7 = � − 8l=�  ���� �/  '�8+ ∪ �8−  A�/ .�R
 U��$ �
�W  

 Q =∪; �;D ' 
�/�)/�P Q� =∩8 �8− .�3 E���#i ,
 Q� JK� )� E������ �E A�/U��
$ E)� JK� ����� [�	 ' 7(Q�) ≤ 0G-
. :P�
�/�)/  7(Q�) = �(Q�) − 8l=�(Q�) ≤ 0 ⇒ �(Q�) ≤ 8l=�(Q�) 
(�Y �</
� P�
 
�/ >�� 8 �
�W�/ G-
' f4 
�/ >8�� >e�K/ �
$�U �(Q�) = 0 +�$ C#��� Q ;��� ?�R � G-
 .


��,:  lim; �(Q�) ≤ lim; 8l=�(Q�) = 0 ⇒ �(Q�) = 0 

,
 ��	 E(�Y � + � k��
�� $�)� #�E' A�/ f4 Q� �#E #
�� ;���?�R �  A�/ . f4Q  ?�R ��;� _=��   + ?$��#


�/�)/�P �(Q) > 0 :U��
$ f4 '  �(Q) > 0 ⇒ ∃8	 ∋ 	�(�;D) > 0 

 *�!   �R
�8+ 
� �/
�/ � +	ü  
� 8−1�$ �o# 'U���./ �$ C#��� �(�) ≥ ü�(�):
��, '  (� − 8l=�)(�;D) > 0 ⇒ 	�(�;D) > �; (�;D) ⇒ �(�) > ü�(�).  

  

%�&'�  ��:;12-2:  

 E��C;� U�)3 z�� :  + ?,
 #
 :/�� +$ �/ G�9# ��@4ℱ  �/ ?$�/>��	 �3  

( )
A A

A fd gdϕ µ µ= =∫ ∫  

?�.#i  

∀� ∈ ℱ:�(X − ä)� ³� = 0 ⇒ X − ä = 0x. S 
�$ }�� 
�P����  �/ ��	>�3 �(A)>0  + 
@"  

�(X − ä)³� > ü�(�)� > 0 

�3 
�P �W�)C� �/ X − g = 0 G-
 .
@"  �D�)� �/ $�� G-
.  

  

 >$��+:  

fgf

{ }:A f g ε− >

f

f
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 U�
$�;�# (+$
� ��MW �$�   +�  +$ ��σ- ���A ,
��
 X� ���� P�
 �$ . )C9� E��)C�
  ,
Ω  '  )#���8  $��+

  (i �$ �3 GA
$  �
�Z�(�;) + �(�;)   +$ ����)C�E #
 .�R
  �8(�) = �(� ∩ �8), 				�8(�) = �(� ∩ �8) 
  

  ?�.#i � << � C#��� �E �$ �8 << �8 + P�
�/�)/ "�.YE >
  )#�� X8 �3 $�
$ $��+ �8(�) = ; X8³�8�. 

,
 ��#iE� �3 �8  >
�
$"�.Y Ep�8 G�9# �/ � f4 'G-
  

�(�) =: �;(�) =:� X;³�; =:� X;p�4³� = �:X;p�4³� = � X³��;��;�;;  

 

 f4� E"�.Y >
�
$ X = ∑ X;p�4;  G�9# �/ ?,
 #
 �  .G-
  

 >
�/ 
� ��MW G-
 E��3 ? A (��/ p"�<� �/ ���� �/�  +� .U�)3 ���w
 E��)C�  

z�� )3�  � + � ?,
 #
�� >��)C� E+ � << �  . A�/ℊ  K�# 
�-�3,
 E :/
�� )��# Eä U���./ �o# �$ �/��	 >

�3  �� >
�/� U�A�/ �CA
$ ; ä³� ≤ �(�)f .�R
 ä + ä′ �$ 2�3 ℊ �
�W �CA
$ ' )A�/ 93���U� (i�� #�K �$ ℊ �
�W $�
$� ,�
�  

�maxQä, ä′R� ³� = � ä³�+ � ä′³��∩Qä<ä′R�∩Qä≥ä′R≤ � m� ∩ Qä ≥ ä′Rn+ � m� ∩ Qä < ä′Rn = �(�)  

  


�/�)/�P ℊ-�3 EG-
 �3 G�� 7�� 93���U� >��R E��)C� �C9/ G-
 . *�!z�� )3�  ä8�� �/
�� E�$ 2�3 ℊ ?$�/ + �/ ä $���  ))3 E)�� ä8 ↑ ä .?�.#i (�Yä8  + E)��# ��  ' )C9� >$����)/ �/ MW�� 
�.��� E�
�); 

U��
$  

 ; ä³� = ; lim; ä;³�f = lim;f ; ä;³� ≤ �(�)f ⇒ ä ∈ ℊ  

 

 2�3 
@"ℊ  �R
 *�! .G-
 �C9/ K�# E"+K#��} :/
��  ! G�� 
�/> �� ä �$ ℊ' ¥ = sup;ä³� Q¥ ≤ �(Ω)R 

U��$ �
�W + ä8 ∈ ℊ 
� ��	 >b�OC#
 )3�U �3 ;ä;³� > ¥ − =; . ?�.#
�R
 X8 =maxQä1. . . ä8R+ X = limX;' X �$ ℊ �
�W $�
$ + ; X³� = lim; ; X;³� ≥ lim; ;ä;³� = ¥ .
�/�)/�P X �M� >,
 ℊ �E A�/ 

�3  �$(i ; X³� 93���U� G-
) .
�Y X �$ ℊ �
�W �$�
$  (�Yℊ   ! + E��)C� >��R U��93�� 7�� �/ G�9#

G-
 �C9/ G�L� + E"+K#��} :/
��(.  

����� )3�  �x� = �x�(�) = ; X³�� + �S = �S(�) = �(�)− �x�(�) ?�.#i  
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232 �(�) = ���(�) + �i(�) = � X³� + �i(�)f  

  

  

:�3 E���#i ,
  

� �	X484D� ⇒ �(�) < ∞f ∈ ℊ ⇒ ���(�) = � X³� ≤ �(�) < ∞f
⇒ �i(�) < ∞ 

f4 �S + �x� ?,
 #
�� >��)C� E�C�"
 + )��#E #
 .�3 E���#i ,
 � G�9# �/ � k�=I<� 4��C-� G-
(
�� E� '  

 ��� ≪ � :
��, .G��R ���C# 
�  

�(�) = 0 ⇒ 0 ≤ ���(A) = � X³� ≤ �(�) = 0	f ⇒ ���(A) = 0 

 *�!z�� )3�  �3 �S G�9# �/ � $�)� ' A��# �$ C#��� ,
 U" )12-2(' �X ������ � + �X ü G�L� $�
$ $��+ 

�/��	��; �(�) > 0 + /
� >g��� � ⊂ ��� ü�(�) ≤ �i(�) G-
 .  

f4 
�/ >�� �  

  

�(X + üp�)³� =� �X³�+ ü�(� ∩ �)� ≤ �X³�+ �S(� ∩ �)�= � X³�+ �S(� ∩ �)�∩� + � X³��−�= �(� ∩ �)+ � X³��−� ≤ �(� ∩ �)+ �(�− �)
= �(�)

 

�/ ����� $��.  �$  �
�W $�
$ +  

�(X + üp�) ³� = � X³� + ü� p�³� = ¥ + ü�(�) > ¥ 

($�/ U��93�� �/ �3X  �W�)� �$G-
 .
�/�)/�'P � + �S +$ �/ +$ $�)� �E )A�/.  P�
�/�)/S
 >$��+ $�
$ �3 �S(S) = �(S�) = 0 ."+ E,
 (i�� �3 � << � f4 �S(S�) ≤ �(S�) = 0 + U�)Y�P �S(Ω) = 0 . �$

) �</
� �$ ���C#12-4 '(�S :U��
$ + $�A E� a@!  

�(�) = � X³�f  

) �</
� $�Z12-4:W
+ �$ �3  )��R V�" ��K�� 
� ( � �/ 
� +$ G�9W k�=I<� 4��C-� + G�9W $�)� )+�?S ( U�9=�

. )3 E�  

( ) *

Af I gε+ =g

)21-4(  
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12-5 1J
,�  

1( z�� )3�  �'  υ'  ?,
 #
 �� >��)C� E+� >  )A�/ �/+ 
,
 >�� '  .�
�W 

�$�   +  K���� ��) >21-4 ( )A�/ .�$ 
���)  +  

G�9# �/  $�)�  )C9� .(�5# �$�  �3  �/ K� +�� >X ������ -?,
 #
 '�� + �/ 
,
 >�� 

'  �E A�/ .)t���P (�5# �$�   �R
 + _=� �R
 �/ 
,
 >�� ' .  

2( �R
 �+ ∪�− K���� (�� 7  A�/ P;�� G-
 K���� $��. > )#�� �1+ ∪�1− $��+ �CA
$  A�/ .)Y�P "�L� E

,�9/�  + (�5# �$�  �3 7(�D △ �=D) = 7(�l △ �=l) = 0.  

3( �' � + W 
� ?,
 #
 �� >q ��)C� E+� >(Ω,F) �$ �o# ./���  .z�� )3�  �3 ��=C5� $
�+( #�
$�;�U ��)C�E + 

)��# E )A�/.  

�"
 ((�5# �$�  �3 � << � + � << W 
�b�� � E )3 �3 � << W +  

³�³W = ³�³�³�³W 

b ((�5# �$�  �3  
�b�� � E )3 �3  

³�³� = p[³� ³�⁄ >0y n³�³�o−1 
� (z�� )3�  �3 � << W + � << W' + � ������ 
 > A�/ ��E��3 ³� ³W⁄ > 0 = ³� ³W⁄ .(�5# �$�  

�3 � << � �R
 + _=� �R
 W(�) = 0 �$ C"�! E�3  

³�³� = p[³� ³W⁄ >0y ³� ³W⁄³� ³W⁄  

 

 

  

 

nυ( ), FΩA( ) ( )n

n

A Aυ υ=∑

( ) ( )n n n

A

A f d Aυ µ υ′= +∫( ) ( )n

A

A f d Aυ µ υ ′= +∫υ ′nυ′

µn

n

f f=∑µ

A( ) ( )n

n

A Aυ υ′ ′=∑υ µ<<nnυ µ<<

υ µ≡



 

 12�7*�;�4  

�[�9 	
���  

  

13-1 ��,,� QB
� �� �[�9 	
���  


 C/
 *��C!
 	�A� EX ������ A G�9# �/ ������ B 
� -��/ E� E)3�'U �3 �/ ���� ,�� ����� :$�A E� 

æ(�|�) = æ(� ∩ �)æ(�) 	 , æ(�) ≠ 0 

 �3 EC"�! �$æ(�) = 0  . A�/ E�# ����� 7/�W �</
� P�
 ' A�/(�)3
 *��C!
 	�A E
� �/ 
�P 2�-
 �$ �o# 

./���  �3 ? ��5� �R �X �- >����	
 K� E��$ CZ
��� �CA
$  A�/� .X �M� >*��C!
  (Ω, ℱ, æ) $�;I�� �X 

#�;��U9 
� �3 �/ �I�-+ f#�A	æ ����� � E' )3 �/ 
�P ���� �3 
�P #�;��U9   
 >"���  � E )3 �3 2�-
�/  æ ,���: � E$�A .æ(�) 
�/ >? ��5� �R *��C!
 
�P G-
 �3 �<=#    "���  ? A �$ � /� C .z�� )3�  �3 ω 

�$ �  A�/ + ? ��5� �R _=� ���P H�	
 
� �CA
$  A�/ .,
 $�?�R  ? ��5� '�R �/ PCA
$ 
�P ����	
 K� E��/�$?� 	ω' *��C!
 
��;) ω �$ � U�  A�/ �/
�/ �/ æ(�|�) G-
 �3 �/ æ(�) ����v ?$
$ � E$�A .,
 �- >$��. �R
  

ω	¯	�� ' A�/ �$ 
�P ���� *��C!
 �	�/�� �/
�/ �/ æ(�|��) � E$�A + �
�Z�U GA
$: 

X( ) = ] æ(�|�),			 	¯�æ(�|��),			ω	¯	�� 		 
? ��5� �R � E #
$ �3 ω �/ �   ���Ì �$�
$ [I�� 
�/�)/�P *��C!
 
��;) ω	¯	�  A�/ �/
�/ �/ X( ) G-
.  

  #
$ E�# EI3 G"�! �$ �R ? ��5� �Y�R
ω  �
 =�  #
�� E� ��
 'G9�YX( )  �/ [I�� �/ ���� �/ 
��	  ���Ì 
 )3 ��-��� .f;� G"�! P�
'  E)���/ PC9#
$ �
 =� X( )  E��.)�� E #
��  �T/ �3 ω �$  � �� �$ �Ì 'G-
 

�3  æ(�|�) = æ(�|��)' A�/ �)� E� +  � 7=C9�  )A�/ �3 �$ 
�P G"�! *��C!
 	�A E�/
�/ �/ (��� 

*��C!
 }�� 	�A  Eæ(�)  �
�Z $�/.  

������ �� > � + �Ì �M� >�#��# Ω 
� ,
��
 � E' ))3 *�! � E�
�Z�U 
�P 
�?  
� 
�/� >X ,
��
 I3 E,
 Ω �CA
$ 

A�/�U.  
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z�� )3�  �=, �?, … �X ,
��
 ��)C�� E� 7/�W N���A ,
 �M� >�#��# Ω + ℊ -���. ��(
   _-�� ? A  �"���3 

) ��7��A g��� �����C�
 �3 ��(  A�/. 

�� >
�/ �¯ℱ' :/�� X( )  
� �/ ���� ,�� �$ �o# ./��� : 

X( ) = æ(� ∩ �3)æ(�3) 	 ,  	¯�3 , 4 = 1,2, … 

�R
 ? ��5� �R  #
 / �3 g
 3 �3 ,
 ,
��
 Ω 7��A ω G-
 �$ 
�P ���� �/ PCA
$ 
�P H�	
 *��C!
 4� ��5 {ω	¯	�} �/
�/ �/  X( ) G-
.  

:/�� �� BC��� �$�D� EX *��C!
 	�A E� �/ x�A ℊ ��#�?  � E$�A + �/ $��# æ[� ∥ ℊy ��  æ[� ∥ ℊy� (�5# 

?$
$ � E$�A .æ[� ∥ ℊy  (i �
 =� �3 G-
 E�/��+� >�3 �/
�/ �/ *���� E	�A *��C!
 (��� æ(�|�3) � E

 A�/ . �R
 �3 U�)3 �O5�  ��/ ����� ( A 7��3 >
�/ æ(�3) = 0  A�/'  � C�
 E� EW��
 �Y�$ 
�P G"�! � E

(
��  æ[� ∥ ℊy 
� �/
�/ �/ �� �
 =�  G/�w�
�O"$ E+�  >�3 �$ �o# 'G��R �3 
�P �
 =� �Y�R
 ?
�O"$ G-
' ��
 

�/�  
�/ >��� �3 �� �(�9; ����� $�A .  

��7� 13-1 :
��� ) P-
�4 
� �$ �o# ./���  . 

z�� )3�  0 ≤ S ≤ D' � = [ìi = 0y + �3 = [ìX = 4y, 4 = 0,1, …	' ,
 (i �� E��3 �$ 
��� ) P-
�4 

����# 7=C9�  )C9� + 
�
$ >,���: P-
�4 � E )A�/ �
$�U 

æ(�|�3) = æ(ìi = 0|ìX = 4) = æ(ìi = 0,ìX = 4)æ(ìX = 4)= æ(ìi = 0)æ(ìX − ìi = 4)æ(ìX = 4)
= (�l�i	(�S)¿/0!)(�l�(Xli)	Q�(D − S)R3/4!)m�l�X (�X)à3! n = (1 − SD)3 

�$ C#���: 

  )13-1(                           æ[ìi = 0 ∥ ℊy� = (1 − iX)3 ,			 	¯�3 , 4 = 0,1, …	  

        

  

(�Y +� >�3'  ìX( ) = 4 G-
 ����� {�� 
� � E(
�� �/ ���� ,�� GA�#:  
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æ[� ∥ ℊy 	= +(1 − SD)õA(�),			 	 ∈ �30					,			ω	 ∉ �3 		  

�$ 
�P *�L� g,l #�G9 �
 =�   
� #
 /�U �;I/ ��3�G9  ìX( ) 
� #
 /�U .�$ 
�P �� ? ��5��R $
 �� w$
�! E�3 

�$ ?,�/ #��, E[0, Dy �� ?$
$ G-
 
� � E #
$' "+ E���?�. 
�P �$
�! 
� �$ ?,�/  [0, Dy �3 (��� ω G-
 �# E #
$ .

����� )14-1 (/��.#� 
�P *��C!
 G-
 �3 ��s �X ,
 4��� ��5 �� 7�W ,
 (��, S ��  � #.  

��7� 31-2: z�� )3�  �¿, �=, … �X �#,�� �3��� �/ �M� >G"�! S  A�/ .4��� ��5> 

[�¿ = 4¿, �= = 4=, … , �; = 4;y,						4¿, … . , 4; ∈   

�X ,
��
 ��)C�� E� 7/�W N���A ,
 �M� >�#��# Ω ;5��7 � E )�$ .z�� )3�  ℊ; -���. ��(
  "���  ? A _-�� 


�P ,
��
  A�/ .�$ 
�P ���� 

æ[�;D= = d ∥ ℊ;y� = æ[�;D= = d|�¿ = 4¿, �= = 4=, … , �; = 4;y= æ[�;D= = d|�; = 4;y = U3,b 				∀ ¯[�¿ = 4¿, �= = 4=, … , �; = 4;y 
 ,
 ��	E ℊ;¿  
�-���. ��(
   �I�-+ �/ ? A  �"��4��� ��5> [�; = 4y,				4 ∈  �3 �M� >�#��# Ω 
� ,
��
 � E

 ))3 '. ���./ �o# �$ .�-��  ? A  �"�� (
 ���C;Y�3 ,
 -���. ��(
   ℊ; G-
 .,
 ��	E  

æ[�;D= = d ∥ ℊ;¿y� = U3,b 				∀ ¯[�; = 4y 
�$ C#��� �/ ���� �/ ��Z�G 3��� E�
$�U  

æ[�;D= = d ∥ ℊ;y� = æ[�;D= = d ∥ ℊ;¿y� 

 $�Z G9�# g,l ��Z
 *�L� +$ �� �$ω  �/ [I�� �/ ���� �/ G-
 E��3 �T)� 'U�#
 / 
��3  ��-��� 
� (i *��C!
 '��

.U�)3  

  

13-2 �&# QB
� �� �[�9 	
���  

*��C!
 	�A E
�  
 C/
+� >,
��
 Ω ����� '?$�3 f�- �/ -���. ��(
  "���  ? A _-�� 
�P ,
��
 ����U $
$�U� ��
 

,
 (i�� E��3 �X -���. ��(
  �+K" E$�
 # ��C! _-�� �X ,
��
 "���  '$�A :/�� *��C!
 	�A E
� +� >-���. 

��(
  �$ G"�! I3 E����� � E)3�U .  ?,
 #
 >�M�(Ω,F, æ)   + �C��R �o# �$ 
�ℊ   E#
 �� ��.�- 
��$ ℱ  �o# �$

����� a � (�)3
 . ���./æ[� ∥ ℊy	   ��o)� P� / .G-
� 
� �$ ℱ G/�w �$ �o# �C��R + ?,
 #
 ��)C� E� 
� +� >

-���. ��(
  
	ℊ �/ ���� ,�� ����� � E)3�U:  
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∀�¯ℱ:			�(.) = æ(� ∩ .), .¯ℊ 

�$ 
�P ����  	æ(.) = 0 
�b�� � E )3   æ(� ∩ .) = 0 + �$ C#���  �(.) = 0 � E A�/.  

æ(.) = 0 ⇒ �(.) = 0 ⇒ 	� ≪ æ 

,
 ��#i E��3 � + æ   + E��)C� ?,
 #
 +$ ��� ≪ æ' � E(
�� MW�� (+$
�- #�
$�;�U 
� 
�/ >?,
 #
 �� >� +  æ 
+� >�M� >?,
 #
 @4�� (Ω,ℊ) �/ ��3 $�/ .�$ C#���  'U�
$�;�# (+$
� ��MW �/�)/�X :/�� �� BC��� �$�D� Ef )?,
 #
 

@4�� ℊ + *
�.C#
 @4�� G�9# �/ æ	 ($��+ $�
$ �/ ��	 >�3 

æ(� ∩ .) = �(.) = �X³U	
§ , ∀.¯ℊ 

 *��C!
 G=�=! �$ P�
�/�)/.G-
 ?,
 #
 +$ U�
$�;�# (+$
� [C5� E	�A  

:/�� X   �� æ[� ∥ ℊy : A�/ E� ��, ERS�+ +$ �/ E�$�D� >��BC�  

�"
 (æ[� ∥ ℊy *
�.C#
 @4�� +  ℊ ?,
 #
 @4�� G-
.  

b (æ[� ∥ ℊy �$ �</
� ,�� { � � E )3:  

�æ[� ∥ ℊy	³U	
§ = æ(� ∩ .), .¯ℊ 

x�A )�"
 (
�b�� � E )3 �3 �
 =� æ[� ∥ ℊy _=� �/ ������ �� >(+�$ -���. ��(
   ℊ .C9/ E�CA
$ 

 A�/ .f4 �$ G"�! I3 EU�' �/ PC9#
$ �
 =� ω #�,� �
 #�U + �T)� ��3 EG-
 �3 #
 /�U . 7��A ω G9� �� .�#  

 E�$�D� >����BC� EI3 G"�! �$æ[� ∥ ℊy  *��C!
 �/ �3  #�
$ $��+ >$��,1  X� 
� g
 3�� + ?$�/ �/
�/ U��/

 ,
 ����. )��R E� E	�A *��C!
  

x�A )b (����� ,�/���W >$�
$ .z�� )3�  �3 ���C# �;)�
 ( A �O5� ,
 f4 ,�/���W X�' �M� >,
 ℊ 'G-
 

  ��5�4 >+� $��./ U��D�� x�A  )/ > )3 )�R
 � ∉ ℊ ' ? ��5� �R �# E #
$ �3 � �� ?$
$ G-
 ��#� .(

�OA �/�  �I�� æ[� ∥ ℊy   !
+ )�/ (
�)�  ��#$+�+ (>$,
$��/ .�R
  � ��  �$ 1  !
+ ? #�/ � E'$�A �$ 

}�� 
�P ���� ��s �
 =� >�$�G�� �# E )3 .*�! �R
 ? ��5� �R �D��U �/ x�A  )/ >./�$� + �I�� �+$+ >


� '$,
$��/ �$ ���� E�3 � ��  �$ 1 − æ[� ∥ ℊy $�-' + �$ ���� E�3 � ��  � # æ[� ∥ ℊy  ��\  !
+

$�3  �
�Z .�$ C#��� $�- +
 �/
�/ G-
 �/:  

(1 − æ[� ∥ ℊy)p� − æ[� ∥ ℊyp�P = p� − æ[� ∥ ℊy 
+ �R
 ,
 x�A  )/ >a�� �o#  )3 $�- �/
�/ ��  �
�Z $�/.  
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z�� )3�  �R
 �3  �$ �
�W �)�� P�
 �/ 
� $�Z >��R U��D� $�� P�
 . ��  �$  *��W 
� > )/ x�A+ �$ }�� 


�P ���� @�#�$� �.�$ (��/ �/ .� E #
�� �D��U 
� f4 ,
 g��#
 ��,i�q + ? ��5�  �i�/ P;�� ./�$� .-$� $��� 

��oC#
 �/ 
�P S�
�C-
) >�
�  ��\� E$�- (�/
�/ G-
 �/ 

� (p� − æ[� ∥ ℊy)³U = � p�	§	
§ ³U −�æ[� ∥ ℊy³U	

§ = æ(� ∩ .) −�æ[� ∥ ℊy³U	
§= 0 

.G-
 >S�
�C-
 P�
 ($�/ �#l$�� ? )�$ (�5# �</
� P�
 ( A �� �/ 
�P )�� E�3 ? ��5� �R �/ 
,
 >��.¯ℊ   

)�3 
�/ >�D��U R�� >b�OC#
 � E$�A (_-�C� N$�- ��  A�/.  

��7�13-3 z�� )3�  �¯ℊ  +ℊ = ℱ ' A�/ :/�� �.#�5# p	� = � 1,			 	 ∈ �0	,  	 ∈ �� 		 
�  K�#�$ �o# ./��� .  E�

 U��$ (�5# U��
�Z æ[�||ℊy = I¼  '����E  .G-
 E	�A *��C!
 ,
,
 (i �� E��3  I¼ *
�.C#
 @4�� + ℊ 
?,
 #
 @4�� � E A�/' x�A )�"
 (�
�W�/ G-
 .,
 ��	E; I¼	§ ³U = æ(� ∩ .) ' �$ C#��� �/ ���� �/ x�A 

)b (æ[�||ℊy = I¼ � E A�/ �)� EI¼ �X ���� ,
 *��C!
 	�A Eæ[�||ℊy G-
.  

��7� 31-4: z�� )3�  ℊ �C;Y�3�P -���. ��(
   A�/ �)�E
  

ℊ = {$, Ω}
 

 .�$ 
�P ���� �� :/��
 

 ℊ 
?,
 #
 @4��:/�� X� ' G/�w  A�/ E� . U��
�Z E�(�5# �$�U æ[�||ℊy = P(A)'  E	�A *��C!
 ,
 ���� X�

.G-
 �3 E���#i ,
 P(A) *
�.C#
 @4�� +	ℊ ?,
 #
 @4�� G-
 'x�A )�"
( '�.�$ a�	 ,
 .G-
 �
�W�/ 

�æ(�)³U	
§ = æ(� ∩ .) =

���
�  �æ(�)³U = 0 = æ(� ∩ $)	

��æ(�)³U = æ(�) = æ(� ∩ Ω)	
�

 


�/�)/�P :/�� P(A) E���� ,
 *��C!
 	�AE æ[�||ℊy � E A�/ .�$ =!�G= ? ��5� �R ,
 g��#
 ��,i�q  

 
 

ℊ = {Φ,Ω} ��	
 E?��/�$ A �/ G-$ �# E$�+i.  

�/ ���� �/ +$ *�L� {�� �$ �� E/��U �3 �� �Y -���. ��(
  �C;Y�3 $�A x�A )�"
 (GO- �� �
�W�/ �E $�A 

+ :/
�� �C�3 >�$ (i { � � E ))3 .�$ =!�G= CW+ E-���. ��(
  �/ �C;Y�3�P ?,
 #
 P;�� {Φ, Ω}  -�/ 

�T)� :/
�� G/�w �$ (i { � � E ))3 �3 �/ �	�Z x�A )b (:/�� æ[�||ℊy = P(A) 
� �/ � EKR�)�U .���� 

)3�  �3 :/�� G/�w P(A)  >
�
$�C�3�P H�	
 �$ $��� æ[�||ℊy . A�/ E� ,
 ��	 E�/ XY�3 ( A -���. 

��(
  x�A )b (G!
� �� �
�W�/ � E$�A .�Y�� -���. ��(
  �CR�K/ $�A �
�W�/ >x�A )b (GO- �� G-
 + 

#��, E�3 �CR�K/�P -���. ��(
  
� �
$�U �T)� :/�� �.#�5#  p	� = � 1,			 	 ∈ �0	,  	 ∈ �� 		 �$ x�A )b ({$�� G-
.  
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��7� 13-5: z�� )3�  Ω �<-E  �/+$> �$ u?  A�/ )Ω = {(t, ±): t¯u, ±¯u}( + ℱ 
$�R�� ℜ? ,
 

������ �� >*��/  �/+$ > A�/ .-���. ��(
  ℊ 
� 7��A ���
�# >$��� >������ �� >/�MI��!E  

  � × u= = [(t, ±): t ∈ �y �$ �o# ./���  �3 �$ (i � �X ������ *��/ <Z E A�/ .�R
 ? ��5� �R 


�/ >�� �M� ℊ  #
 / �3 (t, ±) �M� (i G9� �� '�# �$ =!�G= �
 =� t 
� �E #
$ .��,i�q ℊ x�/�� �/ 

����P *+
 �"�� ��DCO� �#��# 
) >����P t (G-
 .z�� )3�  æ ?,
 #
 *��C!
 +� >ℜ? �/ "�.Y EX(t, ±) 

G�9# �/ ?,
 #
 V�" +$  �/ > A�/.  

æ(�) =�X(t, ±)³t³±	
�  

A 
� �
�# =�
 Eu= × f = [(t, ±): ± ∈ fy' �3 �$ (i f �X ������ *��/ <Z E'G-
 �$ �o# ./���  

)� = {u= × f, f ∈ ℜ}( .�$ 
���) (�5# � E�$�U �3 *��C!
 	�A Eæ[�||ℊy � E #
�� �/ g�� ���v 

��, ��-��� $�A. 

φ(x, y) = ; f(x, t)dt	�; f(x, t)dt	�=  

+ φ(t, ±) �$ 	�=# E�3 ��O� �/ G�- �� ��7 � E' )3  .G-
 �� �/ �/
�/
�P x�=# ;5��7 �X ������  �/


� �� *��C!
 � E )�$ . U��
�Z E�(�5# �$�U �3 :/�� φ(t, ±) E���� ,
 *��C!
 	�A Eæ[�||ℊy 'G-
 

�)� E�$ x�A )�"
 (+ )b ({ � � E )3.  

,
 ��#i E��3 :/�� φ(t, ±) �T)� �/�� Ep9!�/ x G-
 + ℊ 7��A �
���� � × u= 'G-
 φ(t, ±) G�9# �/ ℊ ?,
 #
 @4�� G-
.  

�/ ��o)� -��/ Ex�A b �/�  (�5# �$�U: 

; φ(t, ±)³U(t, ±)	f×�= = æ(� ∩ (� × u=))                                       )14-2(                      

                                                      

 (�Y� = {u= × f, f ∈ ℜ}  �/
�/ �</
� G-
� G�- f4 'G-
æ[� × fy .$�A E�  

æQ� ∩ (� × u=)R = æQ(u= × f) ∩ (� × u=)R = æQ(u= ∩ �) × (f ∩ u=)R= æ[� × fy 
  

+ :U��
$ E)�/�� ��MW �/�)/ 
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� φ(t, ±)³U(t, ±)	
f×�= = � � 7(t, ±)X(t, ±)³±³t	

�=
	

f = � 7(t, ±)� X(t, ±)³±³t	
�=

	
f= � ; X(t, D)³D	,; X(t, D)³D	�= � X(t, ±)³±³t	

�=
	

f = � �X(t, D)³D³t	
,

	
f= � X(t, ±)³t³±	

f×, = æ[� × fy 

�/�)/�P' 

� φ(t, ±)³U(t, ±)	
f×�= = æ(� ∩ (� × u=)) = æ[� × fy 

+ φ(t, ±) E���� ,
 *��C!
 	�A Eæ[�||ℊy G-
  *��C!
 �/ E��� ��5�4 x�A �/ �l��C!
 ($�3 E	�A �3

) ��{t} × u= 
� ( �$ E� qA�4 .  

��7� 13-6 : ������ � [�	 ����� ,
 -���. ��(
  	ℊ7=C9� G-
 �R
 ,
 �� �M� (i 7=C9� ' A�/ �)�E  

æ[� ∩ .y = P(A)P(G)		∀. ∈ ℊ 

����� P�
 *$��� (i G-
 �3 æ[�||ℊy = P(A) .'
��,  

æ[� ∩ .y = �æ[�||ℊy³æ	
�

= �æ[�y³æ	
�

= P(A)� ³æ	
�

= P(A)P(G) 
z�� )3�  �: (Ω, ℱ) → (u,ℜ) .�$ 
�P ���� -���. ��(
  q(�) �3 _-�� BC��� �$�D� E� "���  � E

'$�A 7��A ������ �� E��/ ���� ,�� G-
:  

q(�) = { :�( )¯�}, �¯ℜ3. 
 �$ E#
 �� ��.�- P��C;Y�3 �3Ω  �3 G-
� . A�/ E� E�$�D� ��BC� (i �/ G�9# *��C!
 	�A E� �/ x�A 

BC��� �$�D� E� 
� � E(
�� �/ ��� �æ(� ∥ q(�))  �� $��# �/ *$��� ��	 �/ æ(� ∥ �) (�5# $
$ .
�P 

����� 
� � E(
�� �/ �
$�/ BC����� >�$�D� E+ �� �/ ��	 *$��� �/ �� ������ ��)C� E,
 BC����� >�$�D�E 

����U $
$.  


�/ >�� ������ ��)C� E,
 BC����� >�$�D�E  [�X , D ∈ ëy' -���. ��(
  q[�X , D ∈ ëy �3 _-��  	�X�� 

"���  � E'$�A �C;Y�3�P -���. ��#
  EG-
 �3 	�X �� G�9# �/ (i ?,
 #
 @4� #� + *��C!
 	�AE  

 æ[� ∥ q(�X), D¯ëy �� æ[� ∥ �X , D¯ëy E	�A *��C!
 'A  E�$�D� >����BC� ,
 >
 ������ �/ G�9#

.G-
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 �/ a�3��� ?���#, *�L� �$ E	�A *��C!
 �L�:G-
 ��, ���� 

æ[�;D= = d|�¿, … , �;y = æ[�;D= = d|�;y 
�)� E*��C!
 	�A E{�;D= = d} 
�/ >93 E�3 �; 
� � E #
$  �/
�/93E G-
 �3 �¿, … , �; 
� � E #
$.  

��7�13-7: z�� )3�  X + Y ���
$�/ >�$�D� E7=C9� j +  k > �/' )A�/ + µ ,���: X +� >uØ  A�/ .�/ 

J
,
 �� � ∈ ℜb +  Ø ∈ ℜbDV �
$�U:  

æ[� ∈ �, (�, ·) ∈ Øy = �æ[(t, ·) ∈ Øy�(³t)	
�  

�/ ��J
,
 t ∈ ub'  �
�W � E�$�U:  

X(t) = æ[(t, ·) ∈ Øy = æ[ �: (t, ·( �) ∈ Øy. 
 U��
�Z E�(�5# �$�U  X(�( )) E���� ,
 *��C!
 	�AE æ[(�, ·) ∈ Ø ∥ �y�G-
 .X(�( )) 

G�9# �/  qQ�( )R ?,
 #
 @4�� G-
 + ,
 (i �� E��3 µ ,���: X G-
 �X B���� BC���' C#��� �E �$ 

� XQ�( )Ræ(³ ) = � X(t)�(³t) = æ([(�, ·) ∈ Øy ∩ [� ∈ �y)	
�

	
[¹∈�y  

,
 (i �� E��3  [� ∈ �y  �M� 
 

q(�) G-
:P�
�/�)/ '  

X(�( )) = æ[(�, ·) ∈ Ø ∥ �y� 

��7� 13-8 :z�� )3�  X + Y BC����� >�$�D� E7=C9� + Y 
�
$ >:/�� ,���: F  A�/ .�$ �o# ./��� : 

Ø = [(T, �):max	{T, �} ≤ @y 
�$ 
�P ���� X(t) ���� E? A �$ *�L� 7�W �/ ���� ,�� � E A�/: 

X(t) = æ[(t, ·) ∈ Øy = ] 0,					@ < tf(@),				@ ≥ t						 
*�! �R
  Q = max{�, ·}' �
$�U  

XQ�( )R = æ[(�, ·) ∈ Ø ∥ �y� = æ[max{�, ·} ≤ @ ∥ �y� = æ[Q ≤ @ ∥ �y�= p[¹0Byf(@),				í. U. 1 

 

*�! MW�� 
 >
� ��<� � E)3�U �3 
�/ >-��/ E�l��C!
 	�A E��  G-
.  
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:;�� 13-1: z�� )3�  � �X π -�UC9  A�/ �3 -���. ��(
  ℊ 
� "���  � E' )3 + �M� >�#��# Ω  �/

���� H��C�
 ��)C�� E� 
���A ,
 ������ ��E� �$ �  A�/ .�$ 
�P ���� :/�� *
�.C#
 @4�� f E���� ,
 *��C!
 

	�A Eæ[�||ℊy G-
. �R
 f ?,
 #
 @4�� ℊ  A�/ + 

�X³U = æ(� ∩ .),			∀.¯�	
§  

:%�&'� +$ ?,
 #
 ��)C�E  �=(.) = ; X³U	§+  �?(.) = æ(� ∩ .) 
� +� >-���. ��(
  ℊ �$ �o# 

./���  .,
 (i �� E��3 �/ J
,
 �� .¯�  U��
$; XdP	§ = P(A ∩ G)' *$��� ��	 �/ �� �=(.) = �?(.) 

.G-
 �
�W�/ g+$ x�A f4 'G-
 .$�A E� 7��3 ���w
 ���C# �$ .G-
 ��MW _�
�A JK� K�# *+
 x�A  

��7� 13-9: ������[�X: D ≥ 0y  ,
 BC����� >�$�D�� EX 
��� ) �3��� �$ (��, 4��C-� G-
 �R
 
�/ > Õ ≥ 1' 0 ≤ D= ≤ ⋯ ≤ DV ≤ T +  � ∈ ℜ= ����� ,�� �/ *��C!
 �X �
�W�/  A�/:  

æÔ�:¯	�Y�X= , … , �X�Õ = æÔ�:¯	�Y�X�Õ )14-3(  

(��, G"�! >
�/ {�� ����� �/�5� l�/ �</
�- .G-
 �C99Rz�� )3�  ' �/ �$ #o� PC��R D	 ≤ T G�- G-
� 

����� )14-3 (�/ (
�)� �X ���� ,
 *��C!
 	�A EG�- '�Y �
$�U 

�æ[	§ �:¯	� ∥ �Xy³U = æ[(�:¯	�) ∩ .y 
>
�/0 ≤ D= ≤ ⋯ ≤ DV = D ≤ T    + . ∈ q(�X= , … , �X�) .*�! D ' T + � 
� G/�w' D=, … , DV + Õ � 
�BC��� U���R E� �o# �$ .
$�R��� =∪ q(�X= , … , �X�)  
�  ���./ �o#�$ .�R
  � ∈ q(�X= , … , �X�) + � ∈ q(�i= , … , �ià)' ?�.#i � ∈ q(�[= , … , �[3) (i �$ �3 '��  ����� �3 G-
 E S�   + ��D�  . #�A E� g�}$
 U� �/ ���$ C#���  � �X π --�UC9 G-
 .,
 (i �� E��3 � -���. 

��(
 q[�i: S ≤ Dy 
� "���  � E )3 + æ[�:¯	� ∥ �Xy G�9# �/ 
�P -���. ��(
  ?,
 #
 @4�� 'G-
 �/ 

���� �/  �</
�)14-3 (+ MW�� 14-1 C#��� � E$�A �3 æ[�:¯	� ∥ �Xy ���� E,
 *��C!
 	�AE æ[�:¯	� ∥ �i , S ≤ Dy  G-
� .)� E�/ *��C!
 �X �
$�U  

æ[�:¯	� ∥ �Xy = æ[�:¯	� ∥ �i , S ≤ Dy, D ≤ T 


�P *�L� /�(� � E )3 �3 
�/ >��-��� �l��C!
 	�A Ei�? ) (��, a�3���  )�
�� �$-�C-��4' q(�X) (��,

*�! *$��� �/ q[�i: S ≤ Dy  (��,*�! + �CA@R G-
.  

:;�� 2-14 )���c A�- ������� n��(A:  

�"
 (�/ J
,
 �� �'0 ≤ 	æ[� ∥ ℊy ≤ 1  .  
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b (�R
  �=, �?, …	 �X �"��#$ ��)C�� E� 7/�W N���A ,
 ������ �� >��R,�-�# ' A�/ ?�.#i:  

æ �9�;; ∥ ℊ� =:æ[; �; ∥ ℊy 
� (�R
 � ⊂ �' ?�.#i: 

æ[� ∥ ℊy ≤ æ[� ∥ ℊy 
+  

æ[� − � ∥ ℊy = æ[� ∥ ℊy − æ[� ∥ ℊy. 
$(	

æ �9�3;
3<= ∥ ℊ� =:æ[;

3<= �3 ∥ ℊy −:æ[�3 ∩ �b ∥ ℊy3âb +⋯ 

? (�R
 �Ä ↑ A ' ?�.#iæ[�Ä ∥ ℊy ↑ P[A ∥ ℊy '  

+ (�R
 �Ä ↓ A ' ?�.#i æ[�Ä ∥ ℊy ↓ P[A ∥ ℊy'  

, (�R
 æ(�) = 1' ?�.#i P[A ∥ ℊy = 1  + �R
 æ(�) = 0 ' ?�.#i P[A ∥ ℊy = 0 � E A�/.  

:%�&'�  

�"
 (
�/ >�� ���� *��C!
 	�A E�
$�U  

�æ[�||ℊy³æ	
�

= P(A ∩ G) ≥ 0, ∀.¯ℊ 

,
 (i �� E��3 æ[�||ℊy ?,
 #
 @4�� ℊ G-
 �3 $�A E� ���C# l�/ �</
� ,
 ���C# �$ 'æ[�||ℊy ' �/ K� +� >

�X ������ �3 q"��C!
 �� G-
 '�/�  )��# E A�/ .,
 a�	 $��.U��
$  

� æ[�‖ℊy	³U = æ(� ∩ .) ≤ æ(.) = �1	³U									, ∀. ∈ ℊ	
§

	
§  

        (�Yæ E� ���C# G-
 E��)C� ��.�- �3 $�Aæ[�‖ℊy ≤ 1.  

b (�/�  (�5# �$�U �3 ∑ æ[; �; ∥ ℊy E���� ,
 *��C!
 	�A Eæ[⋃ �;; ∥ ℊy � E A�/ .,
 (i �� E�

�3 ∑ æ[; �; ∥ ℊy ?,
 #
 @4�� ℊ 'G-
 ��3 EG-
 �3 �$ x�A )b ({ �  )3 �3 E���#i ,
 .�Ä  + 
K�� �� æ[�Ä||ℊy  �� >
�/ 'G-
 E)��#. ∈ ℊ :U��
$ 
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244 � :æ[; �; ∥ ℊy	
§ ³U =:�æ[�Ä ∥ ℊy	

§; ³U 

																														= :æ(�; ∩ .)	
;  

																																				= æ óA9�;; C ∩ .ô 

�$ C#��� æ[⋃ �;; ∥ ℊy = ∑ æ[; �; ∥ ℊy.  

� (,
 (i �� E��3 � ⊂ � ' �
$�U � = � ∪ (� − �)' �$ C#���:  

æ[� ∥ ℊy = æÔQ� ∪ (� − �)R ∥ ℊÕ = æ[� ∥ ℊy + æ[� − � ∥ ℊy, 

�/�)/�P æ[� − � ∥ ℊy = æ[� ∥ ℊy − æ[� ∥ ℊy   .  

,
 ��	 Eæ[� − � ∥ ℊy = æ[� ∥ ℊy − æ[� ∥ ℊy ≥ 0' f4  æ[� ∥ ℊy ≥ æ[� ∥ ℊy.  

$ ( )#�� ���w
 G�9W �"
 �
$�U:  

� (: 	æ[�3 ∥ ℊy;
3<=

	
§ −:æ[�3 ∩ �b ∥ ℊy3âb +⋯)³U

= � :	æ[�3 ∥ ℊy;
3<=
	

§ ³U −� :æ[�3 ∩ �b ∥ ℊy3âb
	

§ ³U +⋯
=:�æ[�3 ∥ ℊy³U	

�
	
3 −:�æÔ�3⋂�b ∥ ℊÕ³U	

�3âb +⋯
=:æ[�3⋂.y;

3<= −	:æÔ(�3⋂�b)⋂.Õ3âb +⋯ = æ �A9�3;
3<= C⋂.� 


�/�)/�P ����� ∑ æ[;3<= �3 ∥ ℊy − ∑ æ[�3 ∩ �b ∥ ℊy3âb +⋯ E���� ,
 *��C!
 	�AE  æ[⋃ �3;3<= ∥ ℊy G-
.  

? (�/�  (�5# �$�Ulim;→HP[AÄ ∥ ℊy = æ[A	 ∥ ℊy	 .�/ ���� �/ ℊ ?,
 #
 @4�� ($�/ lim;→HP[AÄ ∥ ℊy	 +  

� lim;→HP[AÄ ∥ ℊy		
§ dp = lim;→H�P[AÄ ∥ ℊy	

� 	³U = lim;→HP(AÄ ∩ G) = P(A	 ∩ G) 
x�A )�"
 (+ )b (�
�W�/ G-
 +  lim;→HP[AÄ ∥ ℊy	 E���� ,
 *��C!
 	�A EP[A	 ∥ ℊy G-
.  
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+ (���w
 
�P G�9W �/�5� G�9W )? (� E A�/.  

, (�/�  (�5# �$�U �3 1 E���� ,
 *��C!
 	�A Eæ[A	 ∥ ℊy G-
 .� E#
$�U �R
  æ(�) = 1 ' A�/ ?�.#i � 7=C9� ,
 �� 4� ��5 > )#�� . G-
 �3 �$ �</
�  æ(� ∩ .) = æ(�)æ(.) = æ(.) { �  )3 .


�/�)/�P ; 1	dp = P(G) = P(A ∩ G)	§ ' + 1 E���� ,
 *��C!
 	�A Eæ[A	 ∥ ℊy G-
.  

*�! �R
 æ(�) = 0 ' A�/ ,
 ��#i E��3 A ∩ G ,�������� � G-
 �
$�Uæ(� ∩ .) ≤ æ(�) = 0 ' �$ 

C#���æ(� ∩ .) = 0
 

 .�/ ���� �/ 
��;) ; 0	dp = 0 = P(A ∩ G)	§ ' �� E���� ,
 *��C!
 	�AE æ[A	 ∥ ℊy  G-
.  

 

13-3 �[�9 	
��� K
* N��"E  

z�� )3�  � BC��� �$�D� E+�> ?,
 #
 >�M� (Ω,ℱ,æ)    A�/ +  ℊ  �X -���. ��(
  �$ ℱ  A�/.  

:;�� 13-3: 
�/ >�� ������ � �$ *��/ ℛ= + ¯ Ω' :/��  �(�, ) �/ +$ +�RS E,�� $��+ $�
$:  

�"
 (�/ J
,
 �� ¯ Ω ' �(. ,  )  �X ?,
 #
 *��C!
 +� >ℛ= G-
.  

b (�/ J
,
 ��  �¯ℛ='  �(�, . ) #��+ E,
 *��C!
 	�AE æ[� ∈ �	 ∥ ℊy G-
.  

?,
 #
 *��C!
	�(. ,  )   ,���: 	�A E� �/ x�A ℊ  G-
.  

�R
 ℊ = q(¸) ' A�/ �(. ,  ) ,���: 	�A E� �/ x�A BC��� �$�D�  E¸ G-
.  

��7� 13-10: z�� )3�  X + Y +$ BC��� �$�D� E�/ ,���: g��� � �$ u?' + "�.YE X(t, ±)  G�9# �/ ?,
 #
 

V�"  )A�/:  

æ[(�, ·) ∈ �y = �(�) =�X(t, ±)³t³±	
�  

�
�W �$� ä(t, ±) = X(t, ±) ; X(t, D)³D	�=⁄' + �(�, t) = ; ä(t, ±)³±	�  
�
$ >"�.YE ä(. , t)   

 A�/ �R
 .; f(x, t)dt = 0	�=  A�/' �(. , t) 
�  .U���R E� �o# �$ _Z >+� ?
�O"$ �
 =� X� �/
�/


�/�)/�P	�(�, �( ))  :W
+�$ ,���: 	�A EY �/ x�A X  �
�Z $�/ .�$ =!�G= �</
� )13-2(' *$��� G-
 

�/:  
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� 	μ(F, x)dυ(x, y)	
f×�= = υ(E × F) 

     �3 �/ B���� BC��� C#��� � E$�A:  

; �Qf, �( )R	[¹∈fy æ(³ ) = æ[� ∈ �, · ∈ fy  
 P�
�/�)/�Qf, �( )R E���� ,
	æ[· ∈ f‖�y�.G-
  

 

13-4  1J
,�  

1( �$ 
��� ) P-
�4 (�5# �$�  
�/ >0 < S < D ,���: 	�A EìS �/ x�A ìD ,���: �I��+$ 
 >�/ ���C�
��4 > ìD + S D⁄ G-
.  

 æ[ìi = Õ||ìXy = +mìXÕ n (S D⁄ )V(1 − S D⁄ )õAlV, Õ ≤ ìX0, Õ > ìX .  
2(  g�� ,�� ,
 MW�� /�K 
� ���w
 )3�   

 æ(.|�) = ; y[�||�y� /G; y[�||�y� /G , ∀. ∈ g.  
3( z�� )3�  � + · BC����� >�$�D� E7=C9� �/ :/�� ,���: f )�3 G�L� + 4��C-� G-
 ( )A�/ .*��C!
 	�A E [� ≤ ty �/ x�A BC��� �$�D� EQ = max{�, ·} 
� �/ G-$ �+i� .   

4( �$ ����P )13-2 ((�5# �$�  �3 ,���: 	�A E� �/ x�A Q �/ ����  ��,� E A�/� �3 �$ (i � ,���: 

_���� �/  F )G�L� + 4��C-� (G-
.  

 12 p[Q∈�y( )+ 12 �(�∩(−∞,Q( )y)�Q(−∞,Q( )yR   
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567*�  

��� �[�9  

14-1 C��DE  

  �)3 z��X  >+� ��@�"
�.C#
 E�$�D� ��BC� X�(Ω,ℱ,P)  +ℊ  �$ E#
 �� ��.�-ℱ  ��BC� X� ���D)�
 �$ . A�/

E�$�D�	�[�‖ℊy	  E	�A  ��
 �
 =� �3 $�
$ $��+X  x�A �/ℊ E� ? ���# $�A ��, G���Z +$ >
�
$ +E�: A�/  

i. �[�‖ℊy  �/ G�9#ℊ ?,
 #
G-
 ��@�"
�.C#
 + ��@4 

ii. )14-1(; �[�‖ℊy	§ ³æ = ; �	§ ³æ							.¯ℊ																			 

E�# �3 G-
 �3j �/ g,l G��R ���C# (
���[�‖ℊy = �   
��,�  �/ G�9#ℱ ?,
 #
 E"+ G-
 ��@4�[�‖ℊy 

 �/ G�9#ℊ E� ��@4 ?,
 #
. A�/  

E� q�4 G"�! +$ E�$�D� ��BC� P�)Y $��+ ���w
 >
�/E� E-��/ �#�R
 � 
� g
 3 �� �3  �i:U�)3  

1- � ≥ 0   )#�� ?,
 #
 X� :ν  >+� 
�ℊ  ���D/ν(.) = ; �	§ ³æ E� ����� (�Y .U�)3�  'G-
 ��@�"
�.C#


 �/ :/�� U�
$�;�# (+$
� ��MW $�/��3X  �/ G�9# �3 $�
$ $��+ℊ ?,
 #
 + G-
 ��@4 

ν(.) = ; X	§ ³æ P�
 �DO5� 'f  ^
�Zi  +ii  E� 
�
$ 
�. A�/ 

2-  �R
X :GA
$ U��
�Z  A��# E)��# ��+K" 

�(�[�D‖ℊy − �[�l‖ℊy)	
§ ³æ = ��[�D‖ℊy	

§ ³æ − ��[�l‖ℊy	
§ ³æ 

                                                         

                                           = ; �D	§ ³æ − ; �l	§ ³æ = ; (�D − �l)	§ ³æ = ; �	§ ³æ  

 :/�� K�# G"�! P�
 �$ f4�[�D‖ℊy − �[�l‖ℊy  G���Z �3 $�
$ $��+i  +ii  
�
$ 
�E�. A�/  

/ � ��	  )#�� �3  )C9� >$��, E�$�D� >����BC� EI3�[�‖ℊy E� 7�� X� �T#i ,
 X� �� . ))3����  �
 =� ,


E� ? ���# E	�A  ��
 +$ �� +  #�A����  *��C!
 �/X� . #�/
�/ �.� ;� �/  

 �3 E��Z G"�! �$ℊ  P;�� (
 �� ��.�- P��C;Y�3(	ℊ = {∅, Ω}	) :GA
$ U��
�Z ' A�/  

 �[�‖{∅, Ω}y = �[�y *�! .E� (�5# U��$�[�y E���� .G-
 E	�A  ��
 ,
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 (�Yℊ E� E-��/ �M� +$ P�
 >
�/ _=� G-
 �M� +$ 7��A �T)�:U�)3  

; �(�)	§ ³æ = �; �(�)	∅ ³æ = 0 = ; �	∅ ³æ																																			; �(�)	� ³æ = �(�); ³æ	� = �(�) = ; �	� ³æ  

 �3 E��Z G"�! �$ℊ  �/ �/
�/ + e�K/ ���9/ℱ E� '$�A b�OC#
 G��R ���C# (
���[�‖ℱy = �  ���C# �$ +

E� GR (
��� ���� ,
 E  ��
) G-
 E	�A� *
�.C#
  �/ G�9# + ��@4ℱ ?,
 #
G-
 ��@4 ?�
��� P�)t�� ' ; �(�)	§ ³æ = ; �	§ ³æ (  

 �;�#��,ℊ E� �CR�K/ G�- �/ + $�Aℱ E� x�A $+�i ���\ ��E�?$�- (i >�
�W�/ + $�AE� �� �Y �� (�Y '$�A

 >�M�
 $
 ��ℊ  �/ G�9# >�C5�/ :/
��  A�/ �C5�/ℊ ?,
 #
 �$ :/�� (i 2�;�� ���D�  ��/ 
��,) .$�/  )�
�Z ��@4ℊ 
 �Y �� +  A�/ℊ  >�M�
 ,
 E;� :/�� (i 2�;�� q=# �;)�
 *��C!
  A�/ �CR�K/ℊ  P�! P��� �$ (G-
 �C5�/  A�/

/ ( A �CR�K/ �ℊ  x�Aii >�WGO- (i >�
�W�/ + ? A ��E� �� x�A 
��, $�Aii  ��� >
�/  ��/.¯ℊ   A�/ �
�W�/ ��

 >�M�
 $
 �� �Y �� +ℊ  ,
 >$
 �� >��;/
�Z *��C!
  #�A �C5�/.  �</
� �$ ��ii E� �C5�/ G-
 P;�� �3 $�A

 �</
�ii . #,�9# �
�W�/ + ?$, U��/ 
� 

�)� : �
 =��[�‖ℊy�  �$   E	�A  ��
 �
 =� ���D/ 'X E� ����� �3 E93 >
�/ $�A∀.¯ℊ E� ��i �3  #
$

G  �<=# 7��A  .�# �� G9�  

 x�Aii E� 
�? ��5� �/ �R
 �3 $�3 (��/ P�)Y (
�� �$ $���� E8K� ����	
 PCA
$ �/ '�Rℊ x�A $�T)5�4 > )/

+�+ �
 =� �3 $�A ?$
$ _�
�A P�
 �/ >$�[�‖ℊy  �
 =� $�/ ���� �$ + $,
$��/ 
�X  +
 �t#�)Y + $��./ f4 
�

x�A >S�
�C-
 H�W+ >�)�� �/ 
� > )/G 4�������� ?�.#i ' )3 >K�� ; (� − �[�‖ℊy)	§ ³æ = 0 E� (��j
 $�
$

.G-
 �#l$�� >,�/ �3  

 ��7�14-1   �)3 z�� :B=,	B?,…  X�,
��
  ,
 ��@�A���A + E��)C�Ω  (
 �� ��.�- �3  A�/ℊ E�  �"�� 
� . )3

 �;)�
 z�� �/f=	�[�‖ℊy  �R
 ' A�/f  �/ G�9#  �
�O/ℊ ?,
 #
  ��/  A�/ ��@4fl=  ,
 >�M�ℊ . A�/ E��	 ,
 

 �R
f   A�/ G/�wfl=  �M�ℊ  + G-
f  �/ G�9#ℊ ?,
 #
 �R
 E"+ .G-
 ��@4f   A��# G/�wfl=  �M�ℊ  + G9�#f 

 �/ G�9#ℊ ?,
 #
.$�/  �
�O# ��@4  

 �R
P(BÏ) = 0  �
 =� '$�A�[�‖ℊy  >+�BÏ .G-
 ?
�O"$ E"+ G/�w  

�[�‖ℊy = x3 : �)3 >�
@.��# 
�	(. = �3)  

				; �[�‖ℊy	½ß ³æ = ; �	½ß ³æ       ⇒    

   ; αÏ	½ß ³æ = ; �	½ß ³æ     ⇒   ; I½ßαÏ		 ³æ = ; �	½ß ³æ 
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    ⇒      αÏP(BÏ) = ; �	½ß ³æ 

    ⇒      αÏ = =y(½ß); �	½ß ³æ         ¯BÏ   , æ(BÏ) > 0                       (2-14) 

 ��7�14-2 ������ >
�/ :A  :/�� +p�  U�����[p�‖ℊy  +æ[�‖ℊy  *��C!
 �/1. )#�9;�  

%�&'� : PC��R �o# �$ �/� = p� )  ^
�Z $�/��3 �/���� E	�A *��C!
 U��
$ (  

; æ[�‖ℊy	� ³æ = æ(� ∩ .) = ; p�	� ³æ = ; �	� ³æ = ; �[p�‖ℊy	� ³æ           (3-14) 

E� EI3 ��</ ?$�- :/�� >
�/ GR (
��� = ∑ x3p�à3  *��C!
 �/ K�#1 :GA
$ U��
�Z  

    �[�‖ℊy = ∑ x3æ(�3‖ℊ)3  

 U��$ (�5#  ��/ G=�=! �$∑ x3æ(�3‖ℊ)3 E����  ,
 ��
 : G-
 E	�A  

; ∑ x3æ(�3‖ℊ)3	� ³æ = ∑ x3 ; æ(�3‖ℊ)	� ³æ =3 ∑ x3 ; p�à	� ³æ =3   

                                     = ; ∑ x3p�à3	� ³æ = ; �	� ³æ  

�)� : �R
[�X , D¯ëy ������ A�/ E�$�D� >����BC� ,
 >
 '�[�‖�X , D¯ëy  ���� �/�[�‖ℊy  �o# �$ �/

 PC��Rq[�X , D¯ëy  q=# �$ (
 �� ��.�- (
�)� �/ℊ E� �����.$�A  

  

14-2 ��Y�� �[�9 ��� K
*  

 �$14-1:  �R
P  X��  (
 �� ��.�- �3  A�/ UC9�-ℱ  +  )3  �"�� 
�Ω ������ ,
 >��@�A���A H��C�
 >��

 7Z
$P  �� >
�/ ?�.#i ' A�/X  +ä  �3 ��@�"
�.C#
; X	¼ ³æ = ; ä	¼ ³æ  �� >
�/�¯æ U��
$ ' A�/ �
�W�/  

X = ä													(a. e)      

E� (��/ ��, ��MW _�
�A �3  )3i  +ii  >+�� UC9�-.G-
 �
�W�/ K�# ��  

 ��:;14-1 �;)�
 z�� �/ :P  X��  (
 �� ��.�- �3  A�/ UC9�-ℊ  +  )3  �"�� 
�Ω  ,
 >��@�A���A H��C�


������ 7Z
$ >��ℊ  ��@�"
�.C#
 :/�� �R
 ' A�/X  �/ G�9#ℊ ?,
 #
 :U�A�/ �CA
$ +  A�/ ��@4  

; �[�‖ℊy	� ³æ = ; X	� ³æ = ; �	� ³æ										∀.¯æ  

 :/�� ?�.#iX E���� .G-
 E	�A  ��
 ,
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%�&'�: / ���w
 >
�/ U" _�
�A >�
�W�/ �/ ���� �)15-1'(  :/
�� >
�/ ��MW ,
 7�W U" ,
 G9���3f  +�[�‖ℊy 

.U�)3 ?$�C-
  

 + >+�9� E����MW >�T�+�9��# *��C!
 �/  �/ ��1 . )C9� �
�W�/  

 ��:;14-2 �;)�
 z�� �/ :�  +·  +�; : GA
$ U��
�Z  )A�/ ��@�"
�.C#
  

i)          � = x            ⇒         ; �	� ³æ = ; x	� ³æ     

ii)        �[x� + |·‖ℊy = x�[�‖ℊy + |�[·‖ℊy     
iii)        � ≤ ·            ⇒         �[�‖ℊy ≤ �[·‖ℊy     
iv)       |�[�‖ℊy| ≤ �[	|�|	‖ℊy 
v)         M4@�; = �				,					|�;| ≤ ·           ⇒         M4@�[�;‖ℊy = �[�‖ℊy     

%�&'� :  

i (  >�/
�/ �/ ���� �/ G�9W P�
x = � G-
 �
�W�/ �DO5� *
�.C#
 ^
�Z ,
.  

ii  (U��$ (�5# �;#i >
�/x�[�‖ℊy + |�[·‖ℊy   �/ �/
�/�[x� + |·‖ℊy  (�5# G9���3 'G-
 �3 U��$

 ,
 E#��+  ��
 >�
�W�/  ��/ ��;)�
 >
�/ �3 G-
 E	�A2 ?,
 #
 + >��@�"
�.C#
 �/ ���� �/ .U�)3 E-��/ 
� x�A��@4 >

+	�[�‖ℊy �[·‖ℊy *+
 x�A �DO5� :U��$ (�5# G9���3 + G-
 �
�W�/  

 ; x�[�‖ℊy + |�[·‖ℊy	� ³æ = ; [x� + |·y	� ³æ  

; x�[�‖ℊy + |�[·‖ℊy	� ³æ = x ; �[�‖ℊy	� ³æ + | ; �[·‖ℊy	� ³æ =	  
                                      = x ; �	� ³æ + | ; ·	� ³æ = ; x�	� ³æ + ; |·	� ³æ = 

                                                 	= ; [x� + |·y	� ³æ  

iii  ( (�Y� ≤ ·  f40 ≤ · − � E� +:GA�# (
��  

; �[·‖ℊy − �[�‖ℊy	� ³æ = ; �[·‖ℊy	� ³æ − ; �[�‖ℊy	� ³æ =  

                                            	= ; ·	� ³æ − ; �	� ³æ ≥ 0              ⇒	 
                                            ⇒     �[·‖ℊy − �[�‖ℊy ≥ 0       ⇒        �[·‖ℊy ≥ �[�‖ℊy 

 G�9W ,
iii E� �R
 �3 G��R ���C# (
��� = · !
 �/ *��C1 U��
$ ?�.#i ' A�/ �
�W�/  
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  �[·‖ℊy = �[�‖ℊy 
iv (  U��
$ ?�
��� (�Y−|�| ≤ � ≤ |�| E�:GA�# (
��  

−�[|�|‖ℊy ≤ �[�‖ℊy ≤ �[|�|‖ℊy  
 PC��R �o# �$ �/�[|�|‖ℊy=b : GA�# (
�� E� [I<�� W ����� $�/��3 �/  

−| ≤ � ≤ |									 ⇔ 							 |�| ≤ | −�[|�|‖ℊy ≤ �[�‖ℊy ≤ �[|�|‖ℊy                 ⟺                |�[�‖ℊy| ≤ �[|�|‖ℊy           
v (  PC��R �o# �$ �/ZÄ =  upÈWÄ |XV − X|  *��C!
 �/1  U��
$¸; ↓ 0 E� +:GA�# (
��  

|�[�;‖ℊy − �[�‖ℊy| = |�[�; − �‖ℊy| ≤ �[|�; − �|‖ℊy ≤ �[¸;‖ℊy  
 U��$ (�5# G9���3 f4�[¸;‖ℊy ↓ 0 �"��#$ (�Y '¸;	  ��$����# .G-
 >E��	 ,
 �[¸;‖ℊy  + G-
 �
 #
�3 ¸; G�L� �� E"+K# +  #
  f4 $�
$  ! 
�);� + �
 #
�3 �"��#$ �� (�Y +�[¸;‖ℊy  (i �3 G-
 E)��#  ! >
�
$

 
�  !¸ E� >�
@.��# *��C!
 �/ �3 U��$ (�5# G9���3 + U�)31   : U��
$¸ = 0   

 (�Y¸  �"��#$ �$ P��CR�K/¸ f4 G-�� E�: GR (
�� 

Z = lim�[¸;‖ℊy ≤ �[¸;‖ℊy ≤ ¸; 					⇒ 			; ¸	� ³æ ≤ ; ¸;	� ³æ								 ⇒							  
                                                                      ⇒ 				�(¸) ≤ �(¸;) 

��MW _�
�A >�
�W�/ �/ ���� �/ :U��
$ (i $�/��3 + b�IB� E�
�.�� �(¸;) → 0 ��#i ,
 + �3 �(¸) ≤ 0  G-


f4  ($�/ E)��# �/ ���� �/¸ *��C!
 �/' 1, Z = 0 :GA
$ U��
�Z ��#i ,
 + G-
 �
�W�/  

|�[�;‖ℊy − �[�‖ℊy| ≤ 0															 ⇒ 															M4@�[�;‖ℊy = �[�‖ℊy      
 �$14-2 : >
�/ ��:/�� E)��# X  �/ G�9# �3ℊ ?,
 #
 ' A�/ ��@4 �"��#$,
 >
 ?$�- :/�� E)��# {X;}  �/ G�9# �3 ℊ ?,
 #
A�/ ��@4) �3 $�
$ $��+ ' |�;| ≤ |�|  +lim	�; = �. 

 ��:;14-3 �R
 :�  �/ G�9#ℊ ?,
 #
��@4  +·  +�·  *��C!
 �/ ?�.#i  )A�/ ��@�"
�.C#
1 :GA
$ U��
�Z  

�[�·‖ℊy = ��[·‖ℊy                                                                                           (4-14) 

%�&'�:  G"�! >
�/ 
 C/
� = p§Ê E� (�5# �3 U��$��[·‖ℊy E���� .G-
 E	�A  ��
 ,
  

 �DO5�p§Ê�[·‖ℊy  �/ G�9# + ��@�"
�.C#
ℊ ?,
 #
 x�A f4 G-
 ��@4i  �;#i >
�/ f4 G-
 �
�W�/E����  ,


 ��
  x�A >�
�W�/ G9���3 ' A�/ E	�Aii :U��$ (�5#  ��/ E)�� $�A E-��/  
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 ; p§Ê�[·‖ℊy	� ³æ = ; p§Ê·	� ³æ 

; p§Ê�[·‖ℊy	� ³æ = ; �[·‖ℊy	�∩§Ê ³æ = ; ·	�∩§Ê ³æ = ; p§Ê·	� ³æ       

  �</
� f4�[�·‖ℊy = ��[·‖ℊy  �R
X  qO/ $�/��3 �/ .G-
 �
�W�/  A�/ �.#�5# :/��ii ��MW )14-2 '( (�5#

E� �R
 �3 U��$X  ?$�- :/��∑ x3p§à3  �/ G�9# �3ℊ ?,
 #
 ��MW K�#  A�/ ��@4)14-3'(  .G-
 �
�W�/  

�R
� = ∑ x3p§à	3 :U��
$ ?�.#i  

 	�[�·‖ℊy = �Ô∑ x3p§à3 ·‖ℊÕ = ∑ x33 �Ôp§à·‖ℊÕ =	 
                                                       = ∑ x3p§à3 �[·‖ℊy = ��[·‖ℊy  

 �/,
 ?$�C-
 qO/)v(  ��MW)14-2( U" $�/��3 + )14-2(  >��@�"
�.C#
 P�)t�� +|�·| E�:GA�# (
��  

|�;·| ≤ |�·|   ⇒     �[�·‖ℊy = lim	�[�;·‖ℊy                                          (5-14) 

 U" [�	 �/ (�Y)14-2'( �; E� f4 G-
 ?$�- :/�� :GA�# (
��  

�[�;·‖ℊy = �;�[·‖ℊy                                                                                   (6-14) 

 U" $�/��3 �/ 
$ �� P�)t��)14-2 '( :GA
$ U��
�Z  

  lim	�;�[·‖ℊy = ��[·‖ℊy                                                                             (7-14) 

_/
+� �/ ���� �/ *�! )14-5) '(14-6) '(14-7 '(:GA
$ U��
�Z  

�[�·‖ℊy = lim�[�;·‖ℊy = lim	�;�[·‖ℊy = ��[·‖ℊy 
E� 7��3 
� ���w
 �3. )3  

�1T� :E� PC��R E	�A  ��
P�.#��� (
�)� �/  #
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� �� P�j G=�=! P�
 + $�A �C��R �o# �$ >,�-�
��� �� >��R

E� {�- G�- P�
 �/P�.#��� �3  �$  ,
 PC��RX  �/ G�9#ℊ? P�.#��� f�- +  �/ G�9# 7��! ���C# ,
 PC��R

  )#�� �C;Y�3 (
 �� ��.�- X�ℊ= 9# 
� E#�9;� ���C# G-
 P;�� ��.�- �/ G�9# 
 C/
 (��� ,
 �3 EC"�! �/ G�

 (
 ��ℊ= P�.#�����MW H�\�� P�
 E-��/ GT� ' � / �� �/ $�A >��R )14-4'( E� �8
�
 ��, �$.$�A  

 

 ��:;14-4  : �R
X  +  A�/ ��@�"
�.C#
ℊ=  +ℊ?  �3  )A�/ (
 �� ��.�- +$ℊ= ⊂ ℊ?  *��C!
 �/ ?�.#i1  U��
�Z

:GA
$  

�[�[�‖ℊ?y‖ℊ=y = �[�‖ℊ=y                                                                               (8-14) 
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%�&'�:  (�Y�[�[�‖ℊ?y‖ℊ=y  �/ G�9#ℊ= ?,
 #
 U��$ (�5# �;#i >
�/ 'G-
 ��@4E����  G�9# E	�A  ��
 ,


 �/ℊ= :U��$ (�5# G9���3 'G-
  

 ; �[�[�‖ℊ?y‖ℊ=y	� ³æ = ; �	� ³æ																					∀.¯ℊ=	 
 (�Y�[�[�‖ℊ?y‖ℊ=y  �/ G�9#ℊ= ?,
 #
 x�A >�
�W�/ �/ ���� �/ f4 G-
 ��@4ii  (i >
�/ '7D� >
 C/
 �$

E�:GA�# (
��  

; �[�[�‖ℊ?y‖ℊ=y	� ³æ = ; �[�‖ℊ?y	� ³æ									∀.¯ℊ=				                              (9-14) 

 (�Y�[�‖ℊ?y  �/ G�9#ℊ? ?,
 #
 x�A >�
�W�/ �/ ���� �/ f4 G-
 ��@4ii E� (i >
�/:GA�# (
��  

; �[�‖ℊ?y	� ³æ = ; �	� ³æ																																					∀.¯ℊ?                                (10-14) 

 �</
� �;)�
 �/ ���� �/ �3(10-14) ' �� >
�/.¯ℊ?  'G-
 �
�W�/+ ℊ= ⊂ ℊ?  �</
� f4 'G-
  

(10-14) ' �� >
�/.¯ℊ=  p�3�� ,
 �3 $�/  �
�Z �
�W�/ K�#(9-14)  +(10-14) :GA
$ U��
�Z  

; �[�[�‖ℊ?y‖ℊ=y	� ³æ = ; �[�‖ℊ?y	� ³æ = ; �	� ³æ																																					∀.¯ℊ=  

 ��!�14-1  �R
 '^�Z G"�! �$ :ℊ?  E)��  A�/ e�K/ ���9/ℊ? = ℱ  *��C!
 �/ ' A�/1  GA
$ U��
�Z 

�[�‖ℊ?y = �[�‖ℱy = �        

                  ⇒        �[�[�‖ℊ?y‖ℊ=y = �[�[�‖ℱy‖ℊ=y = �[�‖ℊ=y             (11-14) 

 ^�Z G"�! �$ �3 G-�)�� P�
 �/ℊ? = ℱ K�# ' ��MW)14-4'( .G-
 �
�W�/  

 ��!�14-2  : �R
 '^�Z G"�! �$ℊ= = {Ø, Ω}  +ℊ? = ℊ  ��MW ' A�/)14-4 '( ,
 E��Z G"�!����   ��


 >
�/ E	�A.=	Ω E�.$�A 

�[�[�‖ℊ?y‖ℊ=y = �[�[�‖ℊy‖{Ø, Ω}y = �[�[�‖ℊyy = �[�y 
                                                                      = �[�‖{Ø, Ω}y = �[�‖ℊ=y 

7�"$ �/ >+�9� P���- �3 ����� �[�[�‖ℊyy = ; �[�‖ℊy	� ³æ = ; �	� ³æ = �[�y .G-
 �
�W�/  

 ��!�14-3 :�R
 ℊ= ⊂ ℊ?  ?�.#i ' A�/�[�‖ℊ=y  �/ G�9# �3ℊ= ?,
 #
 �/ G�9# 'G-
 ��@4ℊ? ?,
 #
 K�# ��@4

 A�/ E� �/ G�9# E	�A  ��
 PC��R P�
�/�)/ 'ℊ?  �$ >���B��[�‖ℊ=y E�# $���
U��
$ E)�� . )3  

�[�[�‖ℊ=y‖ℊ?y = �[�‖ℊ=y                                                                      (13-14) 
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:�*��� �C;# �$ GW$ �/ P�
�/�)/ )14-3(  ��MW +)14-4'( E� �O5� E#�-i �/ �;�#��, �3$�Aℊ= ⊂ ℊ?  �Y G-


 �/ G�9# 
 C/
 
� E	�A  ��
ℊ=  �/ G�9# f�- +ℊ?  �/ G�9# 
 C/
 
� E	�A  ��
 �Y + U���./ℊ?  G�9# f�- +

 �/ℊ=  �/ �/
�/ + (�9;� m-�4 U���./�[�‖ℊ=y .$�/  �
�Z  

  

14-3 �[�9 ��� ���
?� K�� U,�A K�
,�
�  

 �R
φ  + b �� :/�� X��  +φ(X)  *��C!
 �/ ?�.#i ' )A�/ ��@�"
�.C#
 +$ ��1:GA
$ U��
�Z  

φ(E[X‖ℊy) ≤ E[φ(X)‖ℊy                                                                                  (12-14) 

%�&'�:  qA�4 _Z X� PC��R �o# �$ �/(t¿,φ(t¿))  �� >
�/t¿ ��, ���� �/ U��
$  

φ(t¿) + A(t¿)(x − t¿) ≤ φ(x)  
 p�AA(t¿) E� G-
� [C5� (
�)� �/  #
��φ(X)  �$ �3 $�A �C��R �o# �$t¿ .G-
 >$��� ��} 

φ(E[X‖ℊy) + A(E[X‖ℊy)(X − E[X‖ℊy) ≤ φ(X)  
�;)�
 z�� �/ G9O#	E[X‖ℊy  �� ' A�/ �
 #
�33  �Y G�- �I�� >+�9��# {��*
�.C#
  �R
 �)�\ +  #��@4φ  X�

 �$ b �� :/��u= ' A�/ ?�.#i φ  +A ������ �$'�
 #
�3 >�� . )C9� �
 #
�3 *�! �/ PC��R �/ G�9# E	�A  ��
 ℊ :GA
$ U��
�Z P���	 ,
  

E[φ(E[X‖ℊy)‖ℊy + E[A(E[X‖ℊy)(X − E[X‖ℊy)‖ℊy ≤ E[φ(X)‖ℊy  
 (�Yφ(E[X‖ℊy)  +A(E[X‖ℊy)  �/ G�9#ℊ ?,
 #
  )C9� ��@4P�
�/�)/  PC��R �/ G�9# E	�A  ��
ℊ  >��w��

 '$�
 # �T#i �/+ �Z �/U��
$ E	�A  ��
 ,
 �T#i ($�3 ��  

φ(E[X‖ℊy) + A(E[X‖ℊy)Q; �	� ³æ	 − ; E[X‖ℊy	� ³æ	Ry ≤ E[φ(X)‖ℊy  
 �3�/ ���� �/ ����� ; �	� ³æ = ; E[X‖ℊy	� ³æ 'E#��� �I�� {��  �/ �/
�/ U��
$ ���C# �$ + $�/  �
�Z ��  

φ(E[X‖ℊy) ≤ E[φ(X)‖ℊy  
 

 U�$�3 z�� 7�W G"�! �$ (�YE[X‖ℊy  EI3 G"�! >
�/ ' A�/ �
 #
�3                PC��R �o# �$ �/  

 .; = [|E[X‖ℊy| ≤ 8y U��
$  
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EÔI�ãX‖ℊÕ = I�ãE[X‖ℊy 
I�ãE[X‖ℊy = ]	E[X‖ℊy											ω ∈ GÄ	0																						ω ∉ GÄ 					⟷ 							E[X‖ℊy ≤ 8		 →					 G-
 �
 #
�3 

E� (�5# �3 >
�/ P9)� �</
�  �$I�ãX E� + G-
 �
�W�/:GA�# (
��  

φQEÔI�ãX‖ℊÕR ≤ E[φQI�ãXR‖ℊy            ⇒	         φQI�ãE[X‖ℊyR ≤ EÔφQI�ãXR‖ℊÕ   )1  (  

lim;→H I�ãE[X‖ℊy 		→ 			E[X‖ℊy	           ⇒    

 lim;→HφQI�ãE[X‖ℊyR 		→ 			φ(E[X‖ℊy)	        (*) 

E[φQI�ãXR‖ℊy = 	EÔI�ãφ(X) + I�ã�φ(0)‖ℊÕ = I�ãE[φ(X)‖ℊy + I�ã�φ(0)    (**) 

⇒     lim;→HE[φQI�ãXR‖ℊy 					→ 						E[φ(X)‖ℊy                                                     (***) 

 >�/
�/ �3(***)  7�"$ P�
 �/ G-
 �3φ(0)  EC/�w �
 =�E�+  A�/  P���	 ,
 >��R ! �/(**) .G-
 ? �i G- /  

 (�Y(*)  + �Y G�- �I��  !(***)  >+�9��# G-
� G�-  !)1( E� )A�/ ,
 f4 '(*)  +(***)  GA
$ U��
�Z  

φ(E[X‖ℊy) ≤ E[φ(X)‖ℊy  
 ��!�14-4  : (�Y|�|  �R
 'G-
 b �� E�/��φ(X) = |X| qO/ P9)� >+�9��# ?�.#i ' A�/)iv( ��MW  

)14-2'( E� ���C# 
�:E)�� ' �$		|�[�‖ℊy| ≤ �[	|�|	‖ℊy																	   

 

14-4 N��"E �[�9 K
*��� � �[�9 K
*  

 ��:;14-5 :   �)3 z��μ(. ,  )  E�$�D� ��BC� E	�A :�,��X  �/ G�9#ℊ   �R
 ' A�/φ: R → R  *��/ :/��

 (i >
�/ �3  A�/φ(X) ' A�/ ��@�"
�.C#
 ?�.#i ; φ(X)	�= μ(³t,  )E����  E	�A  ��
 ,
E[φ(X)‖ℊy� 

.G-
  

%�&'�: E� z�� *+
 �I!�� �$ U�)3φ = I�	, HϵR=  *��C!
 �/ ' A�/1 :GA
$ U��
�Z  ; I�	� μ(³t,  ) = ; μ(³t,  ) =	�∩� ; μ(³t,  )		�   

                           = æ(�ϵH‖ℊ) = æ(H‖ℊ) = E[I�‖ℊy  
E� z�� g+$ �I!�� �$ ���� �/ ?$�- :/�� U�)3φ(x) = ∑ x3p�à(t)3  *��C!
 �/ ' A�/1 :GA
$ U��
�Z 
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 ; ∑ x3p�à(t)3	� μ(³t,  ) = ∑ x33 ; p�à(t)μ(³t,  ) =	� ∑ x3EÔp�à(t)‖ℊÕ3   

= EÔ∑ x33 p�à(t)‖ℊÕ  
E� z�� g�- �I!�� �$ U�)3φ ≥ 0	  U" $�/��3 �/ ' A�/)14-2 '( ?$�- :/��φÄ(x)  �/ �3 $�
$ $��+ E)��# φ(x) U��
$ + G-
�.��  

 ; φÄ(x)	� μ(³t,  ) = �[φÄ(X)‖ℊy  
{�� �</
� >�/
�/ �/ ���� �/ ''G-
 �/
�/ U� �/ K�# P���	  ! E�  ! P���	 ,
 *�!.U���R  

U��
$ �Y a�	  ! >
�/  

φÄ(x) → φ(x)          ⇒        ; φÄ(x)	� μ(³t,  ) → ; φ(x)	� μ(³t,  )            (14-14)   

 >��@�"
�.C#
 �/ ���� �/φ(x) + �</
� φÄ(x) ≤ φ(x)  G�9W $�/��3 �/)v (��MW )14-2'(  P�)t��  ! >
�/

 G-
� a�	 K�#:GA
$ U��
�Z  

; φ(x)	� μ(³t,  ) = �[φ(x)‖ℊy                                                                         (15-14) 

 >�/
�/ ,
 �3)14-14(  +)14-15(  G"�! >
�/ ���w
φ ≥ 0 .G-
 7��3  

 EI3 G"�! >
�/ g��TY �I!�� �$φ E� ���w
:U�)3  

φ(x) = φD(x) − φl(x)           ⇒      ; φ(x)	� μ(³t,  ) = ; φD(x) − φl(x)	� μ(³t,  )  
                              	= ; φD(x)	� μ(³t,  ) − ; φl(x)	� μ(³t,  )  
                               = �[φD(x)‖ℊy − �[φl(x)‖ℊy = �[φD(x) − φl(x)‖ℊy	 
                               = �[φ(x)‖ℊy 

 EI3 G"�! >
�/ ���w
 �3φ .G-
 7��3  

E� G- / ���C# P�
 l�/ ���w
 ,
 �3  �i; φ(x)	� μ(³t,  )  �/ G�9#ℊ ?,
 #
*��C!
 �/ + G-
 ��@4 1  E��)C�

 *��C!
 �/ (�Y) .G-
1 E����  ,
�[φ(x)‖ℊy  + G-
φ(x) *
�.C#
  E	�A  ��
 f4 G-
 ��@4φ(x)  E��)C�

(G-
.  

 �R
X *
�.C#
  ' A�/ ��@4 ?�.#i >
�/ l�/ ��MW ,
 ?$�C-
 �/φ(x) = �  *��C!
 �/1 E�:GA�# (
��  

�[x‖ℊy� 	= ; x	μ(³t,  )DHlH    
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 G"�! >
�/ +� = φ(x)  *��C!
 �/1 E�:GA�# (
��  

�[φ(x)‖ℊy� 	= ; φ(x)μ(³t,  )DHlH                                                                  (16-14) 

 'E	�A ��}  ��
 G"�! >
�/ P9)� >�/
�/�# �/ ���� �/; φ(x)μ(³t,  )DHlH  �R
 
� $�Z �
 =� P��C�3φ  b ��

 �$  A�/φ[; xμ(³t,  )yDHlH  �.�$ ����� �/ E)�� GA
$  �
�Z�[φ(x)‖ℊy�  �$φ(�[x‖ℊy�)  U��)��

E�E� ���A �/ E	�A  ��
 >
�/ P9)� >+�9��# �/ $ �� E���w
 �3 $�A.$+�  

  

14-5 1J
,�  

1-  �R
  ��$ (�5#X  +Y  >�/
�/ ?�.#i  )A�/ 7=C9��[·‖�y = �[·y  �.�$ ����� �/ �� + G-
 �
�W�/ 

 �R
X  +Y ?�.#i  )A�/ 7=C9�  >�/
�/E[XYy = E[XyE[Yy  �$ *�L� �3j �/ .G-
 �
�W�/G  7��A �33 

 .G9�# �
�W�/ l�/ _/
+� f;�  ��$ (�5#  A�/ �<=# 

2-  �</
� �$)14-8(  ��MW14-4 �5#�</
� G-
� G�- E	�A  ��
  ��$ ( 'E����  �Y G�- E	�A  ��
 ,


.G-
 

3-  >
�/X  +Y                             :  ��$ (�5# �
 #
�3�Ô·	�[�‖ℊyÕ = 	�Ô�	�[·‖ℊyÕ 

4-  �R
  ��$ (�5#ℊ= ⊂ ℊ?  +< ∞ �[�?y :  A�/ 

 �[(� − �[�‖ℊ?y)?y ≤ 	�[(� − �[�‖ℊ=y)?y 
 ��.�- ( A �CR�K/ �/ ) ' (
 �� ER )3
�4X E	�A P�.#��� a
�	
 �$E� �C�3 N
($�A  

5-  ����� �/\x�[�‖ℊy = �[(� − �[�‖ℊy)?‖ℊy :G-
 �
�W�/ ��, �</
� �3  �)3 ���w
 

\x�[�y = �Ô\x�[�‖ℊyÕ + \x�Ô�[�‖ℊyÕ 



 

 12��7*�;�
  

1%��E�
�  

  

15-1 1%��E�
� 
*  

 3��4�15-1  :  �)3 z��X=, �?, ⋯  *��C!
 >�M� >+� E�$�D� >����BC� ,
 >
 �"��#$(Ω, ℱ, æ)  +  )A�/

  �)3 z��ℱ=, ℱ?, ⋯ >
 �"��#$  ,
��,- ��.�-(
 ����> ℱ  �"��#$ . A�/{(�;, ℱ;): 8 = 1,2,⋯ }  X�

: )A�/ �
�W�/ ��, x�A ��TY �R
 G-
 7.)�����  

i (ℱÄ ⊂ ℱ;D= '  

ii (�;  �/ G�9#ℱ; ' A�/ ��@4 ?,
 #
  

iii (�;      :E)�� � A�/ ��@4 *
�.C#
�[|�;|y < ∞ ' 

iv *��C!
 �/ (1 :U�A�/ �CA
$ �[�;D=||ℱ;y = �;.            

 ��$�=� ,
 X� �� H�W+ �/ + �o�" �/ �o�" ' )�
�� ,
 �� E����	
 >
�C�� �3  ))3 E� (��/ l�/ x+�A�;D=  G�9#

 �I!�� �/n  ' /�� E� q�
K�
  )�
�� g
�;  �/ V)����ℱ;  �I!�� �� ����	
 E���� PCA
$ �/ P�)t�� + G-
n  g


 �I!�� �$  )�
�� ? )�i ,
 $���� E)�/ q�4 �T)� ' )�
��8 + 1  (��� 'g
�;  �I!�� �� �$ �.�$ ����� �/ .$�/  �
�Z

 ��BC� �
 =� + G-
 E#�)3 �I!�� �$  )�
�� �
 =� (��� '> �/ �I!�� ,
 ��oC#
 $��� �
 =� ' )�
�� ,
 ,
 �I!�� P�
 �$

 �"��#$ '�.�$ E���� (
�)� �/ .G-
  )�
�� E����	
 >�M� ,
 ����	
 (
K�� P��C5�/ >+�! ' )�
��X=, �?, ⋯  X�

 �/ �C9/
+ 7.)����� ��.�-(
 �� >��ℱ=, ℱ?, ⋯ .$�/  �
�Z  

 :��!��R
 �;  �/ G�9# 7.)����� X�ℱ;  A�/'  ?�.#i�;  �/ G�9#q{�=, �?, ⋯ , �;}   K�# X� 7.)�����.G-
   

%�&'� .U�)3 E� E-��/ 
� ($�/ 7.)����� >
�/ ��,l x�A ��TY :  P��C;Y�3σ- (
 ��  

 ℊ; = q{�=, �?, ⋯ , �;}  �� 7.)����� ����� >
�/  ��5�4 >�M� X� K�# E�$�D� >����BC� ,
 ? A �CZ�-

 �3 G-
 v\
+ . )3 E� $���
ℊ; ⊆ ℊ;D=  x�A)i G-
 ET� / .(G-
 �
�W�/ �; ∈ q{�=, �?, ⋯ , �;}	  '

E)���;	  �/ G�9#ℊ;  x�A) G-
 ��@4 ?,
 #
ii (G-
 �
�W�/.  x�Aiii $�
$ >�� �C;# ���\�� �$ �3.  �R
 *�!



�-B���� +,� :+`=��H���---------------------------------------------------------------- 259 

  

) ERS�+iv ?�.#i ' A�/ �
�W�/ �� 7.)����� (�=, �?, ⋯ , �;  �/ G�9#ℊ;  �� �/ ��, �$ �3  )C9� 7.)����� ���w


:U�,
$�4 E� (i  

�[�;D=||ℊ;y = �[�[�;D=||ℱ;y||ℊ;y = �[�;||ℊ;y = �; 

 �/ ���� �/ K�# �Zi >�/
�/�[�;D=||ℱ;y = �;  >��@4 ?,
 #
 +�;  �/ G�9#ℊ;  �/ ���C# �$ .G-
 ? A 7��!

 ����� ��.�- (
 �� ℊ; = q{�=, �?, ⋯ , �;} '  .G-
 �
�W�/ 7.)����� x+�A E����  

∎ 

  >
�/ ��.�- (
 �� ^�Zℊ; :$�/  �
�Z ��, ���� �/ 7.)����� g��TY ERS�+  

�[�;D=||�=, �?, ⋯ , �;y = �; 

 �3 ��#i ,
�;  �/ G�9#ℱ;  �R
 �T)� + �R
 'G-
 ��@4 ?,
 #
q{�=, �?, ⋯ , �;} ⊂ ℱ;  P�
�/�)/ ' A�/ q{�=, �?, ⋯ , �;}  P��C;Y�3 ��.�- (
 �� �3 G-
�; . )C9� 7.)����� (i �/ G�9# ��  

	 
 ��7�15-1  :  �)3 z��Z=, ¸?, ⋯ E�$�D� >����BC� ,
 >
 �"��#$ :�,�� U� + 7=C9�  *��C!
 >�M� >+� (Ω, ℱ, æ)  �/ E��)C� P�.#����[Z=y = μ < ∞  . )A�/  ���./�; = ∑ ¸3;3<=  ���� P�
 �$�� >
�/   

 8 ≥ 1 'q{�=, �?, ⋯ , �;} ⊆ ℱ; . z�� �/ 
��,(�t�� E�/�� ($�/ *��/ ��@4 ?,
 #
	X  �C-��4 :/�� P�
 ���+K")

 + (G9�#�/ ���� �/  �����9-3 :U��
$  

																													q{X(¸)} = Ö ∈ Ω	YXQ¸( )R¯Â, ∀	Â ∈ ℬ(ℛ=)×	
										                           						=	Ö¸l=QXl=(Â)R		Y	Â ∈ ℬ(ℛ=)×	
											G-
 *��/ ��@4 ?,
 #
	X	(�Y	 ⊆	 {¸l=(Â)		|	Â ∈ ℬ(ℛ=)} = 	q{¸} 

 �3 G-
 ET� / +�|�;| < ∞	 .U��
$ P�)t��:	  

�[�;D=||ℱ;y = �[Z= + ¸? +⋯+ ZÄ + ¸;D=||ℱ;y																									= �; + �[¸;D=||ℱ;y																									= �; + �[¸;D=y																								= �; + μ	
 �R
 *�!μ = 0  ?�.#i  A�/�; .G-
 7.)����� X�	�R
 �3 $�3 (��/ (
�� E� �� EI3 G"�! �$)	μ > 0   A�/

 ?�.#i�; + 7.)�������, X�	 �R
μ < 0  ?�.#i  A�/�; .( $�/  �
�Z 7.)������/, X�  
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 ∎ 

/ 7=C9� E�$�D� >����BC� ,
 >
 �"��#$ �3 G��R ���C# (
�� E� {�� *�L� [�	 P�
�/�)/�� P�.#��� ������ X� ' 7.)

 .G-
  

) ERS�+ �$ ($�/ 7.)����� E-�-
 x�A �3 GA
$ ����  ��/iv ����� (1 ) x�A �C�"
 .$�
$ �
�Wiii(  ,��# $��� K�#

 $��+ �3 G-
�[�;D=||ℱ;y  x�A *�! P�
 �/ . ���# P��M� 
�)iv �3  )3 E� (��/ (�;  ,
 (��+ X� �[�;D=||ℱ;y  �3 E���#i ,
 .G-
�;  �/ G�9#ℱ; .G-
 ��, �</
� �/ *$��� x�A P�
 'G-
 ��@4 ?,
 #
  

; �;D=	� dP = ; �;	� dP																� ∈ ℱ;  

:%�&'�  '�3 U��$ E� (�5#  

�[�;D=||ℱ;y = �; 			⟺ 		; �;D=	� dP = ; �;	� dP				,					� ∈ ℱ;  

 '�I�9� z�� �/�)/ :E��3 x�A ���w
�;  E	�A  ��
 ,
 E#��+�[�;D=||ℱ;y   ��
 ����� �/ �)/ ���C# �$ .G-


'q�4 7D� �$ E	�A  

; �[�;D=||ℱ;y	� dP = ; �;	� dP				,					� ∈ ℱ;  

 �</
� �R
 :g,l x�A ���w
; �;D=	� dP = ; �;	� dP  �� >
�/� ∈ ℱ;  >�
�W�/ �/ ���� �/ ?�.#i ' A�/ �
�W�/

 >��@4 ?,
 #
 + E"
�.C#
 �</
��;  �/ G�9# +ℱ;   '�;  E	�A  ��
 ,
 E#��+�[�;D=||ℱ;y  .$�/  �
�Z  

 �3 E���#i ,
 P�)t��ℱ;  >
�/ ���C# �$  )C9� >$��� + ���$�� ��� ∈ ℱ;    +ℱÄ ⊂ ℱ;D= :U��
$  

; �;	� dP = ; �;D=	� dP				,					� ∈ ℱ;  

; �;D=	� dP = ; �;D?	� dP				,					� ∈ ℱ;D=  

⋮ ; �;DVl=	� dP = ; �;DV	� dP				,					� ∈ ℱ;DVl=  

⇒		; �;	� dP = 	; �;D=	� dP = ; �;D?	� dP = 	⋯ = ; �;DV	� dP  

 P�
�/�)/�;  �/ G�9# �3 >
ℱ;  E	�A  ��
 ,
 (��+ X� 'G-
 7.)������[�;DV||ℱ;y :���C# �$ +  A�/ E�  

∀Õ ≥ 1 ∶ 							�[�;DV||ℱ;y = �;												w. p. 1 

 �R
 �3 GA
$ ����  ��/� = Ω :U��
$ {�� �</
� 2�-
 �/ ?�.#i  A�/  

��;	
� dP = 	��;D=	

� dP = ��;D?	
� dP = 	⋯ = ��;DV	

� dP 
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⇒ 		�[�=y = 	�[�?y = 	⋯ 

P�
�/�)/ G-
 G/�w �� 7.)����� �$ E\���  ��
 E)�� .	�[X=y = �[X?y = ⋯ = �[X;y 
  

 ��\�� >
�/ �� 7.)����� ����� _�
�AΔ; = X; − X;l=  ����� �/ K�#Δ= = X=   ?$�C-
 �/ + G-
 g��#
 7/�W

:U��
$ ��� �� P�
 ($�/ E<Z G���Z ,
  

�[Δ;D=||ℱ;y = 0 

:%�&'�  ($�/ ��@4 ?,
 #
 �/ ���� �/�;  �/ G�9#ℱ;   ($�/ 7.)����� P�)t�� +�;  �/ G�9# ��ℱ;  ' ��, >�/
�/

.G-
 �
�W�/  

�[Δ;D=||ℱ;y = �[X;D= − X;||ℱ;y = �[X;D=||ℱ;y − �[X;||ℱ;y = X; − X; = 0           

 �3 E���#
 ,
 �3 GA
$ ����  ��/�V = Δ= + Δ? +⋯+ ΔV  +ΔV = XV − XVl= >�� ������ ' �=, �?, ⋯ , �;   +Δ=,Δ?, ⋯ ,Δ; :E)�� . ))3 E�  �"�� E#�9;� >�� (
 ��  

q{�=, �?, ⋯ , �;} = q{Δ=,Δ?, ⋯ ,Δ;} 
 ��7�15-2 :  �)3 z��Δ=,Δ?, ⋯  >
�/ �3 >��	 �/  )A�/ ��@4 *
�.C#
 + 7=C9� E�$�D� >����BC�8 ≥ 2 

 'U�A�/ �CA
$�[Δ;y = 0  �R
 .ℱ; = q{Δ=,Δ?, ⋯ ,Δ;}  ����BC� P�
 *�=C-
 �/ ���� �/ ���� P�
 �$ ' A�/

:U��
$  

�[Δ;D=||ℱ;y = �[Δ;y = 0 

 �R
 +∆  ,
 �3  A�/ �.�$ E�$�D� ��BC� X�Δ;   �R
 + 'G-
 7=C9� ��ℱ;   �/qÖ∆,Δ=,Δ?, ⋯ ,Δ;×   P�K.���

 ���� P�
 �$ '$�A�; = Δ= + Δ? +⋯+ Δ;  �/ G�9# ,�)� ��ℱ;   ?,��
 �3 P�
 +  )C9� 7.)�����  � �

 U��$ℱ;   X�σ-  ,
 �CR�K/ (
 ��q{�=, �?, ⋯ , �;}   �5��� '�.�$ ����� �/ .G-
 ? ))3 :#�W + E���	  A�/

 �3 G9�# ��	 P�
q{�=, �?, ⋯ , �;}  �$ �;I/  )3 { � ($�/ 7.)����� _�
�A ��.�- (
 ��E� K�# �CR�K/ >�� 

. )A�/ {$�� _�
�A P�
 �$  )#
��  

 ��7�15-3 :  �)3 z��(Ω, ℱ, æ)  + *��C!
 >�M� X�ν  >+� E��)C� ?,
 #
 X�ℱ  +  A�/ℱ=, ℱ?, ⋯  X�

 ,
 E"+K# ��} �"��#$ ��.�- (
 �� >�M� >+� ��ℱ  �� >
�/ �R
 . A�/� ∈ ℱ;  ?,
 #
 'Ρ  p"�} ?,
 #
 X�ν   A�/

 �� >
�/ :E)��)� ∈ ℱ; �R
 'Ρ(�) = 0 ?�.#i 'ν(�) = 0   U�$�;�# (+$
� [C5� �� E"�.Y ���� P�
 �$ '(
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 7L��;  >
�/ν   �/ G�9#Ρ   >+�ℱ;  $�
$ $��+ >��	 �/�3'  �/ G�9#ℱ;  �/ G�9# + ��@4 ?,
 #
Ρ   ��@4 *
�.C#


. )3 E� { � ��, �</
� �$ +  A�/ E�  

; �;	� dP = ν(�)						,					� ∈ ℱ;  

 �R
 *�!� ∈ ℱ;   +  A�/ℱ=, ℱ?, ⋯  ,
 E"+K# ��} �"��#$ X� ��.�- (
 �� >�M� >+� ��ℱ ?�.#i ' )A�/  

 � ∈ ℱ;D= :U��
$ P�
�/�)/ +  

; �;D=	� dP = ν(�)						,					� ∈ ℱ;D=  

 E��C;� �/ ���� �/ +[C5� :U��
$ U�$�;�# (+$
�  

; �;D=	� dP = ; �;	� dP						,					� ∈ ℱ;  

 P�
�/�)/�;  �/ G�9# ��ℱ;   . )C9� 7.)�����  

 ��7�15-4 : ?,
 #
  �)3 z��ν   *�L� �$12-3  )#�� *��C!
 ?,
 #
 X� 'Q  >+�ℱ   +  A�/  

ℱ; = q{Y=, Y?, ⋯ , Y;}  +Y=, Y?, ⋯  ��@4 ?,
 #
 >�M� >+� E�$�D� >����BC�(Ω, ℱ)  �3  �)3 z�� . )A�/

 ?,
 #
 G��P  E�$�D� �
$�/ :�,��(Y=, Y?, ⋯ , Y;)  E"�.Y >
�
$U;(y=, y?, ⋯ , y;)  V�" ?,
 #
 �/ G�9#n 

 E�$�D� �
$�/ +  A�/ > �/(Y=, Y?, ⋯ , Y;)  E"�.Y >
�
$ñ;(y=, y?, ⋯ , y;)  G��Q  �R
 . A�/U;  �� ���

 ?�.#i ' A�/ (�� �"�O�)G�L�[C5�  U�$�;�# (+$
�Q  �/ G�9#P  >+�ℱ;  .$�A E� ����� ��, ���� �/  

Ò(�) = ��;	
� dP						; 			�; =	ñ;(y=, y?, ⋯ , y;)U;(y=, y?, ⋯ , y;)		 

 '�</
� P�
 �$ �3 >��	 �/� ≡ [y=, y?, ⋯ , y;y ∈ �   +H  >�� �#
�C-
n  
� E=�=! $
 �
 >�M� �$ > �/

. �$ E� (�5#  

 :%�&'� 'U��
$ 7�W *�L� �/ �)/; �;	� dP = Ò(�)  U�$�;�# (+$
� ��MW �$ E"�.Y :/�� ����� �/ �)/ E��	 ,
 +

:U��
$  

; U;(y=, y?, ⋯ , y;)	[�=,��,⋯,�4y∈� d 	 = æ(y=, y?, ⋯ , y;)			  
; ñ;(y=, y?, ⋯ , y;)	[�=,��,⋯,�4y∈� d 	 = Ò(y=, y?, ⋯ , y;)  

 �</
� ,
 ?$�C-
 �/ *�!; �;	� dP = ; �;U;(y=, y?, ⋯ , y;)	[�=,��,⋯,�4y∈� d  :U��
$  

; �;	� dP = 	Ò(y=, y?, ⋯ , y;) = ; ñ;(y=, y?, ⋯ , y;)	[�=,��,⋯,�4y∈� d 	  
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⟹ ; �;U;(y=, y?, ⋯ , y;)	[�=,��,⋯,�4y∈� d = ; ñ;(y=, y?, ⋯ , y;)	[�=,��,⋯,�4y∈� d   

 :U��
$ ����� +$ P�
 E"
�.C#
 >�/
�/ �/ ���� �/ +  

�;U;(y=, y?, ⋯ , y;) = ñ;(y=, y?, ⋯ , y;)										í. U. 1  

⟹	�; =	ñ;(y=, y?, ⋯ , y;)U;(y=, y?, ⋯ , y;) 																															í. U. 1		 
 'G"�! P�
 �$�;  (
�� �3 G-
 E���)C-�$ G�9# (���ñ;  �/ G�9# 
�U;  �R
 *�! . �)- E�(Y=, Y?, ⋯ , Y;) 

:?�.#i ' )A�/ 7=C9� E�$�D�  >����BC�  

U(y=, y?, ⋯ , y;) = U(y=)U(y?)⋯U(y;)												+						 
ñ(y=, y?, ⋯ , y;) = ñ(y=)ñ(y?)⋯ñ(y;) 

�R
 +æ(y; ∈ �) ≠ 	Ò(y; ∈ �)  ����� �/ ?�.#i ' A�/¸Ä = I[�4∈�y �)C-
 �/ + e�K/ $
 �
 >�W (�#�W �/ $

U��
$  

¸̅; y→�[¸Äy = æ(y; ∈ �)									í. æ. 1 

¸̅; "→�[¸Äy = Ò(y; ∈ �)									í.Ò. 1 ⟹ æ(y; ∈ �) = 1							,						Ò(y; ∈ �) = 1			 
 �$ 
K�� >�� ������ >+� �/ {��
 P�
 +ℱ   (�Y . C�
 E� {��
P  +Q  (
 �� �T)� f4  )C9�# �/
�/ z�� [�	

 �$ . )A�/ �CA
$ (�9;� >�� (���R�i >
�/ 
� E#�9;� *��C!
 ?,
 #
 ��$�=�  )#
�C/ �3  A�/ �+�C�  ��/ �T#i [�=��

 �Y�R
 ���C#P  �/Q $�)� ����� ?,
 #
 +$ P�
 ��
 G-
 b�IB�2  P�
�/�)/ . )C9�P  >+�ℱ;   ( A �� �/ ��)�Q 

 $�A E� >+� ��
ℱ   
 � U� ,
 �T#i ?�R ��;�. A�/ E�  

 ��7�15-5 : �3  �)3 z��Z  >+� ��@4 *
�.C#
 E�$�D� ��BC� X�(Ω, ℱ, æ)  +  A�/ℱ;   ,
 >
 �"��#$'��  

σ- (
 �� E"+K# ��} >��ℱ  '�R
 . )A�/  

�; = �[¸||ℱ;y 
) x�A  ��/ �T)� + G-
 �
�W�/ 7.)����� *+
 x�A �- '?�.#iiv 
� ($��# E-��/U��
$ {�� ����� ,
 ?$�C-
 �/ .  

�[X;D=||ℱ;y = �[�[¶||ℱ;D=y||ℱ;y = �[¶||ℱ;y = �; 

                                                           
2 Mutually Singular 
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 ���C# �$�;  �3  )3 E� (��/ {�� �</
� .G-
 7.)����� X�'  ���Y  ����� �/) /�� q�
K�
  )�
�� ,
 $���� ����	


Z  P��Zi �$ �3 G-
 >K�Y (i �/ �/
�/ '? )�i >�� (��, �$  )�
�� �
 =� ,
 (����oC#
 U�,�/ '(G-
 ��@4 (�;�
 ��
 P�


.G-
 ? A G�w  )�
�� ,
 �I!��  

  

15-2 
* 1%��E�
����  

 3��4�15-2  :  �)3 z��X=, �?, ⋯  *��C!
 >�M� >+� E�$�D� >����BC� ,
 >
 �"��#$(Ω, ℱ, æ)  +  )A�/

  �)3 z��ℱ=, ℱ?, ⋯  (
 �� ��.�- ��,��> ℱ  �"��#$ . A�/{(�;, ℱ;): 8 = 1,2,⋯ }  G-
 7.)�������, X�

: )A�/ �
�W�/ ��, x�A ��TY �R
  

i (ℱÄ ⊂ ℱ;D= '  

ii (�;  �/ G�9#ℱ; ' A�/ ��@4 ?,
 #
  

iii (�;      :E)�� � A�/ ��@4 *
�.C#
�[|�;|y < ∞ ' 

iv *��C!
 �/ (1  �CA
$:U�A�/ �[�;D=||ℱ;y ≥ �;.            

 P�
 + $�
$ $��+ g��TY x�A �$ �+�� ��
  #
 (�9;� 7.)����� ����� �/ g�- �� *+
 >�� x�A �3 $�A E� ? ��5�

 �I!�� �� ����	
 E���� PCA
$ �/ �3  )3 E� (��/ x�An  �I!�� �$  )�
�� ? )�i ,
 $���� E)�/ q�4 ' )�
�� g
 8 + 1  �I!�� �$ �3 G-
 >K�Y ,
 �C5�/ 'g
n  E���� (
�)� �/ K�# ��)�
 �$ �� 7.)�����  )#�� .G-
 ?$�C�
 {��
 g


 �"��#$ '�.�$X=, �?, ⋯  �/ �C9/
+ 7.)����� X� ��.�-(
 �� >��ℱ=, ℱ?, ⋯ .$�/  �
�Z  

 P��C;Y�3 (
�� E� �� 7.)�����  )#�� P�)t��σ-  (
 ��ℊ; = q{�=, �?, ⋯ , �;}  >����BC� ,
 ? A �CZ�-

  >�� ERS�+ PCA
$ �/ ��)�
 �$ .$��# $���
 �� 7.)����� ����� >
�/ K�# 
� E�$�D�ℊ; ⊆ ℊ;D=  >��@4 ?,
 #
 + �;  �/ G�9#ℊ; U��
$  

�[�;D=||ℊ;y = �[�[�;D=||ℱ;y||ℊ;y ≥ �[�;||ℊ;y = �; 

U��
�Z ��, �</
� a�	 +$ ,
 >��R *
�.C#
 7�� �/ P�
�/�)/ :GA
$  

�[�;D=||ℊ;y ≥ �; ⟹ ; �[�;D=||ℊ;y	� dP ≥ ; �;	� dP	  
⟹ ; �;D=	� dP ≥ ; �;	� dP	  
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 ����� �/ ���C# �$σ-  (
 ��ℊ; = q{�=, �?, ⋯ , �;}  .G-
 �
�W�/ 7.)�������, x+�A E���� K�#  

 >
�/σ-  ^�Z (
 ��ℊ; :$�/  �
�Z ��, ���� �/ 7.)�������, g��TY ERS�+  

�[�;D=||�=, �?, ⋯ , �;y ≥ �; 

:G-
 ��, �</
� �/ *$��� x�A P�
  

; �;D=	� dP ≥ ; �;	� dP																� ∈ ℱ;  

 �3 E���#i ,
 P�)t��ℱ;  >
�/ ���C# �$  )C9� >$��� + ���$�� ��� ∈ ℱ;    +ℱÄ ⊂ ℱ;D= :U��
$  

��;	
� dP ≤ ��;D=	

� dP				,					� ∈ ℱ; 

��;D=	
� dP ≤ ��;D?	

� dP				,					� ∈ ℱ;D= 

⋮ 
��;DVl=	
� dP ≤ ��;DV	

� dP				,					� ∈ ℱ;DVl= 

⇒		��;	
� dP ≤ 	��;D=	

� dP ≤ ��;D?	
� dP ≤ 	⋯ ≤ ��;DV	

� dP 

 �R
 �3 GA
$ ����  ��/� = Ω :U��
$ {�� �</
� 2�-
 �/ ?�.#i  A�/  

��;	
� dP ≤ 	��;D=	

� dP ≤ ��;D?	
� dP ≤ 	⋯ ≤ ��;DV	

� dP 

⇒ 		�[�=y ≤ 	�[�?y ≤ 	⋯ 

P�
�/�)/ G-
 E"+K#�# �� 7.)����� ��, �$ E\���  ��
 .  

 ��7�15-6 :  �)3 z��Δ=,Δ?, ⋯  >
�/ �3 >��	 �/  )A�/ ��@4 *
�.C#
 + 7=C9� E�$�D� >����BC�8 ≥ 2 

 'U�A�/ �CA
$�[Δ;y ≥ 0  �R
 .ℱ; = q{Δ=,Δ?, ⋯ ,Δ;} E8K� >�� H���� ���� P�
 �$ ' A�/ �
�W�/  

 Δ= + Δ? +⋯+ Δ;   . )�$ E� 7.)�������, X� 7�;5�  

 = = Δ=  ? = Δ= + Δ? ⋮ 
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  Ä = Δ= + Δ? +⋯+ Δ; 

) ERS�+ �$ E8K� >�� H���� P�
 U��$ (�5# G-
 E��3iv. ))3 E� { � �� 7.)�������, (   *�=C-
 �/ ���� �/ Δ;  >��@4 ?,
 #
 'P�)t�� + �� ;  �/ G�9#ℱ;  :U��
$  

�[ ;D=||ℱ;y = �[ ; + Δ;D=||ℱ;y = �[ ;||ℱ;y + �[Δ;D=||ℱ;y =  ; + �[Δ;D=y ≥  ; 

 ��7�15-7 :  �)3 z���;  �/ G�9# ��ℱ;  f4 . )A�/ 7.)����� ��|�;|  �/ G�9#ℱ;  P�)t�� + ��@4 ?,
 #


:U��
$ K��
�A EA�3 >+�9��# ,
 ?$�C-
 �/ .G-
 ��@4 *
�.C#
  

�[|�;D=|||ℱ;y ≥ |�[�;D=||ℱ;y| = |�;| 
  P�
�/�)/|�;|  �/ G�9#ℱ; .G-
 7.)�������,  (�t�� E�/
�� ' EI3 G"�! �$|t|G  �/ )U ≥ 1 +	�|t|G < ∞(  

 �/ G�9# 7.)����� ��, 7�;5�ℱ; .$
$  )�
�Z  

 :�1T� �R
X=, �?, ⋯ , �;  >�� ��5�4 >�M� ? ))3  �"��ℱ;  ?�.#i ' )A�/|�=|, |�?|,⋯ , |�;|   E#
 �� ��.�-

 ,
 �C;Y�3ℱ; .$�3  )�
�Z  �"��  

 :�1T� EI3 ��	 �/σ(X[�y) ⊆ σ(X) ) ' ��.�- ,
 E�/���� _-�� ? A �="
 (
 ��X  ,
 �C;Y�3 ��.�- �="
 (
 ��

 $�Z _-�� ? AX .(G-
  

  

15-3 
* 1%��E�
� � �D�"E  

 ��:;15-1 :  

i(  �R
X=, �?, ⋯  �/ G�9# ��ℱ=, ℱ?, ⋯ + 7.)����� 7  A�/ b �� :/�� X� + 7(�;)  ��@4 *
�.C#


 A�/'  ?�.#i7(�=),7(�?),⋯  �/ G�9#ℱ=, ℱ?, ⋯  . )C9� 7.)�������, 

ii(  �R
X=, �?, ⋯  �/ G�9# ��ℱ=, ℱ?, ⋯ + 7.)�������, 7  A�/ E"+K#��} b �� :/�� X� + 7(�;) 

 A�/ ��@4 *
�.C#
'  ?�.#i7(�=),7(�?),⋯  �/ G�9#ℱ=, ℱ?, ⋯  . )C9� 7.)�������, 

%�&'�:  

  
 C/
)  )/i)  )/ z�� �/ �)/ .U�)3 E� ���w
 
� ��MW (i (�[�;D=||ℱ;y = �;  +7 :P�
�/�)/ .G-
 b �� :/�� X�  

7(�;) = 7(�[�;D=||ℱ;y) ≤ �[7(�;D=)||ℱ;y 
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⇒ 7(�;) ≤ �[7(�;D=)||ℱ;y 
)  )/ z�� �/ �)/ii (�[�;D=||ℱ;y ≥ �;  +7  :/�� *���
 �/ P�
�/�)/ .G-
 E"+K# ��} b �� :/�� X�7  >+� �/

 :/�� ($�/ b �� �/ �)/ f�- + ��3@� >�/
�/�#7 :U��
$  

7(�;) ≤ 7(�[�;D=||ℱ;y) ≤ �[7(�;D=)||ℱ;y ⇒ 7(�;) ≤ �[7(�;D=)||ℱ;y 
 ��7�15-8 :  �"��#$  �)3 z���;  �/ G�9# ��ℱ;  �"��#$ ?�.#i . )A�/ 7.)����� ���¹4  �/ G�9# ��ℱ;  ��, X�

. )C9� 7.)�����  

 x�A '*�L� z�� + 7.)����� ����� [�	 .U�)3 E� E-��/ 
� ($�/ 7.)����� ��, >
�/ ��,l x�A ��TY :���w
i 

 '*�L� z�� [�	 .G-
 �
�W�/�;  �/ G�9#ℱ;  U�#
$ E� + G-
 ��@4 ?,
 #
q{�=, �?, ⋯ , �;} ⊂ ℱ; 

 _-�� ? A �="
 (
 �� ��.�- P��C;Y�3)�;  '�.�$ E��	 ,
 . ( ��q- (�t�� E�/�� _-�� ? A �="
 (
 ��X(t) = ��    E)��ℊ; = q{�¹= , �¹� ,⋯ , �¹4}  ,
 >
 ������ ��,q- (
 ��="
 $�Z _-�� ? A ��  E)�� q{�=, �?, ⋯ , �;}   P�
�/�)/ .G-
ℊ; ⊂ q{�=, �?, ⋯ , �;} ⊂ ℱ;  �"��#$ ($�/ ��@4 ?,
 #
 (
�� E� *�! �¹4  �/ G�9# ��ℱ;  x�A E)�� G��R ���C# 
�ii  x�A .G-
 �
�W�/iii  z�� �/ P�)t�� .G-
 ET� /·; = �¹4 

GA�# (
�� E�  

�[·;D=||ℱ;y = �[�¹4-=||ℱ;y ≥ 	 �f[¹4-=||ℱ4y 		≥ 	 �¹4 = ·; 

 P�
�/�)/·; # �� �/ G�9ℱ; X�  )C9� 7.)����� ��,.  

∎ 

15-4 C]"E K
* $
��  

  �)3 z��τ  �3  A�/ E���	 ��$�=� �/ E�$�D� ��BC� X�τ: Ω → ℜ . ?�.#i τ  �W�� (��, X�G-
 �R
  

 [τ = ky ∈ ℱV  �.�$ ����� �/ [ : τ(ω) = ky ∈ ℱV.  

 �R
τ  ?�.#i  A�/ �W�� (��,[τ = ky  �<=# �$  )�
�� �3 G-�)�� P� /�V  �;)�
 >
�/ .$�
$ �W��τ  ��BC� X�

 �/ G�9#  ��/ ' A�/ ����� N�Z E�$�D�ℱV  ����	
 �3�V  ���C# 
� {�� ����� �3  A�/ ��@4 ?,
 #
 '$�
$ �/�$ 
�

 :W
+ �$ . �$ E�τ   )�
�� f� #
 >+��X  ������;)�
 �/ ���� �/ ��
 .G-
 ? A ℱV f4 ' #
 >$��� ��  

 [τ = ky ∈ ℱV  �/ *$���[τ ≤ ky ∈ ℱV  *�! . A�/ E� ��.�- (
 �� �/ 
� E�$�D� ��BC� P�
 �/ x�/��ℱ# 

 (i �$ �3 U�)3 E� �����[τ ≤ ky  �/[τ = ky .G-
 >�
@.��� 7/�W  
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 ℱ# = {� ∈ ℱ:� ∩ [τ ≤ ky ∈ ℱV 	,				1 ≤ Õ < ∞} 
 P�
 :W
+ �$σ- >+�9� �� �C;Y�3 �W�� >�� (��, �$  )�
�� �$ $���� ����	
 '(
 ��k  7��A �3 X=, �?, ⋯ , �V 

  ��5�4 >+� �/ 
� $�A E�A  P�
 E)�� . )3 E� $+ �� ��.�- (
 �� �3 G-
 E��� ��5�4 ������ 'A   � / ��

 �$  )�
�� +X=  �� '$�A �W�C�A  �$  )�
�� +  � / ��X?  + ... + $�A �W�C�A  �$  )�
�� +  � / ��XÈ  �W�C�

 H�W+  ��5�4 'H���� �$ + $�AA  �3 >��	 �/ G-
A  ' �I!�� ��k  �3 E#��, +  �$ ��  )�
�� g
A  ' �$ E� ��

 P�
 + $$�R �W�C�  )�
��k  P�/ ��$�=� E���� >
�/1  �� $�A E� ����� G��T# E/ �� ��.�-(
 �� ℱ#   �l�! E����

 H�W+A .$�A 7��A K�#  )�
�� ,
 G��T# E/ �I!�� �� EC! 
�  

 ����� [�	[τ = jy ∈ ℱb  �/ ���� �/ ���C# �$ +{� ∩ [τ = jy} ⊆ [τ = jy U��
$  {� ∩ [τ = jy} ∈ ℱb  
  �$ E� ���C# �3[τ = jy  �/ G�9#ℱ# .G-
 ��@4 ?,
 #
  

  

3��4� �R
 :τ  �"��#$  >
�/ �W�� (��, X��;  +  A�/A  ������ ?�.#i . A�/  ��5�4 X�A   �/ g =� 
�τ  U���R

 ECW+ ?�R��τ = n  A�/ E�$�D� >�� ��BC� ? ��5� �/ 'X=, �?, ⋯ , �; U���./ U�#
�C/	A ��Z �� ?$�C�
 {��
.  

  

 �/ g =� >��  ��5�4 ��� ������ (�)3
τ   �/ 
�ℱ#  E� (�5# 7�j � + b ' �"
 >�� G�9W �$ + .U��$ E� (�5#

 �3 U��$ℱ#   g�� �/ℱ# = {� ∈ ℱ: � ∩ [τ = ky ∈ ℱV 	, 1 ≤ Õ < ∞}  X� ��.]�- .G-
 (
 ��  �C�"
 [τ ≤ ky  �/[τ = ky .G-
 >�
@.��� 7/�W  

 �3 G-
 ET� /  :�"
∅ ∈ ℱ#  

 �R
 :b� ∈ ℱ#   ?�.#i	Ö�o ∩ Ôτ = nÕ× = Öτ = n× − � ∩ {τ = n} ∈ ℱ;  P�
�/�)/�o ∈ ℱ#  

 �R
 :��3 ∈ ℱ# >
�/ 4 = 1,2, …  ?�.#i	Ö(⋃ �3)3 ∩ Ôτ = nÕ× = 	⋃ Ö�3 ∩ Ôτ = nÕ×3 ∈ ℱ;  P�
�/�)/ ⋃ �33 ∈ ℱ#  	∎ 

  

 :W
+ �$ℱ#  ' ��.�-(
 �� �W�� >�� (��, �� �3 G-
 E��� ��5�4 >
�/ ? A �CZ�-  (��/ �/ . )�$ E� �� �ICO�

 '�.�$ ��.�- (
 �� �W�� (��, �� �3 G-
 �M� P�
X= )τ = 1 �W�� (��, �� + ... ' )�$ E� �� E��� ��5�4 �Y ( XV )τ = k ����	
 :W
+ �$ . )�$ E� �� E��� ��5�4 �Y (ℱ#  ��$�=� 7��A 'τ(ω), �=(ω),⋯ , �τ(�)(ω) 

  �$ E� (�5# �3 ' A�/ E��τ(�)(ω)  >�M� �3 G-
 E�$�D� ��BC� X�Ω (�Y . )3 E� �
K�
 
�  

p�( ) = p�( �)				∀� ∈ ℱ# 										⟺ 													 �3( ) = �3( �) 		 ∶ 		4 ≤ τ( ) = τ( �)	 
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 �� >
�/ '�.�$ ����� �/�3  �/4 ≤ τ( )  '   + �  �R
 �T)� + �R
  #��R E� �
�W ,
��
 X� �$A  �/ (��K�� ��	 �/    + �  (�Y +  �$ ��   + �  
@" ( #�
$ �
�W ,
��
 X� �$) )�$ E� �� (��, U�τ( ) = τ( �) .  

 �3 U��$ E� (�5# *�!�τ= , �τ�   )C9� 7.)�����.  ($�/ 7.)����� z�� G�� �3 U��$ (�5# G-
 E��3�;  '�� ℱ#= ⊂ ℱ#� >
�/ P�
�/�)/ .τ= ≤ τ?  '∀� ∈ ℱτ= 		 ∶ 			� ∩ Ôτ= ≤ kÕ ∈ ℱV 	 E��	 ,
 '  

� ∩ Ôτ= ≤ kÕ ∩ Ôτ? ≤ kÕ = � ∩ Ôτ? ≤ kÕ ∈ ℱτ� 			⟹ 					� ∈ ℱτ� 			 	⇒ 		ℱ#= ⊂ ℱ#� 			 
��!� :  �)3 z��X=, �?, ⋯ , �;   G�9#ℱ=, ℱ?, ⋯ , ℱ;  +  )A�/ 7.)�����τ  A�/ �W�� (��, ?�.#i ' �$˄;  τ˄8 = Q48(τ, 8)) ( �/ G�9#ℱ$  G-
 7.)�����.  

 :%�&'�GA�# (
�� E� ER ?$�- �/   

�$˄;l=(Â) = { : �$˄;( ) ∈ Â}																					= Ö�$ ∈ Â ∩ τ? ≤ n× ∪ Ö�$ ∈ Â ∩ τ? ≤ n×																					= A9{ : �Ï ∈ Â, τ = i};
3<= C ∪ { : �Ä ∈ Â, τ > n} ∈ ℱÄ 

 P�
�/�)/�$˄; G-
 ��@4 ?,
 #
.  

 E��	 ,
  �.�$�$˄; 
��, G-
 ��@4 *
�.C#
  

|�$˄;| ≤ :|XÏ| ⇒Ä
3<= �|�$˄;| < ∞ 

 U��
$ P�)t��  

�$˄; = �$p$â; + �Äp$W; =:�Ïp$<3Äl=
3<= + �Äp$W; 

GA�# (
�� E� P�
�/�)/  

�[�$˄;||ℱ;l=y = :�Ïp$<3Äl=
3<= + p$W;�[�;||ℱ;l=y 

																										= 	:�Ïp$<3Äl?
3<= + �Äl=p$<Äl= + p$5Äl=�Äl= 
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 																									= �$p$â;l= + �Äl=p$W;l= 																									= �$˄(;l=)	
  

 ��:;15-2 : �R
X=, �?, ⋯ , �;  G�9#ℱ=, ℱ?, ⋯ , ℱ;   +  )A�/ 7.)�������,1 ≤ τ= ≤ τ? ≤ 8  >�� (��,

 ?�.#i ' )A�/ �W���τ= , �τ�   �/ G�9#ℱ#=   +ℱ#�  .G-
 7.)�������,  

 :%�&'� �/ 
 C/
 �$� = �$l=(Â) U��
$   

� ∩ Ôτ= ≤ 8Õ = Ö�$ ∈ Â ∩ τ? ≤ n× =9Ö�È ∈ Â ∩ τ? = k×;
V<¿ ∈ ℱÄ			 

 P�
�/�)/�τ=   �/ G�9#ℱ#=   p���� P��� �/ .G-
 ��@4 ?,
 #
�τ�   �/ G�9#ℱ#�   E��	 ,
 .G-
 ��@4 ?,
 #
 K�# R�τàR  _-��∑ |XÈ|ÄV<=  f4 $�A E� b�IB�R�τàR    A�/ E� ��@4 *
�.C#
 >��@4 *
�.C#
 x�A (�YX;  �CA
$ 
�

 A�/ E� ��@4 ?,
 #
 K�# �T#i E��)C� H���� P�
�/�)/ .U�
 '�3 U��$ (�5#  ��/ f4�[�#�||ℱ#=y ≥ �#=  >
�/ �� +

 ��� ∈ ℱ#=  '; �#� − �#=³U	� ≥ 0.  

� ∈ ℱ#= 	⟹ 	� ∩ Ôτ= < Õ ≤ '?Õ = � ∩ Ôτ= ≤ k − 1Õ ∩	 Ôτ? ≤ k − 1Õ� ∈ ℱVl= 

 �R
 *�!ΔV = XV − XVl= :?�.#i '$�A �����  

; �#� − �#=³U	� = ; ∑ pÔτ=âV0#�ÕΔV;V<= ³U	�   

																												= ∑ ; pÔτ=âV0#�ÕΔV³U	�;V<=   

 ($�/ 7.)�������, �/ ���� �/ P�
�/�)/ +ΔV  �/ G�9# ��ℱV .$�A E� 7��! ���C#  

	; �#� − �#=³U	� 	= ∑ ; ΔV³U	�∩Ôτ=âV0#�Õ;V<= ≥ 0				; 		� ∩ Ôτ= < Õ ≤ '?Õ ∈ ℱVl=	  
 '
��,  

� ∩ Ôτ= < Õ ≤ '?Õ = 	� ∩ Ôτ= ≤ Õ − 1Õ ∩	 Ôτ? ≤ Õ − 1Õ� ∈ ℱVl= 

�3 U�#
$ E� (�� z�� [�	 E��	 ,
 +�[�V − �Vl=||ℱVy ≥ 0	�3 GA�# (
�� E� P�
�/�)/ .  

�[�#�||ℱ#=y ≥ �#=  
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15-5 K�
,�
�
*  

.$��R E� �
�W ��"�<� $��� E-�-
 >+�9��# +$ qO/ P�
 �$  

 ��:;15-3 : �R
X=, �?, ⋯ , �;  >
�/ ?�.#i ' )A�/ 7.)�������,α ≥ 0 :U��
$  

æ[max30; �3 ≥ αy ≤ 1
α
�[|�;|y 

 :%�&'� >
�/α ≥ 0    �)3 z�� '?
�O"$�= = [X= ≥ αy  '�V = [maxÏ0È XÏ ≥ αy : �$ E� ���C# �3  

� =9�V;
V<= = [maxÏ0Ä XÏ ≥ αy 

 �3 ��#i ,
�;  f4 'G-
 7.)�������,�V ∈ ℱV = q{�=, �?, ⋯ , �V}  >��@4 ?,
 #
 �/ ���� �/ P�
�/�)/ +�V 

 �/ G�9#ℱV :U��
$  

; �;	� dP = ∑ ; �;³U	��;V<= = ∑ ; �[�;||ℱVy³U	��;V<= ≥ ∑ ; �V³U	��;V<=   

 �3 U�#
$ E� *�!�; :���C# �$ + G-
 7.)�������,  

; �V	�� dP ≥ 	; �Vl=	�� dPdP ≥ 	⋯ ≥ ; �=	�� dP						; 		�V ∈ ℱV , �V ∈ ℱb ∶ 		d < Õ  

⟹ ; �V	�� dP ≥ 	; max	(�=, �?, ⋯ , �V)	�� dP ≥ 	; α
	�� dP = αP(A)  

⟹ αP(A) ≤ ; �;	� dP = ; �;	£"Æ�ßøã èßWα¤ dP ≤ ; �;	£"Æ�ßøã èßW¿¤ dP  

																																																																												≤ ; �;	[¹4W¿y dP = E[XÄDy  
																																																																												≤ E[XÄDy + E[XÄly = E[|�;|y 

/.G-
 ? A ���w
 ��MW P�
�/�)  

 ��7�15-9 : �R
S=,  ?, ⋯  �)/ ���� P�
 �$ ' )A�/ �� P�.#��� �/ 7=C9� E�$�D� >����BC� E8K� >�� H����

*�L� �/15-1 ?�.#i 'U���./ �o# �$ E��)C� 
� �� f#���
+ �R
 . )�$ E� 7�;5� 7.)����� X� 'S=?, S??, ⋯  X�

 ��MW �/ U3�! �</
� +  )�$ E� 7�;5� 
� 7.)�������,14-3 :$�/  �
�Z ��, ���� �/ E�$�D�  )�
�� P�
 >
�/  

æ £max30; SÏ? ≥ α¤ ≤ =
α
� �[SÄ?y  

 ($�/ �� �/ ���� �/ '�.�$ ����� �/ ��:����BC� g+$ (
��  ��
 + f#���
+ >�/
�/ + �� P�.#���  
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 æ £max30; |SÏ| ≥ α¤ ≤ =
α
� \x�[SÄy  

.G-
 a+�R��I3 >+�9��# (��� �</
� P�
 �3  

:	�=�
�� ,
 >��D� PCA
$ �/ ,��# 
 C/
 7D� P�
 E-�-
 + UT� >+�9��# P��+$3  ?,�/  �)3 z�� .$�
$ ��[¥,Ây  X�

 �3  A�/ �I���¥ < Â  +�=, �?, ⋯ , �;  >�� :	�=�
�� $
 �� . )A�/ E�$�D� >����BC�[¥,Ây  �I�-+ �/ �3 �=( ), �?( ),⋯ , �;( )   ��, ,
 �"��#$ �3 G-
 E����$ $
 �� �/ �/
�/ ' #�A E� $���
¥  >l�/ �/Â  .$+� E�

 >�� G� $
 �� �/ �/
�/ �� :	�=�
�� $
 �� ^�Z ��	 �/u  +v  _/
+� �$ ��#�w +  )A�/ �CA
$ v��� �
 =� l+
 �3 G-


: ))3 { � ��, 

 >
�/1 ≤ T < # ≤ 8        :U�A�/ �CA
$ '+ �3 ≤ ¥															 4 = T¥ < �3 < Â T < 4 < #�3 ≥ Â															 4 = # 

 ��:;15-4 :R
 �X=, �?, ⋯ , �; ?,�/ �$ �� :	�=�
�� $
 �� ?�.#i ' )A�/ 7.)�������, [¥,Ây  { � ��, �</
� �$

: )3 E�  

�[$y ≤ �[|�;|y + ¥Â − ¥  

 :%�&'���MW �/ �)/2  >
�/'? ≥ '=    :U��
$�[�#�y ≥ �[�#=y  *�! .'3  ���� �/ �� :	�=�
��  )�
�� �$ 
� ��

.U�)3 E� ����� ��,  

 '=  P�"+
 =j  �3�b ≤ ¥   �/ �/
�/ ���� P�
 ��} �$ +  A�/n .G-
  

'V  >
�/)k  P��C;Y�3 =($��j  �3'Vl= < d ≤ 8  +�b ≤ ¥   �/ �/
�/ ���� P�
 ��} �$ +  A�/n .G-
  

'V  >
�/)k  P��C;Y�3 =(�+,j  �3'Vl= < d ≤ 8  +�b ≥ Â   �/ �/
�/ ���� P�
 ��} �$ +  A�/n .G-
  

 '���C# �$ +U  P��CR�K/ �/ �/
�/i  �</
� �$ �3 G-
�#�à�= ≤ ¥ < Â ≤ �#�à  . )3 { �  

 �I��� '��MW ���w
 ��o)� �/¥  �� Â  ?,
 #
 �/ 
�¥  E�$�D� ��BC� ��$�=� + U�)3 E� 7=C)� P���4 �/�V − ¥   
�

 E�$�D� ��BC� '�.�$ ����� �/ .U���R E� �o# �$ �� �/ �/
�/  )-� E� E)� �
 =� �/ �3·V   ����� ��, ���� �/ 
�

 ?,�/ �$ 
� E)��# ��$�=� E�$�D� ��BC� P�
 + U�)3 E�[0, jy  �3 >��	 �/  )3 E� ���CZ
j = Â − ¥ .  

·V = max{�V − ¥, 0} = (�V − ¥)D 

                                                           
3 Upcrossing 
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 P�
�/�)/U   ?,�/ �$ �� :	�=�
�� $
 �� �/ �/
�/[0, jy   >�� 7.)�������, >
�/Y=, ·?, ⋯ , ·;   A�/ E�   �)3 GW$)

 :/�� �3(�V − ¥)D  P�
�/�)/ 'G-�� 7.)�������, ,
 >$��� b �� :/�� X�·; ( #
 7.)����� ��, K�# �� >��	 �/

: #�A E� ����� ��, ���� �/  )�
�� P�
 >
�/ �W�� >�� (��, �3  

10 =τ  

'V  >
�/)k ($��:  P��C;Y�3j  �3'Vl= < d ≤ 8  +·b = 0   �/ �/
�/ ���� P�
 ��} �$ +  A�/n .G-
  

'V  >
�/)k (�+,:  P��C;Y�3j  �3'Vl= < d ≤ 8  +·b ≥ j   �/ �/
�/ ���� P�
 ��} �$ +  A�/n .G-
  

 �3 U��$ E� (�5#'V           �3 U��$ (�5# G-
 E��3 . )C9� �W�� >�� (��, '{�� ����� �/ ��['V = dy ∈ ℱb 

�� 
 C/
 ��o)� P� / �3  �)3 zk :���� P�
 �$ . A�/ $�� >$ �  

['V = dy = 	⋃ ['V = d, 'Vl= = 4ybl=3<= = ⋃ [	'Vl= = 4, ·3D= > 0,⋯ , ·bl= > 0, ·b = 0ybl=3<=   

 G�9# l�/ �"$��� G-
� G�- ����� >
K�
 ,
 X� �� >��@4 ?,
 #
 �/ $�)C-
 �/ P�
�/�)/ �/ℱ3  'ℱ3D=   ... +ℱb   �$

 '���C#['V = dy   �/ G�9#ℱb   :E)�� .G-
 ��@4 ?,
 #
['V = dy ∈ ℱb.  

 >
�/ E��	 ,
['V = 8y U��
$ K�#  

['V = 8y = ['V ≤ 8 − 1y� ∈ (ℱ;l= ⊂ ℱ;) 
 ���C# �$'V  >
�/k  >
�/ + G-
 �W�� (��, X� '$��k .$�A E� ���w
 �/�5� ��	 �/ K�# �+,  

 (�Y E��	 ,
'V   �<=# �/ �� G-
 >$��� 
 �3
k=n   -�/:U��
$  

·; = ·#4 ≥ ·#4 − ·¿ = ·#4 − ·#4�= + ·#4�= − ·#4�� + ·#4�� −⋯− ·#Ê  

																														= ∑ (·#� − ·#��=)V<?3 + ∑ (·#� − ·#��=)V<?3l= 					 ; 		1 ≤ Õ ≤ 8  

��MW �/ $�)C-
 + �"$����# P���	 ,
 E\���  ��
 PC��R �/ *�!15-2 $ (i > ���C# �3  ��
 ($�/ E)��# 'qO/ P�
 �

:U��
$ ' A�/ E� �"$����# G-
� G�- ����� P��Zi E\���  

�[·;y ≥ �[∑ (·#� − ·#��=)V<?3 y  
 E��	 ,
 +  )C9� G�L� '�"$����# G-
� G�- E\���  ��
 ���� E���� U�#
$ E�·#� − ·#��= ≥ j  :���C# �$  

�[∑ Q·#� − ·#��=RV<?3 y ≥ �[∑ jV<?3 y = j�[∑ 	V<?3 y   
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 �3 G-
 v\
+∑ 	V<?3   �+, >�� f� #
 $
 �� �3 
�Y .G-
 ��"�<� $��� ?,�/ *�	 �$ �� :	�=�
�� $
 �� �/ �/
�/

  )�
�� >
�/ �+, >�� f� #
 $
 �� �/ �/
�/ �� :	�=�
�� $
 �� U�#
$ E� +  )3 E� N���A 
�  )�
�� �$ ? A·V  .G-


:���C# �$  

�[·;y ≥ �[∑ Q·#� − ·#��=RV<?3 y ≥ j ∑ 	V<?3 = j�[$y  
⟹ �[$y ≤ �[·;yj 	 

 >
�/ *�!�[·;y  :U��
$ K�#  

�[·;y = ;·;³U = ;(�; − ¥)p[¹45¡y³U = ; (�; − ¥)³U	[¹45¡y = ; (�; −	[¹4l¡5¿y¥)³U  																																= �[|�; − ¥|Dy ≤ �[|�; − ¥|Dy + �[|�; − ¥|ly 																																= �[|�; − ¥|y ≤ �[|�;| + |¥|y = �[|�;|y + |¥| 
 ($�/ E)��# �/ ���� �/ ���C# �$¥  :U��
$ + $�A E� ���w
 ��MW  

�[$y ≤ �[|�;|y + |¥|Â − ¥ = �[|�;|y + ¥Â − ¥  

 

15-6 ���%�* K
�
+]  

b+$ �/ b�9)� �� 7.)����� E�
�.�� ��MW4 .G-
 ��, ���� �/ (i 7;A P��� ?$�- �3 $�
$ E�+�C� >�� 7;A  

 ��:;15-5 :  �)3 z��X=, �?, ⋯ , �;  �R
 . )A�/ 7.)�������,Õ =  TU�[|�;|y < ∞  ?�.#i '�;  �/

 *��C!
1  �/X  �3 >��	 �/  )3 E� 7��X  �3 G-
 E�$�D� ��BC� X��[|�|y ≤ Õ.  

 :%�&'� >
�/¥  + Â   �)3 z�� 'G/�w$;   )�
�� >�� :	�=�
�� $
 ��X=, �?, ⋯ , �;  ?,�/ *�	 �$[¥,Ây  . A�/

��MW 2�-
 �/4  ($
$ �
�W +�[|�;|y ≤  TU�[|�;|y = Õ  :U��
$  

�[$;y ≤ �[|�;|y + |¥|Â − ¥ ≤ Õ + ¥Â − ¥ 

                                                           
4 Doob 
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 �3 ��#i ,
$;   + G-
 E"+K# ��}�[$;y  �3 U���R E� ���C# 
�);� E�
�.�� ��MW ,
 'G-
 �
 #
�3 TU$;  *
�.C#


  �)3 z�� *�! . )3 E� ���CZ
 E��)C� ��$�=� �� ��� ����=� + G-
 ��@4X∗  +�∗  p���� �/limsup  +liminf 

 E�$�D� >����BC� �"��#$X=, �?, ⋯  . #��./ K�# 
� G��T# E/ ��$�=� G-
 P;�� �3  )A�/  

 �R
�∗ < ¥ < Â < X∗  ?�.#i ' A�/$;  �5��� 
��, .$+�/ G��T# E/ G�- �/  ��/X∗  +�∗  + l�/ �$ p���� �/

 P���4Â  +¥  �
 =� X� �5��� P�
�/�)/ $�A E� �
�;� ��
 P�
 K�# ��/ G��T# E/ +  #��R E� �
�WU  EI�W ��$�=� �/

  �3 ��#i ,
 ��
 .$�A E� ?$+K�
 (i$;  *��C!
 �/1 :f4 'G-
 �
 #
�3  

 æ[�∗ < ¥ < Â < X∗y = 0. 

 ������ z�� �/ *�!�  g�� �/} �;( ) G9�# 
�.�� E��)C� �# �� + E��)C�  ! X� �/ :{	� = E� (�5# 

.G-
 �� �/ �/
�/ ������ P�
 *��C!
 �3 U��$  

� = { :−∞ ≤ �∗ < �∗ ≤ ∞} 
				= 9 { :−∞ ≤ �∗ < ¥ < Â < �∗ ≤ ∞}¡âÀ¡,À∈"

 

				= 9 {$; = ∞}¡âÀ¡,À∈"
 

U��
$ P�
�/�)/  

æ(�) ≤ 	 : æ($; = ∞)¡âÀ¡,À∈"
= 0 

 �</
� (
�� E�# f4�∗ < �∗   ���C# �$ + G���@4 
��∗  +�∗  *��C!
 �/1  �"��#$ P�
�/�)/ +  )C9� �/
�/ �=, �?, ⋯ , �;   )#�� E�$�D� ��BC� X� �
 =� �/X  �/ . A�/ K�# E��)C��#  #
�� E� �
 =� P�
 �3  )3 E� 7��

:�3 U��
$ �I�9� z�� + ���� U" 2�-
 �[|�|y ≤ M4@48X�[|�;|y ≤ Õ  P�
�/�)/�[|�|y ≤ Õ . 

∎ 

 �R
 *�!�;  :U��
$ ?�.#i  )� / 7.)�������, X� 7�;5� ���[|�=|y ≤ �[|�?|y ≤ ⋯  P�
�/�)/ +�[|�;|y 

 )3 E� $��� �;I/ '$�/  �
�O# E"+K#  '�3 >��	 �/ G-
 (i U���4�- �/ �/
�/ (i  ! + $�
$ U�  ! + M4@�[|�;|y = Õ . 

 :�1T� ($�/ E��)C� z��k  �R
 �3 
�Y G-
 E���! E\�� '��MW P�
 �$�;  ' )� / E)��# 7.)����� X� 7�;5� ��

 �/ ���� �/ ?�.#i�[|�;|y = �[�;y = �[�=y < ∞  'k .$�/  �
�Z E��)C� ��+K" 
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 �$ �3 
� ��, U"  ��/ qO/ P�
 �$ E�
�.�� ��MW P��+$ �8
�
 ,
 q�4�
�W ?$�C-
 $��� ��MW ���w $��R E�'  $���

.$
$ �
�W ����  

 �$15-1  : �R
Z  + ��@4 *
�.C#
ℱ;  ,
 >
 �"��#$ ��.�-(
 ��  �$ ?
�O"$ℱ  E�$�D� ��BC� ?�.#i ' )A�/�[¸||ℱ;y  

 .G-
 ��@4 *
�.C#
 GZ
�);� ��	 �/  

 :�1T� :/��X;  �R
 G-
 ��@4 *
�.C#
 GZ
�);� ��	 �/lim¡  TU; ; |X;|	[|(4|5¡y ³µ = 0  

 :%�&'� �3 ��#i ,
|�[¸||ℱ;y| ≤ �[|¸|||ℱ;y �R
 P�
�/�)/ .�[|¸|||ℱ;y *
�.C#
 GZ
�);� ��	 �/ �$  A�/ ��@4

 ���C#�[¸||ℱ;y   )#�� E�/�� �R
 �.�$ ����� �/ .G-
 ��@4 *
�.C#
 GZ
�);� ��	 �/ K�#ä;  �3  A�/ �CA
$ $��+ |ä;| ≤ X;  '?�.#i[|ä;| > ¥y ⊆ [X; > ¥y :P�
�/�)/ +  

lim¡  TU; ; |ä;|	[|)4|5¡y ³µ ≤ lim¡  TU; ; X;	[|)4|5¡y ³µ ≤ lim¡  TU; ; X;	[|(4|5¡y ³µ   

 E)�� � )3 E� 7�� �� �/ K�# �Y G�- ����� ?�.#i ' )3 7�� �� �/ G-
� G�- ����� �R
 +ä;  ��@4 *
�.C#


 U��$ (�5# G-
 E��3 f4 .G-
 GZ
�);�M4@¡  TU; ; �[|¸|||ℱ;y	[f[|*|||ℱ4y5¡y ³µ   )3 E� 7�� �� �/

 �3 $�A G/�w ��lim¡  TU; ; |�[¸||ℱ;y|	[|f[*||ℱ4y|5¡y ³µ  ���C# �$ +  )3 E� 7�� �� �/�[¸||ℱ;y 

*
�.C#
.G-
 GZ
�);� ��@4  

 'U�)3 E� ����� 
 C/
�¡; = [�[|¸|||ℱ;y > ¥y  (�Y +�[|¸|||ℱ;y  �/ G�9#ℱ;  f4 'G-
 ��@4 ?,
 #
 �¡;  �/ G�9# K�#ℱ; .$�/  �
�Z ��@4 ?,
 #
   >��@4 ?,
 #
 �/ $�)C-
 �/�¡;  �/ G�9#ℱ;  E\���  ��
 ����� +

:U��
$ P�5�4 >�� 7D� �$ E	�A  

; �[|¸|||ℱ;y	�+4 ³U = ; |¸|	�+4 ³U  

 U��$ (�5# G-
 E��3 f4lim¡  TU; ; |¸|	�+4 ³U = 0  .  

 ����� �/ �)/limsup  x�A �/ *$��� '�� �"��#$ E�
�.�� ����� P�)t�� +:�3 U��$ (�5#  ��/ '�3@"
 {�� E"
�.C#
  

∀ü > 0					∃¥	 ∶ 		 ∀8			; |¸|	�+4 ³U < ü  

 �3 U�#
$ E�; |¸|	�+4 ³U  ,
 E�/���¡;  '�� ?$�- ����� �/ ���	  P�)t�� + G-
|¸|  �/ �)/ 
@" G-
 G�L� E�/��

 'U�$�;�# (+$
� ��MW|¸|   )#�� >
 ?,
 #
 E"�.Y  #
�� E�µ  ?,
 #
 _-�� �3  A�/P :E)�� .G-
 b�IB�  

�(�) = ; |¸|	�	 ³U						 ⟹ 							� ≪ æ	  
 N+� �/ $�)C-
 �/ε − δ :U��
$ {�� ?,
 #
 +$ >
�/ (i >��R��;/ + [I<� ��	 �/ E.C-��4 ��MW �$  
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∀ü > 0					∃w	 ∶ 		æ(�) < w				 ⟹ 				�(�) = ; |¸|	�	 ³U < ü  

 >
�/ ��
¥ :U��
$ a�3��� >+�9��# �/�)/ 'e�K/ E��3 � W �/  æ[�[|¸|||ℱ;y ≥ ¥y ≤ =¡�[�[|¸|||ℱ;y = =¡�[|¸|y < w  

 �/ �
 =� P�
 +n  �� >
�/ 
@" �$�
 # E.C9/n  >
�/ ���C# �$ .G-
 �
�W�/α → ∞:  

æ[�¡;y ≤ 1¥ �[|¸|y < w					 ⟹ 		æ[�¡;y < w					 
⟹ 	�(�) = ; |¸|	�	 ³U < ü  

⟹	∀ü > 0					∃¥	 ∶ 		 ∀8			; |¸|	�+4 ³U < ü		  
⟹	lim¡  TU; ; |¸|	�+4 ³U < ü	   

.G-
 ? A ���w
 U" 'P�
�/�)/ +  

 ��:;15-6 : �R
ℱ; ↑ ℱH   +Z  �/ �/
�/ *��C!
 �/ ?�.#i ' A�/ ��@4 *
�.C#
1 U��
$  

�[¸||ℱ;y → �[¸||ℱHy 
 :�1T�  �R
ℱ;  ,
 >$��� >
 �"��#$σ-  ?�.#i ' A�/ �� (
 ��⋃ ℱ;H;<=    �/ 
�ℱH E� + U��$ E� (�5# GA�# (
�� ℱ; ↑ ℱH  �3 $�
 # E�+K" �C�"
 .ℱH  (��� �=�W$⋃ ℱ;H;<=  �3 G-
 g,l E"+  A�/⋃ ℱ;H;<=   "��ℱH . A�/  

 :%�&'��; = �[¸||ℱ;y  �/ G�9# 7.)����� X�ℱ;  >��@4 *
�.C#
 x�A G�� +  A�/ E�Z 2�-
 �/ 'U"  

 15-1 '�[¸||ℱ;y  P�
�/�)/ +  A�/ E� GZ
�);� ��@4 *
�.C#
�;  .G-
 GZ
�);� ��@4 *
�.C#
 K�#  

U��
$ P�)t��  

|�;| = |�[¸||ℱ;y| ≤ �[|¸|||ℱ;y ⟹ �[|�;|y ≤ �[�Ô|¸|Y|ℱ;yÕ = �[|¸|y 
 >��@4 *
�.C#
 x�A G��Z '�[|¸|y < ∞  ���C# �$ +�[|�;|y < ∞  P�
�/�)/ + TU�[|�;|y < ∞  �/ .

 �;)�
 �/ �����;  �/ G�9# 7.)����� X�ℱ; �MW �/ $�)C-
 �/ ' A�/ E��15-5 '�;  *��C!
 �/1  �/X  E� 7��

 �3 >��	 �/  )3X  �3  A G/�w f4 .G-
 ��@4 *
�.C#
 E�$�D� ��BC� X��; → �   +X  .G-
 ��@4 *
�.C#
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 �3 U��$ (�5#  ��/ *�!� = �[¸||ℱHy )� P�
 >
�/ + �3 U��$ (�5#  ��/ ��oX  ,
 E#��+�[¸||ℱHy  �/ .G-


 GZ
�);� >��@4 *
�.C#
 �/ �����;   +�; → �  '
�);� E�
�.�� ��MW �/ $�)C-
 P�)t�� +;�; → ;�  .

: P�
�/�)/  

M4@; ; �;	� ³U = ; �	� ³U			 ∶ �¯ℱV 						,				Õ ≤ 8  

 ($�/ 7.)����� ERS�+ ,
 ?$�C-
 �/ P�
�/�)/�; :U��
$ ��  

; �;	� ³U = ; �[¸||ℱ;y	� ³U = ; ¸	� ³U							, �¯ℱ; 		⟹ 		�¯ ⋃ ℱV;V<=   

 �� >
�/ P�
�/�)/�¯ ⋃ ℱV;V<= :G-
 �
�W�/ ��, �</
�  

M4@; ; �;	� ³U = ; �	� ³U = M4@; ; �[¸||ℱ;y	� ³U = ; ¸	� ³U							,				�¯ ⋃ ℱVHV<=   

 �3 $
$ (�5# (
�� E�⋃ ℱVHV<=  X� 7�;5� ��π - �� >
,
 �/ �3 l�/ �</
� f4 . )�$ E� UC9�-A  �/ [I�C�π 

– �� >
,
 �/ 'G-
 �
�W�/ UC9�-A  �/ [I�C�σ-  P�
 _-�� ? A  �"�� (
 ��π – (�Y *�! .G-
 �
�W�/ K�# UC9�- �; → �  +�;  �/ G�9#ℱ;  �/ G�9# ���C# �$ + G-
 ��@4 ?,
 #
ℱ;D=  'ℱ;D?  + ... 'ℱH  'G-
 ��@4 ?,
 #
 K�#

 �/ G�9# U� (i  ! f4ℱH  '���C# �$ .$�A E� ��@4 ?,
 #
�¯ℱH  >��@4 ?,
 #
 +X  �/ G�9#ℱH  E� ���C#

 �3  �$X  ,
 E#��+�[¸||ℱHy .$�A E� ���w
 ��MW + G-
  

  

15-7 $��� 1%��E�
�  

 3��4�15-3 : E�$�D� >����BC� �"��#$⋯ ,�l?, �l=  �/ G�9#σ-  >�� (
 ��⋯ ,ℱl?, ℱl=  7.)����� X�

. )3 { � ��, x+�A �$ �R
 $�A E� ? ���# (+�
+  

i (ℱÄ ⊂ ℱ;D=  '8 < −1  

ii (�;  >
�/8 ≤ −1  �/ G�9#ℱ; ' A�/ ��@4 ?,
 #
  

iii (�;  >
�/8 ≤ −1      :E)�� � A�/ ��@4 *
�.C#
�[|�;|y < ∞ '  

iv *��C!
 �/ (1  >
�/8 < −1 :U�A�/ �CA
$ �[�;D=||ℱ;y = �;.    
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 ��:;15-7 :  ! '(+�
+ 7.)����� >
�/M4@;→H�l; = �  �� >
�/ + G-
 ��@4 *
�.C#
 + $�
$ $��+n '�[�l;y = �[�y .  

 :%�&'� ��MW ���w
  )#��� ��MW P�
 ���w
12-5  . A�/ E�  �)3 z��X∗  +�∗  p���� �/limsup  +liminf  �"��#$

 E�$�D� >����BC�Xl=, �l?, ⋯  . #��./ K�# 
� G��T# E/ ��$�=� G-
 P;�� �3  )A�/  

 E��)C� �"��#$ >
�/XlÄ, ⋯ , �l?, �l=   �R
�∗ < ¥ < Â < X∗  ?�.#i ' A�/$;  G�- �/  ��/ K�# ��)�
 �$

  �3 ��#i ,
 ��
 .$+�/ G��T# E/$;  *��C!
 �/1  + G-
 �
 #
�3�[$;y ≤ f[|¹�=|yD|¡|Àl¡:f4 '  

æ[�∗ < ¥ < Â < X∗y = 0. 

U��
$ 
$ �� *�!  

[�∗ < X∗y = ⋃ [�∗ < ¥ < Â < X∗y�,À∈"   

⟹ æ[�∗ < X∗y = PÔ⋃ [�∗ < ¥ < Â < X∗y�,À∈" Õ ≤ ∑ æ[�∗ < ¥ < Â < X∗y�,À∈" = 0  

 �</
� (
�� E�# f4�∗ < X∗   ���C# �$ + G���@4 
�æ[�∗ = X∗y = 1  �"��#$ P�
�/�)/ +XlÄ, ⋯ , �l?, �l= 

  )#�� E�$�D� ��BC� X� �
 =� �/X  �� :	�=�
�� $
 �� (�Y + $�
$ $��+ �"��#$ P�
  ! P�
�/�)/ +  )3 E� 7��

 f4 'G-
 E��)C��∗  �
 =� ,
  #
�� E�#¥   + �C;Y�3X∗  �
 =� ,
Â   �� 7.)����� �$ �3 ��#i ,
 . A�/ �CR�K/

 'U�CA
$XÄ = E[XÄDÈ||ℱÄy  ��)�
 �$ ' :U��
$ (+�
+ >�� 7.)����� >
�/ K�#XlÄ = E[XlÄDÈ||ℱlÄy   �/ +

 ($
$ �
�Wk=n-1  :U��
$XlÄ = E[Xl=||ℱlÄy  

 >��@4 *
�.C#
 G�� *�!⋯ ,�l?, �l=  U" 2�-
 �/ +1  XlÄ = E[Xl=||ℱlÄy  ��@4 *
�.C#
 GZ
�);� ��	 �/

 '���C# �$ + G-
XlÄ → �  �3 bX   + G-
 ��@4 *
�.C#
;�l; → ;�  : P�
�/�)/ .�[XlÄy → �[�y  ��
 .

 : U��
$ E��	 ,
�[Xl=y = �[Xl?y = ⋯ = �[XlÄy  f4  )C9� �/
�/ U��/ E\��� >�� ��
 E���� (�Y +

E)�� G-
 �/
�/ (�A$�Z �/ U� (�A ! '���C# �$  

 �[�l;y = �[�y . 
 :�1T� �R
ℱ;  ,
 E"+K# >
 �"��#$σ-  �3  A�/ �� (
 ��ℱ= ⊃ ℱ? ⊃ ⋯  ?�.#i '⋂ ℱ;H;<= = ℱ¿    X� ��.�-

  (
 �� GA�# (
�� E� + G-
ℱ; ↓ ℱ¿  .  

 ��:;15-8 : �R
ℱ; ↓ ℱ¿   +Z  *��C!
 �/ ?�.#i ' A�/ ��@4 *
�.C#
 E�$�D� ��BC� X�1:  

�[¸||ℱ;y → �[¸||ℱ¿y 
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:%�&'�  �R
�l; = �[¸||ℱ;y  ?�.#i⋯ ,�l?, �l=  �/ G�9#⋯ ,ℱ?, ℱ=  ,
 ?$�C-
 �/ .G-
 7.)����� X�

 ��MW13-7 '�[¸||ℱ;y  >
�/n   ��@4 *
�.C#
 E�$�D� ��BC� G�- �/ e�K/X  (�5# G-
 E��3 . )3 E� 7��

 U��$� = �[¸||ℱ¿y  . �R
 U�#
$ E�Z  + ��@4 *
�.C#
 E�$�D� ��BC� X�⋯ ,ℱ?, ℱ=  2�-
 �/ ' )A�/ ?
�O"$ ��

U"15-1' �[¸||ℱ;y  (�Y + G-
 ��@4 *
�.C#
 GZ
�);� ��	 �/X   ! �/ �/
�/�[¸||ℱ;y  >
�/8 ≥ Õ  +k  G/�w

 A�/ E� ���C# �$ '�[¸||ℱ;y  �/ G�9#ℱ;  �/ G�9# P�
�/�)/ .G-
 ��@4 ?,
 #
ℱV 	  + ��@4 ?,
 #
 U�X  G�9# U�

 �/ℱV 	 .G-
 ��@4 ?,
 #
   (�Y E��	 ,
X  �/ G�9#ℱV 	  + G-
 ��@4 ?,
 #
k  U�#
�� E� f4 'G-
 ?
�O"$k  
�

 ECW+ .U�)3 ���CZ
 e�K/k  '$�A E� $��,n  /�� E� q�
K�
 K�#  ����
 ':W
+ �$ +n   )3 E� 7�� G��T# E/ G�- �/

 �Y�� .$��@4 E� ���� >��R ! 7�� +k  '$�A �CR�K/X  �/ G�9#ℱV E� ��@4 ?,
 #
 >�C;Y�3 >�� �$ + $�A

 ECW+ ���C#k  '$�A e�K/ E��3 ?,
 #
 �/X �3 �/ G�9# P��C;YℱV  (��� �3ℱ¿ .$�A E� ��@4 ?,
 #
 G-
  

 GZ
�);� >��@4 *
�.C#
 ,
 ?$�C-
 �/�[¸||ℱ;y  '
�);� E�
�.�� ��MW +�[¸||ℱ;y → �   ���C# �$ + ;�[¸||ℱ;y → ;�.  

 �R
 P�
�/�)/� ∈ ℱ¿ :?�.#i ' A�/  

; �	� ³U = lim; ; �[¸||ℱ;y	� ³U  

													= lim; ; �[�[¸||ℱ;y||ℱ¿y	� ³U = lim; ; �[¸||ℱ¿y	� ³U  

													= ; �[¸||ℱ¿y	� ³U  

 �I�� *�=C-
 �/ ���� �/ �Zi >�/
�/ +lim; ; �[¸||ℱ¿y	� ³U   �
 =� ,
n :���C# �$ .G-
 �C��R ����  

; �	� ³U = ; �[¸||ℱ¿y	� ³U				,				� ∈ ℱ¿  

 P�
�/�)/X  E	�A  ��
 ,
 (��+ X��[¸||ℱ¿y  E�. A�/  

�)� : >���MW15-6  +15-8  >���MW P�/ E-�-
 a�CZ
 ��
  #$
 C�
 X� �$15-5  +15-7  ��MW �$ .$�
$ $��+

15-7 E)�� E��T# ��BC� X� (+�
+ >�� 7.)����� '�l=  �
 #
�3 z�� �/ >,��# 'E�
�.�� ���w
 �$ P�
�/�)/ +  #�
$

 ($�/�[�;y  ��MW ���w
 '�.�$ ����� �/ . A�/ E�#15-7  �3X  �� 7.)�������, >
�/ G-
 ��@4 *
�.C#
 (i �$

.G9�# p-�)�  

 ��MW $�/��3 �$15-8 l���� 'ℱ;  
�σ{·;, ·;D=, ⋯ }  (i �$ �3  #��R E�·=, ·?, ⋯  . )C9� E�$�D� >����BC�

 ��MW �$15-6 'ℱ;   pI}
σ{·=, ⋯ , ·;} ! P�
 �$ .G-
G"�ℱH = σ{·=, ·?, ⋯ }   ,
 �CR�K/ G=�=! �$ ⋃ ℱ;H;<= .G-
  

%�]��� :�-B�QH�1  
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 ��:;15-9 :  �)3 z��(Ω, ℱ, æ)  + *��C!
 >�M� X�ν  >+� E��)C� ?,
 #
 X�ℱ  +  A�/ℱ; ↑ ℱH ⊂ ℱ  .

  �)3 z��æ  p"�} ?,
 #
ν  >+�ℱ;   +�;   *��C!
 �/ ?�.#i . A�/ (i �/ �~�)C� U�$�;�# (+$
� [C5�1 '�; ⟶ � 

 �3 >��	 �/X .G-
 ��@4 *
�.C#
 E�$�D� ��BC� X�  

(i  �R
P  �/ν  >+�ℱH  '?�.#i ' A�/ p"�}X .G-
 (i �/ �~�)C� U�$�;�# (+$
� [C5� 

(ii  �R
P  +ν  >+� $�)� >�� ?,
 #
ℱH 
�/ *��C!
 �/ ?�.#i ' )A�/ �/ �/1 '� = 0. 

 :%�&'� �3 U�$
$ (�5# ��W�;  >�M� >+� U�$�;�# (+$
� E"�.Y (
�)� �/ℱ; E� 7�;5� 7.)����� X� �$ . �$

 �/ G�9#  ��/ ���C#ℱ;  :U��
$ P�)t�� +  A�/ ��@4 ?,
 #
; XÄ	� dp = ν(A)  �3 >��	 �/� ∈ ℱ;  �3 ��#i ,
 . XÄ :P�
�/�)/ +  )3 E� ���CZ
 E)��# ��$�=� f4 G-
 E"�.Y X�  

�[|�;|y = �[�;y = �(�) < ∞				, � ∈ ℱ;		 
 ?,
 #
 ($�/ E��)C� �/ �)/ �Zi >+�9��# +ν  P�
�/�)/ .G-
 �
�W�/�[|XÄ|y = ν(Ω)  + TU�[|�;|y < ∞  �$ +

 ���C#XÄ  E)�� $�Z  ! G�- �/X  �3 >��	 �/  )3 E� 7��X  �/ G�9#ℱH 
�.C#
 (i  ! (�Y 'G-
 ��@4 *

 �$ℱH  �3 U�#
$ E� '��MW *+
 qO/ >
�/ ���w
 ��
$
 �$ *�! .G-
 E��)C� (i [I<�� W E\���  ��
 + ? A �����

P  �/ν  >+�ℱH   �)3 z�� .G-
 p"�}Z  U�
$�;�# (+$
� [C5�ν  >
�/ �3  A�/ �M� P�
 >+�� ∈ ℱH   :U��
$ ; ¸	� ³U = �(�)  �R
 .A  ,
 
�ℱH  	 �/ �3 U�)3 b�OC#
 >��ℱ;   ��5�4 P�
 >
�/ ?�.#i ' A�/ �CA
$ [I�� K�#

A  :U��
$; ¸	� ³U = ; �;	� ³U  P�
�/�)/ +XÄ  E	�A  ��
 ,
 E#��+�[¸||ℱ;y  :E)�� . A�/ E� 

 XÄ = �[¸||ℱ;y  �;)�
 �/ ���� �/ .Z  ��MW �/ $�)C-
 �/ ���C# �$ f4 G-
 U�
$�;�# (+$
� E"�.Y14-6 *
�.C#
 '

 �3 U�#
$ E� U� �I�9� z�� �/�)/ + G-
 ��@4ℱ; ↑ ℱH :���C# �$ .  

�[¸||ℱ;y ⟶ �[¸||ℱHy  
 >��@4 ?,
 #
 �/�)/ �3¸  �/ G�9#ℱH  >�/
�/ +XÄ = �[¸||ℱ;y :U��
$  

XÄ ⟶ ¸				 
 ! E��C;� ,
 ?$�C-
 �3XÄ ⟶ �	   �$ E� (�5#X  *��C!
 �/1  (���¸ .G-
 U�
$�;�# (+$
� [C5� '  

 �3 U�#
$ E� '��MW g+$ qO/ ���w
 >
�/ *�!P  +ν  >+� $�)� >�� ?,
 #
ℱH   )#�� ������ X� P�
�/�)/ ' )C9�

S  ,
ℱH  �3 $�
$ $��+ν( ) = 0  +P( ) = 1 ::U��
$ ���� U" �/�)/ .  

; �	� ³U = ; M4@�;	� ³U = ; M4@48X�;	� ³U ≤ M4@48X ; �;	� ³U  
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 �R
 E��	 ,
 +� ∈ ℱV  >
�/ ?�.#i  A�/8 = Õ, Õ + 1, …  :U��
$; �;	� ³U = ν(�)  ���C# �$ + M4@48X ; �;	� ³U = M4@48Xν(�) = ν(�): P�
�/�)/ .  

; �	� ³U ≤ ν(�)		, � ∈ ⋃ ℱVHÈ<= 			  
 �� >
�/ >+�9��# P�
 '
�);� 2�3 ��MW �/ $�)C-
 �/ (�)3
� ∈ ℱH = σ(⋃ ℱVHÈ<= ) :P�
�/�)/ .G-
 �
�W�/  

;� ³U = ; �	Þ ³U ≤ ν( ) = 0			,			 ∈ ℱH	  ⟹ ;� ³U = 0		  ⟹ � = 0			x. �.	 
 :�)=!� /01 ��:; �R
ℱ¿  +  A�/ (
 �� X�M  2�3) A�/ 
�);� 2�3 X�M  >�� ��������, ,
Ω  G-
�);�

 �R
 ?�.#i '( A�/ �C9/ 
�);� H��C�
 + y
�CA
 G�� �R
ℱ¿  2�3 G���Z >
�
$M  ' A�/σ(ℱ¿)  (��� >
�
$ U�

 .G-
 G���Z  

 ��MW �$15-9  7��A �� 2�3 'ℱV  y
�CA
 + H��C�
 (�Y  )C9� 
�);� 2�3 X� �3 G-
 E���ℱV  �/ K�# ��

 ERS�+ >
�
$ �T#i E���� +  #�
$ [I�� 2�3 P���; �	� ³U ≤ ν(�) . )A�/ E�  

  

15-8 ��
���4�� Q�,�  

 �3  �)3 z��ν = Ò  +  A�/ *��C!
 ?,
 #
 X�ℱ; = σ(Y=, … , YÄ)  (i �$ �3  A�/Y=, … , YÄ  >����BC�

 E���)C-�$ G�9# �� U�$�;�# (+$
� [C5� . )A�/ E�$�D��;   7;A �/�; = b4(,=,…,,ã)G4(,=,…,,ã)  (i �$ �3 G-
ñ;  + U;  >+�ℜ;   ��MW ,
 ?$�C-
 �/. #
 ? A �����14-9 '�;  �/X  + G-
�.��X  �/ G�9#ℱH = σ(Y=, Y?, … )  

 �R
 .G-
 ��@4 ?,
 #
 + ��@4 *
�.C#
YÄ  G�� ��P  +Q  ���� P�
 �$ ' A�/ �+�C� �� E"�.Y �R
 +  )A�/ 7=C9�

P  +Q  >+�σ(Y=, Y?, … )  G"�! P�
 �$ +  )A�/ E� $�)�X=0  + G-
�;  >���i ����� . )3 E� 7�� �� �/

 �Y�� �3 G-
 ���� P� / G"�! P�
 �$ ���;  '$�A �C;Y�3P  �
 ��5� ��9� + v�\�� (
�)� �/Y=, … , YÄ 

 �/ G�9#Q  �3 E#��, + $�A E� ?$
$ v�����;  *��C!
 �/1  :W
+ �$ '$+� E� �� G�- �/P  x�/�� *��C!
 ?,
 #


 �/YÄ )3 
� �T#i �3 G-�� q=# + *�CQ .$�A E� a@!  

 �I!�� �$ �L� '?
�O"$ (��, �$  )�
�� �3  ���/ �o# �/ P�)Y G-
 P;�� *�!n  �R
 ���� P�
 �$ .$�A �W�C� g
τ 

 �.�$ ' A�/ (i �W�� (��,�τ  +  A��# E���)C-�$ G�9# X��τ  ^
�Z �/ U�
$�;�# (+$
� [C5�  #
�C# �.�$�; 

 + G9�# �
�W�/ >��D� P�)Y �3 U��$ E� (�5# . A�/�τ  z�� f4 . #�� E� EW�/ U�
$�;�# (+$
� [C5� (�)t��

 �3  �)3P  �/ b�IB� ?,
 #
Q  ,
 X� �� >+�ℱ;  E���)C-�$ G�9# E"+  A�/ ���;  . A�/ �CA
 # E��Z 7;A
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  �)3 z��τ �5# +  A�/ G�L� v��� ��$�=� �/ E�$�D� ��BC� X� (
�� E� f4 . A�/  )�
�� �W�� (��, ? )�$ (

 �3 $�3 z��[' = 8y ∈ ℱ;  ($�/ �W�� (��, G���Z �3τ  �$ >$�+i�/ q�/ ,
 :#�� �3 G-
 E	�A + G-


 �/ ���� �/ G=�=! �$ �� +  )3 E� P��M� 
� (i ($�/ E�$�D� f4 .$�A E� *�! �/ G�9#  )�
�� > �/ 7!
��

 �I!�� �$ �3 E����	
n 
�� g
  �)3 z�� .U�)3 E� b�OC#
 ��$�D� 
� �W�� (��, U��
$  )�ℱ#  E��� ������ 2�3

  )#��G  (i �$ �3  A�/ℱ# = {.|. ∩ [' = 8y ∈ ℱ; 			, n ≥ 1}.  

 :W
+ �$ℱ#  PC9#
$ .$�
$ �W�� (��, �$  )�
�� �3 G-
 E����	
 ? )�$ (�5#(Y=( ), Y?(ω),… , Y$(�)(ω)) 

 �� �3 G-
 P�
 PC9#
$ *$���G  (
 �� �$ �3ℱ#   ��i '$�
$ �
�Wω  G=�=! �$ .��Z �� $�
$ $�Z �$ 
�ℱ#  �I�-�/

 :>�� ������ 

[' = 8, (Y=, … , YÄ) ∈ Hy		,			n ≥ 1		, H ∈ ℜ; 

 �3 U��$ E� (�5# z�� P�
 �/ *�! .$�A E�  �"���τ  >
�/ (U�
$�;�# (+$
� [C5�)E���)C-�$ G�9# X�Q  G�9#

�/ P  >+�ℱ#  �R
 . A�/ E�H ∈ ℜ=  ?�.#iÔ�τ ∈ �Õ = ⋃ ([' = 8y ∩ [�; ∈ �y)H;<= �$ ���� E�3 �/ .

 (�Y �3 U�/�� E��;  �/ G�9#ℱ;  f4 G-
 ��@4 ?,
 #
[�; ∈ �y ∈ ℱ;  E��	 ,
 +ℱ; = σ(Y=, … , YÄ) 

 ���C# �$ f4�;  7;A �/(Y=, … , YÄ)   "�� �3 U�CR +  A�/ E�ℱ#  (���[' = 8, (Y=, … , YÄ) ∈ Hy  ��

 �$ U� �� "�� H��C�
 f4  )C9�ℱ#  :f4 .$�/  �
�ZÔ�τ ∈ �Õ ∈ ℱ# P�
�/�)/ .�τ  �/ G�9#ℱ#  ��@4 ?,
 #


.G-
  �3 pI<� P�
 ,
 ?$�C-
 �/  P�
 �/ ?+���;  U�
$�;�# (+$
� [C5�Q :U��
$ 'G-
  

; �τ

	§ ³U = ∑ ; �;	§∩[#<;y ³UH;<= = ∑ Ò(. ∩ [' = 8y)H;<= = Ò(.)  
:P�
�/�)/  

��τ

	
§ ³U = Ò(.)		,						. ∈ ℱ# 

⟹	�τ = ³Ò³æ			 
  '���C# �$ +�τ  U�$�;�# (+$
� [C5�Q  >+�ℱ# . A�/ E�  

 .$�3 ?��A
 EC�)��+$ ��MW �/ (
�� E� �� 7.)����� �$ E�
�.�� >���MW E���$�/��3 ,
 E;� (
�)� �/  

A��=���B ��:;15-10 : E�$�D� >����BC� �R
�=, X?, …   '. ))3 ���CZ
 
� X� + �� ��$�=� +  )A�/ ��@4 *$���

 E�$�D� ��BC� X� ?�.#iθ :�3 $�
$ $��+  

æ[�= = T=, … , �; = T;||θy = θ
k(1 − θ)Älk 



������� ������ �����-------------------------------------------------------------------284 

 

 �3 >��	 �/S = T= + T? +⋯+ T;  GZ
�);� E"�.Y :/�� >+� �/ >��R *
�.C#
 ,
 ?$�C-
 �/ +θ  P���	 ,


:U��
$ '�"$���  

æ[�= = T=, … , �; = T;y = E[θkQ1 − θRÄlky 
 :%�&'�  �)3 z�� " = �= + �? +⋯+ �B >
�/ ?�.#i .D ≤ @ :U��
$  

æ[ " = Dy = : æ[�= = T=, … , �B = TBy	
:=D:�D⋯D:z<X  

 $
 �� E�$�D� >����BC� >��@4 *$��� �/ ���� �/ �3Q"X R :���C# �$ + $�
$ �
�W �"$��� G-
� G�- �$ �I��  

æ[�= = T=, … , �B = TB| " = Dy = mmD nl= 

 >
�/ |��C# P���n  + G/�wS ≤ 8 ≤ @    +T= + T? +⋯+ T; = S ≤ D ≤ @   �3 >��	 �/ G-
 �
�W�/

 ���� EW�/ >
�/T;D= +⋯+ TB  �/ �/
�/ H����t-s :P�)t�� + $�/  �
�Z  

æ[�= = T=, … , �; = T;| " = Dy = Q"lÄXli RQ"X R  

=	 (D)i(@ − D);li(@); = X;,i,B( D@) 
 �/'�3 >��	  

X;,i,B(t) =Ó(t − 4@)
il=
3<¿ Ó (1 − t − 4@)

;lil=
3<¿ /Ó(1 − 4@)

;l=
3<¿  

���4 �/ >�C5�/ >�� x�A '{�� *��C!
 x�A G�9W �/ �R
  

 "D= = D= ' "D? = D?   ... +  "DØ = Db 
:GA
$ U��
�Z + G-
 �
�W�/ �"$��� U�,�/ 'U�)3 ���\
 K�# 
�  

æÔ�= = T=, … , �; = T;Y ", … ,  "DØÕ = X;,i,B( "@) 
 ' �)3 z�� *�!ℊB = σ( ",  "D=, … )   +ℊ = ⋂ ℊBB  *�! . )A�/n  +T=, … , T;   �)3 z�� G/�w 
� '

 �3 >��	 �/T= + T? +⋯+ T; = S  �R
.d → ∞  ��MW ,
 ?$�C-
 �/ ?�.#i13-6:  
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æ[�= = T=, … , �; = T;|ℊBy = X;,i,B( "@) 
  �R
 +@ → ∞  ��MW ,
 ?$�C-
 �/ ?�.#i12-8:  

æ[�= = T=, … , �; = T;|ℊy� = lim" X;,i,B( "(ω)@ ) 
 >
�/ �</
� P�
 +ω  >
�/ �+�C� > ! �<=# +$  �)3 z�� *�! .G-
 �
�W�/ �� ?,
 #
 �/ >
 ������ ,
 ���Z Þ-(�)B  �� �I��� �;)�
 �/ ���� �/ ?�.#i '$�
$ $��+

Þ-(�)B  ,
 �C;Y�3 (i > �/ �
 =� ,

?B  > ! x�=# ���C# �$ G-


 ��
 . ))3 �4 
� ? ������# ?,�/ X�  ��/ (iM4@V t;V = t :�3  )3 E� b���
  

M4@V X;,i,B�(tB�) = ti(1 − t);li 
  ��/ ���C# �$ �3ti(1 − t);li  ���C# �$ f4 .G9�# ��@4 (�;�
 P�
 +  A�/ G/�w ��/K� ?,�/ >+� �/

Þ-(�)B   ��/

  )#�� > ! X� �/θ( )  *��C!
 �/ �3  �$ E� (�5# P�
 +  )3 7�� ?,�/ P�
 >+�1:  

æ[�= = T=, … , �; = T;|ℊy = M4@B X;,i,B( B( )@ ) = ji(1 − j);li 
 >+� �/ P���	 ,
 E\���  ��
 PC��R �/ +σ(j) .G-
 7��3 ���w
 ��� �� EI3 G"�! �$ ��MW P�
 ���w
 >
�/228  

 b�C3 ,
Rick Durrett(2013) .  �)��/ 
�  

 

15-9 K;#�� �� ��+] 

  �)3 z��X=, �?, ⋯  �/ G�9#ℱ=, ℱ?, ⋯  �
 #
�3 E�$�D� ��BC� +  A�/ 7.)�����·Ä ���� �/ 
�  

 ·Ä = �Ä − �Äl=  'P�
�/�)/ . �)3 �����E[YÄ||ℱÄl=y = 0   �R
 +σÄ? = E[YÄ?||ℱÄl=y  (��, +  A�/

 ���� �/ �W��νX = min	[n:	 ∑ σÈ?ÄÈ<= ≥ ty  >
�/ ?�.#i '$�A �����t  'e�K/ E��3 � W �/�.A √D⁄  >
�
$

 . A�/ E� *���# E���=� :�,��  

 ��MW ���� �/ 
� �</
� P�
 (
�� E� '�.�$ (��/ �/15-12 � ��MW ���w
 ��o)� �/ ��
 .$�3 ��<15-12  ��MW ,
  ��/

15-11 .G-
 ? A �8
�
 ���w
 (+ / ��MW P�
 ���� �3 $��# ?$�C-
  

 ��:;15-11 :  �)3 z�� �� >
�/n   'G/�wX;=, �;?, ⋯  �/ G�9#ℱ;=, ℱ;?, ⋯   U�A�/ �CA
$ +  A�/ 7.)����� ·ÄÈ = �ÄÈ − �Ä,Èl=  �3 >��	 �/E[YÄÈ||ℱÄ,Èl=y = 0   +σÄV? = E[YÄÈ? ||ℱÄ,Èl=y. 
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   �R
∑ σÄÈ?; /→ σ?  �3 >��	 �/σ  �� >
�/ �R
 P�)t�� +  A�/ G�L� + G/�w �
 =� X�ε ' ∑ E[YÄÈ? I[|,ãé|WåyyÄV<= → 0 :?�.#i  ∑ YÄÈHV<= ⟹ 	σN. 

 

 ��:;15-12 :  �)3 z��·Ä = �Ä − �Äl=  �</
� �$ +  )A�/ �
 #
�3 GZ
�);� ��	 �/ E�$�D� >����BC� E[YÄ||ℱÄl=y = 0  P�)t�� +  ))3 { �∑ σÄ?; = ∞  ?�.#i ' A�/�.A √D⁄ 	⟹ ì.  

 :%�&'� �3  �)3 z��YÄÈ = p[04WVy·V/√8  +ℱ;V = ℱV          ,
 . A�/ 

    [�; ≥ Õy = [∑ σØ?Èl=Ø<= < 8y ∈ ℱVl?  U��
$E[YÄÈ||ℱÄ,Èl=y = 0      + 

       σÄV? = E[YÄÈ? |YℱÄ,Èl=Õ = p[04WVy qV? 8⁄  �R
 .k  (
�3|·È| : ?�.#i ' A�/  

1 ≤:σÄV?H
V<= = ∑ σV?.4V<=n ≤ 1 + K? n⁄  

 ($
$ �
�W �/ P�
�/�)/σ = 1   E�
�.��∑ σÄÈ?; /→ σ?  >
�/ .$�A E� 7��!n  �3 >��	 �/ e�K/ E��3 ?,
 #
 �/

 �</
� �$k √n⁄ < ü  H���� ' )3 { �∑ E[YÄÈ? I[|,ãé|WåyyÄV<= E� 7�� �� G�- �/ _�
�A P�
�/�)/ . )3

 ��MW14-10  �$ + G-
 {$��: ���C#  

:·V/√8.4
V<= =:·;VH

V<= ⟹ N 

  

15-10 1J
,�  

1(  7.)����� ��, ���;  >�C;� g�� �/  #
�� E��; = Q; + �;  �3 >��	 $�A ��K��	Q;  + 7.)����� X� �;  �/ ��@4 E)�/ q�4 E5�
K�
 �"��#$ X��¿ = 0 .G-
 (f/
$ ��K�� :E���)�
�) 

2(   E�$�D� >����BC�  �)3 z���=, … , �; + �� P�.#��� �/ 7=C9�  \x�(�=) = q? < ∞ +  QÄ = SÄ? − nq?  �3 >��	 �/ ' A�/SÄ = ∑ �3ÄÏ<= �3  ��$ (�5# .QÄ .G-
 7.)����� 

3(  E)��# E�$�D� >����BC�  �)3 z���=, … , �;  P�.#��� �/ :�,�� U� + 7=C9�1  �3 >��	 �/  )A�/�¿ = 1  �R
  .QÄ = ∏ XÏÄÏ<=  A�/  �3  ��$ (�5#QÄ .G-
 7.)����� 
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4(   �)3 z��(Ω, ℱ, æ)  �CI�� . A�/ *��C!
 >�M�1  ���� �/ 
�1 = {ℱ;: 8 = 0,1, … }  ��BC� +

 E�$�D�Y  ���� �/ 
�Y:Ω → ℝ  E�$�D�  )�
�� .U�)3 E� ������;  ���� �/ 
��; = �[·|ℱ;y  �$

 �3  ��$ (�5# . ���./ �o#�; .G-
 7.)����� 

5(   �)3 z��(Ω, ℱ, æ) �C!
 >�M� �CI�� . A�/ *�1  ���� �/ 
�1 = {ℱ;: 8 = 0,1, … }  E� �����

 �R
 .U�)3   >+� E�$�D� ($, g W  )�
�� X�¸  +ë  �3  A�/ E#��, P�"+
 Ä = 4   ��$ (�5# 'G-
T 
.G-
 �W�� (��, X� 

6( # E�$�D� ��BC�  ��$ (�5ë:Ω → ℕ ∪ {+∞}     �R
 �T)� + �R
 G-
 �W�� (��, X�  

{ë = 8}¯ℱ;  �� >
�/8 = 0,1,.



 

7*�;�
9 12� 

g���"�&# K�"A� K
�
+] :���
2E K
*�����  

  

16-1 ���?�  

 E�$�D�  )�i�� X�(Stochastic Process)  ������[�X: D ∈ ëy ��BC� ,
 >�M� >+� �3 G-
 E�$�D� >��

 *��C!
(Ω, ℱ,�) E� �����k�L� . #�A 7.)������#��# �� )�i�� ,
 >
 �T#i �$ �3  )C9� E�$�D� >��ë = {1,2,3, … } E� )�i�� ,
 >�.�$ �#��# K�# P-
�4  )�i�� . A�/ :G-
 E�$�D� >��[ìX: D ≥ 0y  (i �$ �3ë = [0,∞) >
�/ . )�i�� P�
x�=# ��	ëG"�! pI}
 �$ . )C9� (��, ? )�$ (�5#'��ë (��, + G-
 v��� $
 �
 ������' 

E� �C99R �;)�
 ��  A�/ë  ,
 ?,�/ X�u (��, + G-
' E� �C-��4 EI3 ��</ 7D� P�
 �$ . A�/ë  �o# �$ ?
�O"$ 
�

E�.U���R  

  

16-2 N��"E�*
��� K
*�D�B  

l����  )�i�� X� �/:�,�� p9!E� J�="
 E- �IW
 >�M� �$ �3 E��� �� >
�/ .$�A E� ����� ' )3Õ  E��� (D=, … , DV)  >
K�� ���)� ,
ë E�$�D� �
$�/ 'Q�X= , … , �X�R  >+�uV   )#�� E��,���X=…	X� :$�
$  

�X=…	X�(�) = æÔQ�X= , … , �X�R ∈ �Õ	, � ∈ ℛV																																												(16.1) 
?,
 #
 P�
 *��C!
 >���X=…	X� :�,��E��)C� >��  ��"
(finite-dimensional distributions)  ,
 E�$�D�  )�i�� [�X: D ∈ ëy E�. )A�/  

:�,�� ������E��)C� >��E�# �O5� 
�  )�i�� �����DZ 7��3 ��</  ��"
 �$ �I!�� P�"+
 $��+ P�
 �/ . ))3

>����  )�i�� PCZ�- 'E�$�D�  )�i�� E���������� �/ E���:�,�� ,
 >
E��)C� >��.G-
  ��"
  

 �</
� *�!(16.1)  UC9�- ,
 ��R,�- G���Z +$ �</
� P�
 . ���./ �o# �$ 
��X=…	X� E� ���C# 
�: �$ 

 :��� �3  �)3 z���  �$(16.1)  7;A �/� = �= × …	× �V '(�3 ∈ ℛ=)'  G5.��� +  A�/Π  ,
 (1,2, … , Õ)  �3 E���#i ,
 . ���./ �o# �$ K�# 
�ÔQ�X= , … , �X�R ∈ (�= × …	× �V)Õ  + £m�X4= , … , �X4�n ∈ Q��= × …	× ���R¤  ��5�4:GA
$ U��
�Z  )C9� E#�9;� >��  
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æÔQ�X= , … , �X�R ∈ (�= × …	× �V)Õ = æ £m�X4= , … , �X4�n ∈ Q��= × …	× ���R¤ 
										⇒ �X=…	X�(�= × …	× �V) = 	�X4=…	X4�Q��= × …	× ���R																				(16.2) 

 �3 ? A �CA�# G���Z P�
 2�-
�/ l�/ �</
�)(�, ·) ∈ � × �	 ⟺	 (·, �) ∈ � × � ,
 �3 ��<#��� + (16.2) E� ? ��5� '$�A �
����G-
� + �Y G�-' >$+�+  �
�Z P�
 ��3 ��
$
 �$ �� a � . #�
 # (�9;� >��

 �"$��� G-
� + �Y >$+�+ �3 $�/(U�)3 (�9;� 
�  

 �R
 '*�L� >
�/�i,X = � × �� �+K" ' A�/k� �X,i = �� × � E�.$�A  

:D�B :G-
 ��, ���D/ >��R,�- g+$ x�A  

�X=…	X��=(�= × …	× �Vl=) = 	�X=…	X��=X�(�= × …	× �Vl= × u=)																	(16.3) 
 ��)�
 �$) K�#>$+�+ +  )�+�C� ��k
$ �� E�>��3 U��
�Z >$+�+ �3 U�)3( #�A (�9;� ��  

 
��, G-
 v\
+ �</
� P�
Q�X= , … , �X��=R  �$�= × …	× �Vl=  �R
 _=� + �R
 $�
$ �
�W Q�X= , … , �X��= , �X�R  �$�= × …	× �Vl= × u= E� *�! . A�/ >�.�$ N+� �/ 
� x�A +$ P�
 U��
�Z

: �)3 ����� .U�)3 (��/  

7� ∶ 	 uV ⟶ uV 

�;���	 �/:  

7�(t=, … , tV) = Qt�=�= , … , t���=R 7�  G5.��� 'Π  >+� 
����"E� *���
 �� �R
 *�L� >
�/ ' )3Π 'tF $  C-�/ ?�.��� P�"+
 �/ 
�
 � ���� P�

Π
l=1 = 3 E�$�A Qt=, t?, tF , t_R �→ Qt F , … R.  

 �3 E���#i ,
7l=�(�= × …	× �V) = ��= × …	× ���  ,
 '(16.2) E� ���C#:�3 $�A  

�X4=…	X4�7l=�(�) = �X=…	X�(�)											X.�	���Dx8äM�S	� 

:���� P�
 �$ ��
  

�X=…	X� = �X4=…	X4�7�l=																																									(16.4) 
. A (�9;� �� >$+�+ ���C# �$ +  
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�R
 '�/�5� ��</7 ∶ 	 uV ⟶ uVl= )3 $���
 
� ��, ���D� '  

7(t=, … , tV) = (t=, … , tVl=) 
 'G-
 ? A :<W �M� P��Zi �3 ,
 ���� P�
 �$(16.3) #E� ���C:�3 $�A  

�X=…	X��= = �X=…	X�7l=																																							(16.5) 
 E;� .U�$�3 E���� �.I�� +$ ��)�
 �� �� f4)7� E� $���
 G5.��� �3 >�.�$ +  )37  �M� ($�3 :<W 7�� �3

�M�
 ��> E� g��#
 
� �ZiE� . �$7�W $��# +$  �/ �/ ��)�
 ,
 U��
�Z  X� + $��# X� �/ (($�3 :<W + G5.���) 
�

(.U�)3 7� �� �.I��  

 _/
+�(16.4) + (16.5)  �3  �)3 z�� . #�
$ E3�C5� _9/(T=, … , TB)  X�@  >
K�� ���)� ,
 E���ë 
 ,
 �M� �� +  )C9�(D=, … , DV)  ,
 �M� X� K�#(T=, … , TB) .G-
  P�)t��  �)3 z��Õ ≤ @  P�
 �$ ' A�/

 ����(D=, … , DV) G5.��� ,
 EM�/ ��"+
 N�/ >��(T=, … , TB)  G5.��� X� E)�� .G-
Π  ,
 (1,2, … ,@)  �;���	 �/ $�
$ $��+  

(T��==, … , T��=V , … , T��=B) = (D=, … , DV , DVD=, … , DB) 
�;���� DVD=, … , DB  ,
 >���)�(T=, … , TB)  �$ �3  )C9�(D=, … , DV) E�#  ���~+ �$ +  #�A a@! :W


E� �)3 ����� *�! . #�A :Ë:	uB ⟶ uV :(i �$ �3  

(16.6)                                   Ë(t=, … , tB) = (t��==, … , t��=V) 

�3 Ë 'Π � >+�  
��E� *���
 �� �" 'N�/ X� �/ f�- +  )3Õ (i *+
 >�� 
� ��E� f;�)� )3. :*�L� (
�)� �/  

Ë(�= × u ×	�?) *+
	�I!������� ¾�= ×	�? × u�? ×	�= × uu × �= ×	�?⋮
g+$	�I!������� ]�= ×	�?�? ×	�= 

 *�!E���#i ,
 �3 ËQt:=, … , t:BR = QtX= , … , tX�R'P�
�/�)/ '  

(16.7)                                           �X=…	X� = �:=…	:zËl=  

 _/
+� '�</
� P�
(16.4) + (16.5)  �3 ��#i ,
 P�)t�� .$�
$ �/ �$ ^�Z G"�! (
�)� �/ 
�Ë  7�� X� 7��A

:�<=� ,
 �"��#$ X� (i *��#$ �/ + G5.��� 7;A �/ ��(t=, … , t£) → (t=, … , t£l=)  ���C# X� $�Z f4 G-


 ,
(16.4) + (16.5) E� K�#. A�/  
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:*�L� 

�=,?(� × �) = �=,?,F,_Ël=(� × �) ⟹ �=,?(� × �) = �=,?,F,_(� × u × � × u) 
+\�� ��:�Q�ZA  

7��! >���M� 7��A E���� >�� )�i�� $�
 #�C-
 ��CZ�-/�\E  .G-
7��! >�M� 
 C/
/�\E E� E���� 
�)3 .U�

  �)3 z��ë f� #
 ,
 ?
�O"$ ������ X�  �)3 z�� +  A�/ ��u}  >+� E=�=! :/
�� ��� ������ë  E)��)  A�/

GA�.# ��� ,
 ��ë  �/u .(: )"$��� +�/+� ������ +$ U��$ (�5# �3 G-
 P�
 a � u} = {t|	t ∶ ë ⟶ u}  

•  �R
ë = {1,2, … , Õ}  ' A�/>+� E=�=! :/�� X�ë E� �I�-�/  #
��Õ  E���(t=, … , tV)  $
 �
 ,


P�
�/�)/ + $�A E���� �� �CZ�)A E=�=!u} E� E- �IW
 >�M� �I�-�/  #
��Õ > �/uV  .$�A E���� 

• �R
 	ë = {1,2, … } >+� E=�=! :/�� X� ' A�/ë �"��#$ '{t=, t? 	… } .G-
 E=�=! $
 �
 ,
 

•  �R
ë ' A�/ ?,�/ X�u}  E"+ G-
 PCA�# 7/�W ��} + *���� ��} �Y �R
 �3 G-
 E=�=! :/
�� ��� 7��A

E� ����� ?,�/ P�
 >+� E.��. #�A 

'*�L� (
�)� �/ ë = {1,2} E� �o# �$ 
�E� (�5# .U���R U��$:�3  

u{=,?} = {t|	t ∶ {1,2} ⟶ u} = u? 

 �3tE� �3  )C9� E�/
�� ��� �� �<=# +$ >+�  )#
��1  +2 k�L� . #�A *���
 : �)3 z��  

�1		 �→ 		t(1) = 152		 �→ 		t(2) = 16 			⇒		 {1,2} �→(15,16) 
E� �3 $�/ U�)�/t E� �L3
 ! ,
 �<=# +$  #
��u . A�/  

 (�Y P�
�/�)/u{=,?} E=�=! :/
�� ��� ������ 7��A  >+� �3  )C9� >���5�/ :/
�� f4 'G-
{1,2}  *���


E�E� p��� �+, �� �/ +  #�Ap��� �+, P�
 ��� f4 . )�$ �� �/ ��u? $
$  )�
�Z 
�
��, '  P�/ X� �/ X� �~�)�

.G-
 �
�W�/ ������ +$ 

������ *�! �� �/ 	ë >�M�
 ' A�/ �3 �Y ��u}  �/ 
�t $
$ U��
�Z (�5# (t ∈ u})=� . ��$�t  �$D  �/ 
�t(D) 

 ��tX E� q���#U��$�  ��i �;)�
 �/ �C9/t  ,
 :/�� X� (
�)� �/ 
�D  �)�
$ �/ë  �/ �
$�/ X� (
�)� �/ �� U�)��/

���" >�M�
 �/ �3 E���D  ,
ëf� #
 '? A >�
@R. #
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 (t=, t?) ∈ u?  

Qt(1), t(2)R ∈ u?  

 �3 ��<#���uV E� P�K���3 b�\ (
�)� �/  #
��Õ  ,
 ��u E�3 X� G=�=! �$) ��Õ E���u'$�A �C��R �o# �$ (u} 

E� K�#7��! >�M� X� (
�)� �/  #
�� E�3 X�) $�A �C��R �o# �$ b�\Õ ,
 E���u.(  

 �� >
�/ *�!D GA�.# '¸X ∶ 	 u} ⟶ u= : �)3 ����� ��, ���D/ 
�  

¸X(t) = t(D) = tX																																							(16.8) 
 (
�)� �/:*�L�  

¸= ∶ 	 u? ⟶ u 			¸=(t=. t?) = t= 																¸?(t=. t?) = t? ¸X
� �� E��DCO� :/
�� (Coordinate functions)  �����D� ��(Projections) E� .U���#¸X+ �$ �� >����BC� :W


 >+� �3 E"��C!
 >�M� >+� �3 $�/  )�
�Z E�$�D�u} E� �CZ�-E� ����� $�A E��DCO� >����BC� �T#i �/ +  #�A

)Coordinate VariablesE� �CR (�$ .$�A  �
 =� ��;� ��</ ��
$
¸X(t)  �/¸(D, t)  . A  �
�Z ?$
$ q���#

 �R
t  '$�A z�� G/�w¸(. , t) �=! :/�� X� >+� E=ë  K� >K�Y :W
+ �$ + $�/  �
�Zt(. )  E)�� '$�/  �
�O#

 $�Zt �R
 .D  '$�A z�� G/�w¸(D, . )  >+� E=�=! :/�� X�u} E� *$��� + $�/  �
�Z :/�� �/ $�A¸X  �I�-�/ �3

 �</
�(16.8) . A E���� 

pX	t	4S	X4t�³				 ⇒ 			¸(. , t) ∶ ë	 ⟶ u 	D	 ⟶ ¸(D, t) = 	t(D) 
 pX	D	4S	X4t�³				 ⇒ 			¸(D, . ) ∶ u} 	⟶ u ¸X(t) = t(D) 

E� *�!? �
 U��
�Z (
 �� ��.�- ������*�/ >�� 	Õ >�M� �/ 
� > �/u}   �)3 z�� .U��$ U����ℛ} ��.�- '

 A�/ E#
 ��  E��DCO� :/
�� ��� �I�-�/ �3¸X 'D ∈ ëE�  �"�� '.$�A  

	 (D:	X4t) 			→ 			ℛ} = q[¸X: D ∈ ëy 
P�
 (
 �� ��.�- ������ �I�-�/E�  �"�� ��, g�� �/ E���:$�A  

������ ������

���� ����
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[t ∈ u}:	¸X(t) ∈ �y = [t ∈ u}:		tX ∈ �y						X.�						D ∈ ë,� ∈ ℛ= � = (3,5) ⇒ 		 {t ∈ ℛ?:		¸=(t) = t= 	 ∈ (3,5)} = (3,5) × ℛ 

 �R
ë = {1,2, … , Õ}  ?�.#i  A�/ℛ}  �/ℛV  2�3  �)3 z�� .G-
 [�<)�ℛ¿} ������ ��� 7��A g�� �/ >��

: A�/ ��, 

� = £t ∈ u} ∶ 	 m¸X=(t), … , ¸X�(t)n ∈ �¤																																										(16.9) 
                  = Ôt ∈ u} ∶ 	 QtX= , … , tX�R ∈ �Õ 

�;���	 �/ Õ  'G-
 v��� $ � X�(D=, … , DV)  X�Õ >
K�� x�=# ,
 E���ë  + G-
� ∈ ℛV������ . �/ E���

g�� P�
  >�M�
 �3ℛ¿} ������ ' )C9�) ��� )I�- ��  ��"
 E��)C� >��cylindersE� ? ���# ( #�A  7;A)16-

1( �C�"
 .ℛ¿}   "��ℛ}  $�Z .G-
ℛ¿} X� (
 �� ��.�-   �/ [�<)� + G9�#ℛ} E�# �;#i �.�)  A�/ë  E��)C�

E� (�5# ��, r�/ ��
 '( A�/.G-
 (
 �� X� �3  �$ 

 

 +!�16-1 ���   :T  H.=d�F j.��Q VP�Q E�[L ∈ ��:		6O < L(×O) < 	7O,6� < L(×�) < 	7�	y  �o�HB �B P� �1 
F� A4Q�)� +���

.=1 H)&( jV.� VB�B W���. 8 A� H��; H.=d�F HB ��� B���9 A�� H��; H.=d�F W�HB ��F)�� p����$� OQ�)� q�� 
��� �P��� ��&$�) B���

.(.=��Q  

���� 
 C/
 �R
 �3  �)3 '*�L� (
�)� �/ ë = 2  A�/ ':?�.#i  

� = {[t ∈ u?, t= ∈ �		y		.�	[t ∈ u?, t? ∈ �¿	y}	; 						�, �¿ ∈ ℛ 

E� (�5# *�! l�/ ������ �3 U��$  "��(
 �� ��.�- ℛ? :G-
 

 q	{[t ∈ u?, t= ∈ �y		.�	[t ∈ u?, t? ∈ �¿y	; 			�, �¿ ∈ ℛ} = 	ℛ? 

>�M� E� G�- +$ �� ,
E� (�5# + U���R:G-
 [I�C� U� g+$ a�	 �/ U��$ 

[(t=, t?)	,			t= ∈ �y = � × u	 ∈ 	ℛ? 		⇒ ä�8��xD.�	.X	q[… y ⇒ T ∈ ℛ? 

u  
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 [x, |y × [�, ³y = {(t=, t?)|t= ∈ [x, |y}⋂{(t=, t?)|t? ∈ [�, ³y} 	 ∈ T		 ⇒ ℛ? ⊂ T	 ⇒ ℛ? ⊂ q(T) 
 ������ U�C�� E�:$�A  

u} − � = Ôt ∈ u}: QtX= , … , tX�R ∈ uV − �Õ 
 P�
�/�)/ℛ¿} U�C� 7�� G�� �3  �)3 z�� *�! .G-
 �C9/ >��R�  �</
� �I�-�/(16.9)  +  A�/ ? A ?$
$� 

:$�A ����� ��, ���D/ K�# 

� = Ôt ∈ u}: Qti= , … , ti�R ∈ pÕ																																										(16.10) 
 �;���	 �/p ∈ ℛV:*�L� (
�)� �/ . 

� = [(t=, … , t=¿¿)|(t=, t��) ∈ [2,8y × [11,21yy � = Ô(t=, … , t=¿¿)|(tF, t_, t��) ∈ [8,9y × [23,46y × [180,944yÕ 
  �)3 z��(T=, … , TB)  X�@ ��� 7��A E���D¡ + ��SÀ *�! . A�/ ��(D=, … , DV)  X� ��"+
 N�/  ��/

 ,
 G5.���(T=, … , TB)  �R
 +  A�/ψ   )#��(16.6)  +  A�/ ? A ������� = ψ
l=�  A�/'  ?�.#i�� ∈ ℛB  +� :$�/  �
�Z ��, ���D/ 

� = Ôt ∈ u}: Qt:= , … , t:zR ∈ ��Õ																																															(16.11) � = [(t=, … , t=¿¿)|(t=, tF, t_, t��) ∈ [2,8y × u × u × [11,21yy 
 �/�5� ��	 �/� E�:$�A �CA�# ��, g�� �/  #
��  

� = Ôt ∈ u}: Qt:= , … , t:zR ∈ p�Õ,								p� ∈ ℛB																																					(16.12) 
:���� P�
 �$ +  

(16.13)                                   � ∪ � = Ôt ∈ u}: Qt:= , … , t:zR ∈ �� ∪ p�Õ  

 �3 E���#i ,
�� ∪ p�  �/ [I�C�ℛB 'G-
	� ∪ � E� (�5# r�/ P�
 .G-
 � )I�- X� �3  �$ℛ¿}  (
 �� X�

 �;���</ G-
ℛ} = q(ℛ¿}).  

������ VP�.�� q�[�F  
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 ��ℛ}  �3 U�CZ�- >��	 
�¸X(i �/ G�9# �� ?,
 #
 f4 . )A�/ ��@4¸X?,
 #
 >�M� >+� ��@4 ?,
 #
 E�/
�� �� ��@4 (u} ,ℛ})  �R
 . )C9�æ  >+� *��C!
 ?,
 #
 X�ℛ}  A�/' ���� P�
 �$' [¸X: D ∈ ëy  >+� E�$�D�  )�i�� X� (u} ,ℛ} , æ) ��DCO� (i >����BC� �3 > )�i�� .G-
 )C9� ��. 

��!�16-1- E��$�D�  )�i�� (
��.G��R �o# �$ E�$�D� ��BC� ,
 E����� 
� E  

��!�16-2- ℛ� �I�-�/ ℛ¿� E�  �"��$�A'  7��A ������ �I�-�/ 
 C/
 �C�"
Z:E�  �"�� ��.$�A  

:h���)�d1 �B)� ����:; 

E� (��/ ���� +$ �/ ��MW P�
:$�A  

 ��:;16-1:  �R
�X=…	X�  _�
�A �$ �3  A�/ E��� :�,�� ,
 UC9�- X�(16.2)  +(16.3)  ?,
 #
 X� ' ))3 { �

 *��C!
æ  �$ℛ}  E��DCO� >����BC�  )�
�� �;���</ '$�
$ $��+[¸X: D ∈ ëy  �$(u} ,ℛ} , æ)  �
 =� >
�
$ �X=…	X� .G-
  ��"
 E��)C� :�,�� (
�)� �/ 

 ��:;16-2:  �R
�X=…	X�  _�
�A �$ �3  A�/ E��� :�,�� ,
 UC9�- X�(16.2)  +(16.3) )3 { � X� ' )

 E�$�D�  )�i��[tX: D ∈ ëy  �
 =� >
�
$�X=…	X�  *��C!
 >�M� �$  ��"
 E��)C� :�,�� (
�)� �/(Ω, ℱ, æ) 

.$�
$ $��+  

E� ���w
 
� H�\�� P�
 ��)�
 �� +  )"$��� ��MW +$ ��:U�)3  

E� E)A+� �/ ��MW �3  �$ (
����MW '*+
 E� ���C# 
� g+$ ��MW :W
+ �$ . �$g+$ G"�!  ,
 E��Z*+
 ��MW -
 .G

E� (�5# ��)�
 �$ ��MW �3 U��$g+$ U�E� ���C# 
� *+
 ��MW '. �$  

(Ω, ℱ, æ) ;→ (u} ,ℛ} , æ<l=)  

  

¸XQ<( )R = tX( ) 
  

 �;)�
 >
�/  +  . A�/ �CA
$ $��+ l�/ >�M� +$ P�/ �5=# X�  ��/  )-�/ U� �/  )#
�C/�3  �)3 z�� [tX: D ∈ ëy  >+�(Ω, ℱ, æ) :�,��  ��"
 E��)C� >���X=…	X� A�.# X� +  A�/ 
�
$ 
�G< ∶ 	Ω ⟶ ℛ}  
�

: �)3 ����� ��, ���D/  

)16.14                         (¸XQ<( )R = tX( ),															D ∈ ë					  

tXtZ

 ��/  )-�/ UT/  

x: ¶: 



������� ������ �����-------------------------------------------------------------------296 

 

 �� >
�/   '<( )  >�M�
 ,
 E;�u} .G-
  

:�3 G-
 v\
+  

 

<l= £t ∈ u}: m¸X=(t), … , ¸X�(t)n ∈ �¤  

							= £ ∈ Ω: m¸X=Q<( )R, … , ¸X�Q<( )Rn ∈ �¤ 
							= £ ∈ Ω: m�X=Q<( )R,… , �X�Q<( )Rn ∈ �¤																																			(16.15) 

�#i ,
��;�� �XE�$�D� >����BC� �� �/ G�9# �3  #
ℱ ?,
 #
 �$ ������ P�
 ' #��@4ℱ E� �R
  C�
� ∈ ℛV  . A�/

 P�
�/�)/<l=� ∈ ℱ E� (i �$ �3 $�A� ∈ ℛ¿} P�
�/�)/ + G-
 '<  �/ G�9#ℱ/ℛ} ?,
 #
E� ��@4.$�A  

 �</
� ,
 ?$�C-
 �/(16.15)  �3 G=�=! P�
 +[tX: D ∈ ëy :�,�� >
�
$  ��"
 E��)C� >���X=…	X� E� ' A�/ æ<l= E� { � ��, �</
� �$ �</
� P���	 ,
) : )3(16.15) E� *��C!
(U���R 

æ<l= £t ∈ u}: m¸X=(t), … , ¸X�(t)n ∈ �¤ 
(16.16)                = æ £ ∈ Ω: m�X=Q<( )R, … , �X�Q<( )Rn ∈ �¤ = �X=…	X�(�)  

���C# �$   )�i��[¸X: D ∈ ëy  >+� K�#(u} ,ℛ} , æ<l=) :�,�� >
�
$  ��"
 E��)C� >���X=…	X� E�. A�/    

 ,
 E;� ���w
 P�
�/�)/����>�� .G-
 >�.�$ ���w
 *$��� a+�R��"�3 >$��+ ��MW  

 ��7�16-1 : �3  �)3 z��ë G-
 E��)C�*�L� (
�)� �/ ' ë = {1,2, … , Õ} 'P�
�/�)/ (uV ,ℛV) ≡ (u} ,ℛ})  �;)�
 z�� �/ +æ = �=,?,…,V  P�)Y 'æ ��MW _�
�A �$ >
 16-1 E� { �. )3  

 ��7�16-2 : �3  �)3 z��ë = {1,2, … } +  

�X=…	X� = �X= × …× �X� 																																									(16.17) 
(i �$ �3�= '�? ... ':�,�� >+� E���u E� EC!
� �/ . )C9� >��R,�- _�
�A �3  �$ (
��(16.2)  +(16.3)  �$

� )C9� �
�W�/ ��)�
  

 ���w
(16.2):  

�X=…	X� = �X= × …× �X� 		 

�X4=…	X4� = �X4= × …× �X4�  

�  �ℛ�  �  �  !"#�$ξ(ω) %�ℛ�  !&�� 
� �'�

ξl=  !�� ��%ℛ�  %� �(� �) !"* �+�ℱ  �"�� �� !#,��

-.�!�� ��� �&/�ξ �� �� ��ℱ .!���  

 .� �01&�2 3&μ:= × …× μ:é  

4%��5 6&����"� !������ 7$ �� �'�% ��' ��$

4%��5�� ����� 8�� 9  ��' ��$!��  
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 ���w
(16.3):  

�X=…	X��=(�= × …× �Vl=) = �X=(�=) × …× �X��=(�Vl=) �X=…	X��=X�(�= × …× �Vl= × u) = �X=(�=) × …× �X��=(�Vl=) × �X�(u) 
�����  #�/
�/ G-
� G�- >������� P�
�/�)/E� �/
�/ K�# �Y G�- >��. #�A  

�R
 :(��MW) >�+i$�� {�;} >+� *��C!
 ?,
 #
 ,
 E��)C��# �� E��)C� �"��#$ X� 	ℛ ?�.#i ' A�/ *��C!
 >�M� X� >+� (Ω, ℱ, æ) '�"��#$ X�  �3 E�9W �/ $�
$ $��+ E�$�D� >����BC� ,
{�;}  :�,�� >
�
$�; . A�/  

 P�
�/�)/ ��MW ,
 ?$�C-
 �/{��  *��C!
 >�M� X� >+�(Ω, ℱ, æ) ' 7=C9� �"��#$ X��=, �?, …  >����BC� ,


:�,�� �3 $�
$ $��+ E�$�D�E� p���� �/ �T#i >�� $�A�=, �?, … ���� P�
 �$ �3 �</
� (16.17)'  :�,�� Q�X= , … , �X�R E�.$�A 

 �R
 :���C#X  +Y  )A�/ 7=C9�' �/$�Z�� :�,�� $�Z�:�,�� b�MI��! �T#i gE� ��$�A.  

 ��7�16- 3 : �R
ë  ,
 ������ ��, X�u  ' A�/*�L� (
�)� �/ [3,12y >+� p���� �</
� E)��) 'ë (? A �����' 

 U�#
�C/  ��/ �� '�I��� P�
 PC��R �o# �$ �/ ���D)�
 �$�  .U�)3 b�9! �I��� P�
 ,
 EC"�! �� >
�/ 
�*�L� (
�)� �/  �F.�,_,=.�,� .*�L� P�
 ���C# ,
 ?$�C-
 �/  (
�� E��=.�,F.�,_,�  + ?$�3 ��-��� 
��  (��� 
� p����# �o# $���� 
 ����� p���$�3.  

�F.�,_,=.�,� = �=.�,F.�,_,� 

:a+�R��I3 >���MW ,
 ���w
 P�"+
 

 ��MW16-1  �R
 . ���./ �o# �$ 
�A  �</
� �/ �3  A�/ � )I�- X�(16.9)  �8
�
 
� ��, ����� *�! ' A �����

E�:U��$  

æ(�) = �X=…	X�(�)																																															(16.18) 
 + G-
 >$�� EI�Z ����� P�
N�Z  ��/ ����� P�
 E"+ U�);/ E���� P�)Y �3 G-
 E���	A�/ ����� �/ E)��  

f� #
 ���B�>�� D=, … , DV  +�  �</
� �$ �3(16.9) ' #�
$ ��M! q���# H�# �/ �C9/
+ +  );# ���B� *��C!
 P�
 

 ' A��#*�L� (
�)� �/:  

ÖtYQtX= , tXTR ∈ (3,8) × (12,18)× ≡ ÖtYQtX= , tXU , tXTR ∈ (3,8) × u × (12,18)× 
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E� q�4 (���
�/ *
�- P�
 ��)�
 :W
+ �$ 
��, ��# �� G-
 ��R,�- ����� P�
 ��i �3  �i�  � )I�- X� (
�)� �/

q���#.$�
$ U� >�.�$ >��  �L� �3  �)3 z���  � )I�- �/�  ����� �/ �3(16.10)   A�/ [�<)�  A E����

E�E� ��i U�)��/ U��
�Z �3 G��R ���C# (
��æ(�) = æ(�) f)� ,�)� ��)�
 �� �� (�Y �æ E�# 
� + U�-�)A

E�# (�Y �3 U���./ U�=C9� U�#
��� = �  f4 G-
æ(�) = æ(�)'  �3 G9�# �O5� ,�)� 
��,æ  *��C!


. A�/ 

 �R
  A ? ��5� ��W �3 ��<#���(T=, … , TB)  ��� 7��AD¡  +SÀ E� ' A�/ �� �/ 
� (i (
��(16.11)  q���# K�#

i �$ �3 $
$ (�� = Ël=� E� +  A�/Ë  �</
� �$ K�#(16.6)  >��R,�- _�
�A �3 ��#i ,
 .G-
 ? A ����� (16.2)  +(16.3) EI3 ���D/ �</
� �$ ��(16.7) :f4  # A (��/	  

æ(�) = �X=…	X�(�) = �:=…	:z(��) 
 �</
� �/�5� ��</(16.10)  g�� K�#(16.12) + GA
$  �
�Z 
�  

æ(�) = �i=…	i3(p) = �:=…	:z(p�) 
 �3 ��#i ,
T¼ E=�=! $
 �
 ,
 >�- �� >
�/  )C9� 
K�� ��>=, … , >B   )#�� E	�=#t  ,
u} :�3  #�
$ $��+ 

Qt:= , … , t:zR = (>=, … , >B) 
E� ���C# �</
� P�
 ,
 >��� )I�- �R
 �3 $�A(16.11)  +(16.12)  )A�/ [�<)�'  ���D)�
 �$�� = p� E� .$�A

 ,
 P�
�/�)/� = � E�
��:�3 G��R ���C# (  

æ(�) = �:=…	:z(��) = �:=…	:z(p�) = æ(�) 
 ����� +(16.18) .G-
 ��R,�- EC-
� �/  

:���Z  

� = Ôt|t ∈ u}: Qt:= , … , t:zR ∈ Ël=� = ��Õ 
                                    � = Ôt|t ∈ u}: Qt:= , … , t:zR ∈ Ël=p = p�Õ  

S48��	� = �	 ⟹	�� = p� 	⟹ �:=,…,:z(��) = �:=,…,:z(p�) ⟹ æ(�) = æ(�) 
E�  �/ �/ ��)�
 ,
)*��C!
 :/�� ^
�Z  �
�Z 
, 
� �$æ E�# ,�)� �� (�Y  )3 XY �3 U�#
$æ (.G-
 *��C!
  *�!

 >
K�� >��� )I�-�  +� f� #
 ������ *���� ��</ . ���./ �o# �$ 
� �o# �$ U� �/�5� + U� *$��� 
� ��
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E�)3 z�� *�! .U���R �3  ��  *���� �/(16.11)  +�  *���� �/(16.12)  �;���</ ' )A�/ ? A ?$
$(16.13) 

. A�/ �
�W�/ 

 �R
�� ∩ p� ≠ ∅  A�/' ���D)�
 �$ � ∩ �  (�Y P�
�/�)/ . A�/ ET� ��}  ��/ U�� +	�  �C��R �o# �$ 
K��

? A #
' �� ∩ p� = ∅ E� + $�A  

æ(� ∪ �) = �:=…	:z(	�� ∪ p�) 
                                                                 = �:=…	:z(��) + �:=…	:z(p�) = æ(�) + æ(�) 

 P�
�/�)/æ  >+�ℛ¿} :�� �3 G-
 PA+� .G-
 E��)C� ��@4æ(u}) = 1.  

 �3 $
$ (�5# (
�C/ �3  �)3 z��æ :�� G���ZN���A >��@4f4 ' A�/ �CA
$ ��@4æ !
 ?,
 #
E� *��C '$�A

 >+�)ℛ¿}(' P�
�/�)/æ  >+� *��C!
 ?,
 #
 X� �/ E��-��ℛ} GA
$  �
�Z.  

k�)�\ æ  >+� 
� ��, �����ℛ¿}  E��DCO�  )�i�� P�
�/�)/ + GA
$[¸X: D ∈ ëy :�,�� ,��# $���  ��"
 E��)C� >��

 ? A G/�w (�Y ��)�
 �$ .GA
$  �
�Z 
�æ E� f4 G-
 *��C!
 :/�� (
��.$�+i (��� �/ 
� :�,�� a�!  

⇒ æ £t ∈ u}: m¸X=(t), … , ¸X�(t)n ∈ �¤ = �X=…	X�(�) 
 U��$ (�5# �3 G-
 E��3 l�! f4æ  >+�ℛ¿} :�� N���A ��@4 ,
 H�\�� P�
 ���w
 >
�/ .G-
 ��@4�C;# P�
 

E� ?$�C-
U�)3  �3 �R
æ :�� G���Z �/ *��C!
 ?,
 #
 X� >+� �3  A�/ E��)C� >��@4(
 ��ℱ E� ����� $�A

 �R
 +�; ↓ ∅  >
�/�; ∈ ℱ  � / ���C# 'æ(�;) ↓ 0 ���� P�
 �$ 'æ :�� G���ZN���A >��@4.$�
$ ��@4 

�3  �)3 z�� 	�= ⊃ �? ⊃ ⋯ �� >
�/ +8 'æ(�;) ≥ ü > 0  U��$ (�5# �3 G-
 P�
 a � . A�/ ⋂ �; ≠; ∅ ?$�3 z�� :�IZ (���/) .G-
 �3 U�
æ :�� G���Z >��@4N���A *�! P�� �$ E"+ $�
 # ��@4 �; ↓ ∅ E� ���C#  �$æ(�;) = 0E� (�5# . + G-
 _I} z�� P�)Y �3 U��$æ(�;) ≠ 0 (G-
 

 �;����#i ,
�; ∈ ℛ¿} f� #
 ������ �3 ��#i ,
 +E� �5���  #�
$ q=# � )I�- X� P���� �$ �3 E���  )#
��

' )A�/ �CA
$ N�C9R �� + G5.��� 

:v�\��  

�? ⊂ �= :���C# �$ 

�= = {(t?, t=F, t=_) ∈ �= × �? × �F} 
                                        ⊃ �? = {(t?, t=F, t=_, t=@) ∈ �= × �? × �F × �_} 
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 f� #
 q�
K�
 �/ P�
�/�)/� f� #
 $
 �� >��tE� U� ��E� . ))3 
 �4 q�
K�
  )#
�� �3 U�#
$�?  ������ ��,�= 

.G-
  

�"��#$ P�
�/�)/ ,
 >
D=, D?, …  �$ E	�=# �3ë :�3 $�
$ $��+  )C9�  

�; = Ôt ∈ u}: QtX= , … , tX4R ∈ �;Õ			; 	�; ∈ ℛ; 

 ����� P�
 �/�=  ��R�$ �T)�D= E� 7�
 �$ G-
 P;�� �;�"�! �$ .$�A�=  ��R�$5 E� �� ' A�/ f� #
 �� �/ U�#
��

f� #
 ��=/ >�� ��u  �/ �L� + U��
@./Q  :U�-�/Q ⊃ �=  +Q ������ (��� $�
$ f� #
 X� �3 $�/  �
�Z >


E� �� + U�#
��Q  (��� 
��= .U���./ l�/ �$ ? A �����  

 �C�"
æ(�;) = �X=…	X4(�;)G���Z ,
 ?$�C-
 �/ *�! . regularity  (+�$�;  7L� ?$�5� ������ X�À; 

:�;���</ $�
$ $��+  

�X=…	X4(�; − À;) < ü 2;D=]  

 �R
�; = Ôt ∈ u}: QtX= , … , tX4R ∈ À;Õ :�3 ��#i ,
 ���� P�
 �$ ' A�/  

�; − �; = Öt|QtX= , … , tX4R ∈ �; − À;× ⇒ æ(�; − �;) = �X=…	X4(�; − À;) ⇒ æ(�; − �;) < ü 2;D=]  

 �)3 z�� *�!�; = ⋂ �V;V<= ' :P�
�/�)/�; ⊂ �; ⊂ �; :���C# �$ + 

               æ(�; − �;) = æ(�; − ⋂ �V;V<= ) = æ(�;⋂(⋃ �V�;V<= ))  
 = æ(⋃ (�;⋂�V�);V<= )  
≤ ∑ æ(�; − �V);V<=   

≤ ∑ æ(�; − �V)HV<=   

             < ∑ r?�-=HV<= = r?∑ =?�HV<= = r?  
⇒ æ(�; − �;) < r?  

:E��	 ,
  

æ(�; − �;) = æ(�;) − æ(�;)					S48��		�; ⊂ �; 
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 + E� �3 U�#
$æ(�;) ≥ ü  +  æ(�; − �;) < r?  P�
�/�)/ .G-
æ(�;) > r? > 0 E� ���C# P�
 + �3  �$ �; ≠ ∅ .G-
  

 7L� �<=# X� *�!t(;) ∈ �;  �$u} E� b�OC#
 �R
 .U�)38 ≥ Õ  A�/' :?�.#i 

t(;) ∈ �; ⊂ �V ⊂ �V  ����� 2�-
 �/ P�
�/�)/ +�V:  

QtX=(;), … , tX�(;)R ∈ ÀV 

 �;����#i ,
ÀV G-
 �
 #
�3 f4 G-
 ?$�5�' ��, P�
�/�)/ �"��#$QtX�(=), tX�(?), … R  �� >
,
 �/Õ  *�! .G-
 �
 #
�3

 �� >
�/ �3 G-
 P�
 (i + $�
$ *�;A
 X� �� ��3 ��)�
Õ GA
$ U��
�Z �#�R
 � �"��#$ ��, X�'  �/  ��/ P�
�/�)/

^�Z EA+� ,
 ?$�C-
' �"��#$ ��, �� >
,
 �/ �3 U�5;/ (+��/ 
� >
Õ -
 >�<W N+� N+� P�
 . A�/ 
�.��G.  

 7L� >$��� �"��#$ ��, X� 'N+� P�
 ,
 ?$�C-
 �/8=, 8?, … E� b�OC#
 v��� $
 �
 ,
U�)3' �/ �;���	lim	 tX�(;à) 

 �� >
�/Õ  �$ *�! . A�/ �CA
$ $��+u}�<=# '  )#�� >
t  �3 $�
$ $��+DV� P��
�:G-
  ! P�
 b
�� (i �" 

lim	 tX�(;à) = tX� 

 ���� P�
 �$∀Õ 'QtX= , … , tX�R   !mtX=(;à), … , tX�(;à)n  ECW+ G-
4 ⟶ ∞  �$ P�
�/�)/ +ÀV E� (�Y . C�
 ÀV �"��#$ ��  ! + G-
 ?$�5� [�	 �3 G-
 E)�� (i �/ P�
 + $�
$ �
�W ������ $�Z �$ ?$�5� ������ X� �$ >


 ������V 't = QtX= , … , tX�R  �$�V  (�Y P�
�/�)/ + $�
$ �
�W∀Õ '�V ⊂ �V  �$ f4 G-
�V  .$�
$ �
�W

 P�
�/�)/t ∈ ⋂ �VHV<=  (�Y )∀Õ E� y
�CA
 �$ f4 G-
 �
�W�/E� (�5# �3 ( C�
�$  ⋂ �V ≠V ∅  f4 G-
 �; ≠ ∅ E� ���C# �3  �$æ(�;) ≠ 0  �$ + ?$�/ ?��CA
 
 C/
 ,
 �IZ z�� f4 .G-
 z�� �/ �W�)� �$ P�
 �3

 ���C#æ :�� G���ZN���A >��@4.$�
$ ��@4  

 A�.=�Q��A�  

��:; 16-3:  �;)�
 z�� �/[�X: D ∈ ëy  �/ E=�=! :/
�� ,
 >
 ?$
�#�Z �/ [I�C�Ω  )A�/  

(i  �R
	� ∈ q[�X: D ∈ ëy + ∈ �  �R
 +�X( ) = �X( �)  g��� >
�/D ∈ ë ?�.#i ' � ∈ �.  

ii �R
 (� ∈ q[�X: D ∈ ëy���]]]]]]��� ��, EZ�/ >
�/ ' ��@4 N���A  >��    ,
ë  U��
$� ∈ q[�X: D ∈  y.  

%�&'�:  



������� ������ �����-------------------------------------------------------------------302 

 

 U�)3 E� �����¸XQ<( )R = �X( )  >
�/<: Ω ⟶ u}  >
�/ *�! .ℱ = q[�X: D ∈ ëy  E� U�#
$<  �/ ℱ ℛ}] �;�#��, G-
 ��@4 ?,
 #
ℱ	  ��
$�R 7��A[<l=Q:Q ∈ ℛ}y ⟶	 [<l=Q:Q ∈ ℛ}y ⊂ ℱ . A�/ 

 

(I) ?,
 #
 g�T� ($�/ ��@4<  �/ G�9#ℱ ℛ}] :E)��  

∀Q ∈ u}; 	<l=Q ∈ ℱ 

                ⇒ ℱ  ��
$�R 7��A [<l=Q:Q ∈ ℛ}y 
 ��
$�Rk  ,
 ?$�C-
 �/ + G-
 (
 �� ��.�- X� > �/(16.15) ������ 7��A>�� :G-
 ��, 

                       £ ∈ Ω:	 m�X=( ), … , �X�( )n ∈ �¤	, � ∈ ℛV  

P�
�/�)/  (
 �� ��.�- 7��Aℱ   �3ℱ ⊂ [<l=Q:Q ∈ ℛ}y  .G-
  ))3 E�  �"�� 
� (II) 2�3 (�Y [<l=Q:Q ∈ ℛ}y ������ 7��A G-l�/ >��7��A f4 E#
 �� ��.�- E�  �"�� �3E� K�#  ))3 A�/.  

 ,
 ?$�C-
 �/(I)   +(II) :U��
$ 

ℱ = q[�X: D ∈ ëy = [<l=Q:Q ∈ ℛ}y 
 ���w
(i):U��
$ z�� ,
 ?$�C-
 �/ :  ∈ � = <l=Q  

 

⇒		�X( ) = �X( �)			∀D ∈ ë	 ⇒ 	¸XQ<( )R = ¸XQ<( �)R	∀D ∈ ë 

⇒ 	<( ) = 	<( �) ⇒ 	 � ∈ � = <l=Q 

 ���w
(ii) : 

 >
�/ ⊂ ë  U��
$ℱi = q[�X: D ∈ ëy U��$ (�5# U��
�Z E� *�! '⋃ ℱii = ℱ}:	ℱ = ℱ}   �/ù = ⋃ ℱii .G-
 [�<)� ��������, H��C�
 >
�/ 
� |��C# ��@4 N���A >��   ,
ë .U��$ E� _9/  

$�A E� ? ��5�⋃ ℱii ⊂ ℱ U��$ E� (�5# *�! .ℱ ⊂ ù = ⋃ ℱii  

E� (�5# 
 C/
 ��o)� P�
 >
�/ U��$ù (
 �� ��.�- X� :G-
  

1. Ω ∈ ℱi  since ℱi is q–field		⇒ 	Ω ∈ ù 

 .� �:5[ξl=M:M ∈ ℛ�y  .� �:5σ[X:: t ∈ Ty  



 +,�����A�B�,� ��-.=���� :�-B---------------------------------------------------------303 

  

2. If  � ∈ ù	 ⇒ 	� ∈ ⋃ ℱii 	⇒ 	� ∈ ℱi  for some countable 		 ⇒ �� ∈ ℱi for some  ⇒			 �� ∈ ⋃ ℱii = ù		 ⇒ 	�� ∈ ù 

3. If �=, �?, … 	∈ ù	 ⇒ �; ∈ ℱi4  for some countable  ; ⇒ ⋃ �;; ∈ ℱi for  =⋃  ;; ⇒	⋃ �;; ∈ ù 

 P�
�/�)/ù (
 �� ��.�- X� G-
 ������ 7��A (�Y + >��[�X ∈ �y (
 �� ��.�- 7��A 'G-
 ℱ  �3 G-


  ))3 E�  �"��ℱ ⊂ ⋃ ℱii = ù  f4ℱ = ⋃ ℱii  �R
 +� ∈ ℱ = q[�X: D ∈ ëy ��������, EZ�/ >
�/ -

  �$ E� ���C# ��@4 N���A >��� ∈ q[�X: D ∈  y.  

 ��!�16 -3: E� ���C# ��MW P�
 ,
�$ �3 E�/
�� ,
 EI�Z �3 $�Au} �$ G9�ℛV  �3  �)3 z�� �L� .G9�# ë = [0,∞)  ������ ��, . A�/�  ,
u} : A�/ �C-��4 :/
�� �/ �/
�/ �3  ���./ �o# �$ 
�  

�,
 �C-��4 E�/�� :u}<[¿,H) 

E� (�5# E"+ �3 U��$�  �$ℛ} E/ P�
 + G9�# EC��3ℛ} E� 
� E"+  )C9� E�T� :/
�� �C-��4 :/
�� 
��, . #�-�

 �$ℛ} E�# $�
+E� ?$�C-
 �IZ (���/ ,
 ���w
 >
�/ . #�A �3  �)3 z�� .U�)3�  �$ℛ}  ,
 ?$�C-
 �/ . A�/

 G�9W(ii)   �)3 z��) ��MWΩ = u}   ��$ �
�W +[¸X: D ∈ ëy  q=# �$[�X: D ∈ ëy P�
�/�)/ (�  �$ q[¸X: D ∈  y E� �
�W EM�/ >
�/ '$��R  N���A >�� �3 ��@4 ⊂ [0,∞) G�9W ,
 ?$�C-
 �/ *�! .(i)  �R
 t ∈ �  +  A�/∀D ∈  	, ¸X(t) = ¸X(±) ���� P�
 �$ '± ∈ � U�$�/ ?$�3 z�� �3 ��#i ,
 .� ∈ ℛ}  G-


E� ���C#�� X� �3 $�AN���A ����  )#�� ��@4  :�;���</ $�
$ $��+  

If t ∈ � and t(D) = ±(D)		∀D ∈  		 ⇒ 	± ∈ �	 
 E)��±G-
 �C-��4 U�' G9�# G-�$ P�
 E"+' N���A ������ 
��, ��@4   �C-��4 :/�� �� >
�/  A�/ �3 �Y �� t :/�� �3 G-
 v\
+  )#�� E���±   #�
$ E.C-��4�# x�=# �3  #�
$ $��+N���A ������ X� >+� E"+ �/ ��@4t 

?$�+i G- / _I} ���C# X� P�
�/�)/ . #�/
�/ + U�
� E�# �$ *+
 ,
 �C9#
��ℛ} . A�/  

  ��7�16- 4: 

											t(D) = =X�D= 
											±(D) = + 1D? + 1 								D ∈  = ¸0																								.. í.  

 l�/ r�/E� (�5# 7L�  ������ X� �3  �$�  �$u} E�# �$  #
��ℛ} N���A ������ ��, X� �;)�
 �.�  A�/ ��@4    ,
ë  �R
 �3 G���Z P�
 �/  A�/ �CA
$ $��+ 

⇒ t(D) = ±(D)	∀D ∈   
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 t ∈ �		, t(D) = ±(D)	∀D ∈  		 ⇒ 	± ∈ �	 
 P�
�/�)/� E�#�$  #
��ℛ} U�A�/ �$�W �� �R
  A�/  x�=# ,
 E;� �T)� (7W
 !)t ∈ �  ,
 
��  :W
+ �$ U�)3 ���Z

 7L� U��$ ���B� 
� q����t  +±  + l�/ �$� ������ P�)YE� �3 G-
 >
��
 >��;C-$ �C-��4 :/
�� ����� �$ (

.$�3  

  

16-3 1J
,�  

1(  �.I��iψ  �/ 
�5  |��C# g��� + ?$�3 *���
 ��, E���3 . ��+i G- / 
� b�I<� E���  

( )1 2 3 4 5, , , ,x x x x x 

2( ��MW >+�9�. �)3 ���w
 
� a+�R��I3 >$��+ >�� 

3( U�A�/ �CA
$ �3 P�
 z�� �/
1 2 1 2, ,..., ...

k kt t t t t tµ µ µ µ= + + +��MW _�
�A �$ ?,
 #
 P�
 ��i ' >��

E� { � a+�R��I3� )3 

4( E/ *�L� +$ �3j �/ EC��3ℛ}  �/ G�9#u} . ��$ (�5# 
�  

  

  



 

 12�:*7*� 

����� Q#�� 

  

17-1 ���?�  

3��4�17-1 :E�$�D�  )�
��{�:: t ≥ 0}  : �R
 $�A E� ? ���# E#+
�/ G3�! X� 

1( �(0) = 0 

2(   )�
���(D) ,
 �C-��4 :/�� X�D	 . A�/ 

3(  �� >
�/ E)�� . )A�/ �.� ;� ,
 7=C9� E�$�D� >����BC� ' ���C� E#��, >�� �I��� �$  )�
�� >����#D= < D? < DF < D_  E�$�D� >����BC� '�(D_) − �(DF)  +�(DF) − �(D?)  +�(D?) − �(D=) . )A�/ 7=C9� U� ,
 

4(  ?,�/ �$  )�
�� ��#[S, Dy  f#���
+ + �� P�.#��� �/ *���# :�,�� >
�
$D − S :�.�$ ����� �/ . A�/ �(D) − �(S) = �(D − S)~ì(0, D − S)		, D > S 

 P�
�/�)/æ(�(D) − �(S) ≤ x) = ; ¥ �H��(A�g)Z?(Xli)³t�lH .  

 ��!�17-1 :  

1( �(D)~ì(0, D) 

2(  �R
t  ?�.#i ' A�/ EC/�w �
 =��(D,  ) .G-
 E�$�D� ��BC� X� 

3(  �R
   ?�.#i ' A�/ G/�w�(D,  )  ,
 :/�� X�t  .$�A E� ? ���# >
 �#��# ��9� + G-
 

4(  �3 ��#i ,
�(D) − �(S)~ì(0, D − S)  '���C# �$ ∆�(D) = �(D?) − �(D=)~ì(0, D? − D?) = ì(0, ∆D) ⇒ ∆�(D)~ì(0, ∆D) 
 

5(  )/ ,
 ?$�C-
 �/ (
�� E� )4.$��# ?$�C-
 ��, �</
� ,
  )�
�� P�
 [C5� ����� �$ ( 

∆�(D) = �(D?) − �(D=) = �(∆D) + �(D) − �(D) ⇒ ∆�(D) = �(∆D + D) − �(D) 
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17-2 
*����
#  

 D�RF 
��; ���)� %mB�4� HB A����Q 
1��  

  �)3 z�� (D)  (��, �$ g�T- G��Wt  ���D)�
 �$ . A�/ (∆D + D)  (��, �$ g�T- G��W∆D + D  + ∆ (D) :?�.#i .G-
 ?,�/ P�
 �$ g�T- G��W ��# �
 =�  

∆ (D) =  (∆D + D) −  (D) 
�(∆×D×)l�(×)�(×) = ∆�(×)�(×) = B∆× + �∆C(×)          )71-1                       (  

 �R
 *�!D¯[0,∞)  ?�.#i ' A�/  çÞ(X)Þ(X) = Q∆D + q∆�(D)          )71-2(                                       

) �l$���17-1) + (17-2 '�l$��� P�
 >+$�� �$ �3  #�A E� ? ���# E�$�D� 7�9#
��$ �l$��� (Q∆D  �I��

 �3 E"�! �$ $�A E� ? ���# a
��#
 �
 =� + �"$��� E�$�D���}q∆�(D) .$�
$ g�# ��5C#
 + ?$�/ �"$��� E�$�D� �I��  

17-3 $�
?�� ���
2E 3
�  

 E#��, ?,�/  �)3 z�� '�I�9� P�
 �C5�/ y�$ ��o)� �/ . A�/ E� E#+
�/ G3�! X� (��=C� E�$�D� g�R  )�
��[0, Ty  �/n  >�� *�	 �/ �/
�/ qO/∆D = };    ?,�/ '�.�$ ����� �/ .$$�R ,
��
[0, Ty  >�� ?,�/��, 7��A{0} ' [0, ∆Dy '[0,2∆Dy  + ... '[0, (8 − 1)∆Dy �)3 z�� *�! . A�/ E�'   

  

XÈ~ �0.5 x = √∆t	, −√∆t0 �.�$	>����														  
P�)t��  

�(XÈ) = 0.5√∆t − 0.5√∆t = 0 \x�(XÈ) = �QXÈ?R = 0.5∆t + 0.5∆t = ∆t 
 �o�" �$ ?�j G��W�� '���� P�
 �$T  �/ �/
�/SÄ �3 >��	 �/ G-
  SÄ = ∑ XÈ;V<=  P�)t�� +XÈ  ,
 K�# ��

P�
�/�)/ . )C9� 7=C9� �.� ;�  
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�(SÄ) = � A:XÈ;
V<= C = 0 

\x�(SÄ) = \x� A:XÈ;
V<= C =:\x�(XÈ);

V<= = 8∆t = T 

 �3  �A�/ �CA
$ ���� (0) = 0  +SÄ = ∑ XÈ;V<=  P�)t�� .G-
 �C-��4 (D) −  (S)  + (@) −  (#) 

 >
�/s < D < # < @ ) x�A  ��/ ' )�
�� P�
 ($�/ E#+
�/ ���w
 ��o)� �/ ���C# �$ . )C9� 7=C9�4����� ( 

)17-1('  �+�C5R "�� :/�� ,
 ��o)� P�
 >
�/ . A�/ �
�W�/SÄ E� ?$�C-
U�)3.  

Qâã(m) = E[e"âãy = EÔe"∑ èé4�Ú= Õ =ÓE[e"èéyÄ
È<= = ÔE[e"è=yÕÄ 

E[e"è=y = 0.5e"√∆: + 0.5el"√∆: 
U��
$ '{�� ����� �I�� +$ ��I�� _9/ ,
 ?$�C-
 �/  

e"√∆: ≅ 1 + m√∆t +m?∆t2  

el"√∆: ≅ 1 − m√∆t +m?∆t2  

 ���C# �$U��
$  

E[e"è=y = 12 + m√∆t2 + m?∆t4 + 12 − m√∆t2 + m?∆t4 = 1 +m?T2n  

Qâã(m) = >1 + m?T2n ?Ä 

lnQâã(m) = n ln >1 + m?T2n ? = ln £1 + "��?Ä ¤=Ä  

limÄ→H lnQâã(m) = limÄ→H ln £1 +
"��?Ä ¤=Ä  

																														= limÄ→H l"��?Ä�− £1 + "��?Ä ¤ =Ä�  
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 																														= limÄ→H m?T2 £1 + "��?Ä ¤ =
m?T2  

⇒ limÄ→HQâã(m) = e-�E�        )71-3 (                                              

 '���C# �$ +SÄ~ì(0, ë)  ' P�
�/�)/ +SÄ  >
�/n → ∞ .G-
 E#+
�/  )�
�� X�  

  

17-4 ����� Q#�� j�
��"#  

  �)3 z��s < D ���� P�
 �$ . A�/  

�.#Q�(D), �(S)R = �[�(D)�(S)y = min{S, D} = S  )71-4  (                                    

 ��:;17-1 :  �)3 z���  +�∗  +  )A�/ 7=C9� E#+
�/ G3�! +$−1 < W < 1 )�
�� ?�.#i '  

 ¸(D) = W�(D) + Z1 − W?	�∗(D) .G-
 E#+
�/ G3�! X�  

%�&'�) >�� x�A :1) + (2) ����� ,
 (17-1) x�A '�I�9� ���w
 ��o)� �/ . )C9� �
�W�/ (3) + (4
� (  E� E-��/

.U�)3  

 �R
s < D < # < @ ?�.#i ' A�/  

¸(D) − ¸(S) = [W�(D) + Z1 − W?	�∗(D)y − [W�(S) + Z1 − W?	�∗(S)y 
= W[�(D) − �(S)y + Z1 − W?[�∗(D) − �∗(S)y 
¸(@) − ¸(#) = W[�(@) − �(#)y + Z1 − W?[�∗(@) − �∗(#)y 

 �3 ��#i ,
 *�!�∗(D) − �∗(S)  ,
�∗(@) − �∗(#)  +�(D) − �(S)  ,
�(@) − �(#)   )C9� 7=C9�

 >�� )�
�� +�∗(D)  +�(D)  )C9� 7=C9� �.� ;� ,
 K�#. >����# ���C# �$  ¸(D) − ¸(S)   +¸(@) − ¸(#)   

. )A�/ E� �.� ;� ,
 7=C9�  

x�A >�
�W�/ ���w
 ��o)� �/ *�! )4U��
$ (  

�[¸(D)y = � £W�(D) + Z1 − W?	�∗(D)¤ = W�[�(D)y + Z1 − W?�[�∗(D)y = 0 

\x�[¸(D)y = \x� £W�(D) + Z1 − W?	�∗(D)¤ 
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				= W?\x�[�(D)y + (1 − W?)\x�[�∗(D)y 				= W?D + (1 − W?)D = D ⇒ ¸(D)~ì(0, D) 

:�1T�  >�� )�
�� E.C9��� p��\¸(D)  +�(D)  �/ �/
�/W .G-
  

�.��Q¸(D), �(D)R = �.#Q¸(D), �(D)R�\x�Q¸(D)R\x�Q�(D)R
= �[¸(D)�(D)y − �[¸(D)y�[�(D)y√D. D 																			 

= �[¸(D)�(D)yD = � £mW�(D) + Z1 − W?	�∗(D)n�(D)¤D 	 
= W�[�(D)?y + Z1 − W?�[�(D)y�[�∗(D)yD 																					 
= W\x�[�(D)yD = WDD = W																																																	 

 

17-5 ����� Q#�� K��P�
� a���  

 *�	 �/ E#��, ?,�/∆t = =; �<=# ,
 H+�A �/ 
�	D ���� �/	[D, D + ∆ty E�$�D�  )�
��. ���./ �o# �$�Ä = ∆½(:)∆: 

 E#+
�/ G3�! �
���B� (
K��B(t)  �R
 .G-
 �o# $��� ?,�/ �$�Ä  ?�.#i ' A�/ E��)C�B(t)  �R
 + ��@4 [C5�

 ?�.#i  A�/ E��)C��#B(t) .G-
 ��@4�# [C5�  

:
���  

�Ä = ∆B(t)∆t = B(t+ ∆t) − B(t)∆t = B mt+ =;n − B(t)=; = 8 mB zt + 18{ − B(t)% 
 ���C# �$ G-
 *���# ��BC� ,
 E<Z p�3�� �3 ��#
 ,
 +�Ä  A�/ E� *���# :�,�� >
�
$.  

�[�Äy = 8� mB zt + 18{ − B(t)% = 0 

Var(�Ä) = 8?\x� mB zt + 18{ − B(t)% = 8? >\x� mB zt + 18{%+ Var[B(t)y? 
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 = 8? mD + 18 + D − 2D% = 8 

⇒ �Ä~N(0, n)					,							¸ = 	�Ä√n~N(0,1) 		⇒ 				�Ä = √nZ~N(0, n) 
 �R
k ?�.#i ' A�/ G�L� $ � X�  	æ[|�Ä| > Õy → 1 
��,  

æ[|�Ä| > Õy = æÔY√nZY > ÕÕ = æ m|Z| > Õ√n% lim;→Hæ[|�Ä| > Õy = æ[|Z| > 0y = 1 

E)�� �Ä ?$��# E��)C�'   )�
�� P�
�/�)/B(t) . A�/ E�# ��@4 [C5�  

  

17-6 ����� Q#�� (���LE  

 E#��, ?,�/  �)3 z��[0, Ty  �/n  >�� *�	 �/ �/
�/ qO/∆D = };   E#+
�/ G3�! *+
 ����� �
���B� .$$�R ,
��


.$�A E� ����� ��, ���� �/ G-
 E�$�D� ��BC� X�  

∑ |B(tÈD=) − B(tÈ)|Äl=V<¿  )71-5(                                                                                     

U��
$ P�)t�� +  

� �:[B(tÈD=) − B(tÈ)yÄl=
V<¿ � =: E|B(tÈD=) − B(tÈ)|Äl=

V<¿ = 0 

\x� �:[B(tÈD=) − B(tÈ)yÄl=
V<¿ � =: Var|B(tÈD=) − B(tÈ)|Äl=

V<¿
=:[VarQB(tÈD=)R + VarQB(tÈ)R − 2Cov(B(tÈD=), B(tÈ))Äl=

V<¿ y
= :[tÈD= − tÈÄl=

V<¿ y = :∆DÄl=
V<¿ = n∆D = ë 

.$�A E� ��-��� ��, �</
� [��	 ,
 K�#  )�
�� g+$ ����� �
���B� P�)t��  

∑ (B(tÈD=) − B(tÈ))?Äl=V<¿  )71-6(                                                                                
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U��
$ P�)t�� 

E £∑ QB(tÈD=) − B(tÈ)R?Äl=V<¿ ¤ = ∑ EQB(tÈD=) − B(tÈ)R?Äl=V<¿   

 �R
 �3 �C;# P�
 �/ ���� �/�~ì(0, q?) : ?�.#i ' A�/ �CA
$  

�[|�|Gy = � 0																																																 ����	���	U1 × 3 × 5 × …× (U − 1)q? ����	���	U  

U��
$  

: EQB(tÈD=) − B(tÈ)R?Äl=
V<¿ =: EQ∆B(tÈ)R?Äl=

V<¿ =:∆DÄl=
V<¿ = n∆D = ë 

'P�)t�� 

Var £∑ QB(tÈD=) − B(tÈ)R?Äl=V<¿ ¤ = ∑ VarQB(tÈD=) − B(tÈ)R?Äl=V<¿   

= ∑ �EQB(tÈD=) − B(tÈ)R_ − EQB(tÈD=) − B(tÈ)R?�Äl=V<¿   

																										= ∑ {3(∆D)? − (∆D)?}Äl=V<¿ = 2n(∆D)? = 2T∆D  

 �R
 +∆D → 0  ?�.#i Var £∑ QB(tÈD=) − B(tÈ)R?Äl=V<¿ ¤ → 0 .  

  

17-7 ���
� <
MD� ����� Q#��  

 E#+
�/  )�
�� �C��� 2�;�#
 7;A ,
 ' A�/ �o# $��� ECT� �� �$ (
 �
���B� (
K�� ' )�
�� �
 =� >��/ �3 E#��,

  �)3 z�� .U�)3 E� ?$�C-
¸X = |�(D)|  �
 =� ?�.#i . A�/¸X	   )�
�� ���D� (����(D) / + [�
 ���� >+� �

 E)� ��$�=� >
�/�(D)  �3 ��#i ,
 .G-
�(D)~ì(0, D) ���C# �$  

.F = P(¸X ≤ z) = P(|�(D)| ≤ z) = P(−¶ ≤ �(D) ≤ z) 
= P n−¶√D ≤ �(D)√D ≤ z√Do = ϕ z z√D{ − ϕ z−z√D{ = 2ϕ z z√D{ − 1 

³.Fdz = g(z) = z√D φ z z√D{ 
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 ⇒ g(z) = F√X =√? 	��H��A  )71-7(                                                                                            

 

17-8 �� _� � ����� �"�' U�B�  

 �)3 z�� ��o)� P�
 >
�/ .$�A E� ��-��� >,�� �<=# X� ,
  )�
�� ���� *��C!
 :�,�� 'qO/ P�
 �$		L  a���

 '>,�� �<=#�(D)  'E#+
�/  )�
�� a���ëI  �<=# �/  )�
�� �3 E#��, a���L  +  -� E�t	  ,
  �/ E#��, a��� K�#

 (��,ëI  A�/.  

 æ(�X > Û) = æ(�X > Û|ë¢ ≤ D)æ(ë¢ ≤ D) + æ(�X > Û|ë¢ > D)æ(ë¢ > D) 
  ��5�4�X > Û  (��, �$  )�
�� �3 G-�)�� P� /t  >,��  ! >l�/ �$L  z�� [�	 �3 U�#
$ E� + $�
$ �
�W ë¢ ≤ D  +� P�
 ,
 .G-
æ(�X > Û|ë¢ > D)æ(ë¢ > D) = 0 ���C# �$ .  

æ(�X > Û) = æ(�X > Û|ë¢ ≤ D)æ(ë¢ ≤ D) 
 (��, �$  )�
�� >
�/ '*�!t  (��, �$  )�
�� �3 G-
 ���� P�
 �/ (i +  C�
 E� {��
 G"�! +$t	  >
�/ë¢ ≤ D  ��

 >,��  ! >l�/L ���C# �$ .>,��  ! P���4 �� + $�
$ �
�W  

æ(�X > Û) = 12æ(ë¢ ≤ D) 
⇒ æ(ë¢ ≤ D) = 2æ(�X > Û) = 2[1 − æ(�X ≤ Û)y = 2[1 − æ z�X√D > Û√D{y 
�(D) = æ(ë¢ ≤ D) = 2[1 − $( Û√D)y 



OQ�=�------------------------------------------------------------------------------------313  
 

  

ℎ(D) = 2�(X)2X = ¢√X7( ¢√X)  )71-8(                                                                                           

 

17-9 ����� ����� 7��,#
�  

  �)3 z�� .$��R E� �
�W E-��/ $��� E#+
�/  )�
�� X� U��93�� :�,�� qO/ P�
 �$Q:  E#+
�/  )�
�� U��93��

 E#��, ?,�/ �$[0, Ty	  7�W qO/ �$ �3 >,�� �<=# ,
 ���� >
�/  )�
�� *��C!
 :�,�� ,
 (i :�,�� PC��� >
�/ . A�/

.U�)3 E� ?$�C-
 ' A ?��A
  

æ(QX > @) = æ(ëB ≤ D) 																							= 2æ(�X ≥ @) 																							= 2[1 − æ(�X ≤ @)y 
																							= 2 m1 − æ z�X√D > @√D{% 
																							= 2[1 − $ z@√D{y ⇒ u(@) = æ(QX ≤ @) 																	= 1 − 2 m1 − $ z@√D{% = 2$ z@√D{ − 1 

� 

�(@) = 2�(B)2B = ?√X$ mB√Xn  )71-9(                                                                                                             

 ��:;17-2 : >����#�: − Xk  E�$�D�  )�
���:  )����	
 ������ ,
ℱi �o�" �� (S  P�
�/�)/ + G-
 7=C9�

. )C9� 7=C9� :	�=C��# E#��, >�� ?,�/ >+� �/  )�
�� >����# ������  

%�&'�  �)3 z�� :D= < t? < tF �3 U��$ (�5#  ��/ .�:U − XX�  ��# ,
�:� − XX= .G-
 7=C9�  

�Ô�g=Q¹J�lèA=RDg�Q¹JUlèA�RÕ = �Ô�Q�g=Q¹J�lèA=RDg�Q¹JUlèA�RYℱ:�RÕ 	= 	�Ô�g=Q¹J�lèA=R�Q�g�Q¹JUlèA�RYℱ:�RÕ = 	�Ô�g=Q¹J�lèA=R�Q�g�Q¹JUlèA�RRÕ = �Ô�g=Q¹J�lèA=RÕ�Ô�g�Q¹JUlèA�RÕ 
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 >��@4 ?,
 #
 ,
 ?$�C-
 �/ K�# �Zi >�/
�/ +�g=Q¹J�lèA=R  �/ G�9#ℱ:�  *�=C-
 +�g�Q¹JUlèA�R  ,
ℱ:�  7��!

 >����# P�
�/�)/ .G-
 ? A�:U − XX�   +�:� − XX= . )C9� 7=C9�  

 ��:;17-3 :(A�)1H�� A�c��) E#+
�/ G3�!  )�
��{�X	, D ≥ 0}  �CI�� G��ℱ: . A�/ E� a�3���  )�
�� X�  

:GA
$ ���� ��, �C;# �/  ��/ ��MW P�
 ���w
 ,
 q�4  

 ��!�17-2 :  �)3 z��X: S → u  ?�.#i. A�/ ��@4 ?,
 #
 + �
 #
�3 :/�� X��X  �/ G�9#ℱk  >
�/s < D  ERS�+

�R
 $�
$ E��3���  

�[X(�X)|ℱky = �[X(�X)|σ(�i)y 
 �3 G-�)�� P�
 �/ +�[X(�X)|σ(�i)y  �/�i .$�
$ E.C9/  

  �)3 z�� :���w
X  +  A�/ ��@4 ?,
 #
 + �
 #
�3 :/��0 ≤ S ≤ D ≤ ë .  

�[X(�X)|ℱky = �[X(�X − �i + �i)|ℱky 																								= �[X(¸ + �i)|ℱky		 
 �3 >��	 �/¸ = �X − �i~ì(0, D − S)  +¸  ,
ℱk  P�)t�� + G-
 7=C9��i  �/ G�9#ℱk ?,
 #
 .G-
 ��@4

P�
�/�)/  

�[X(�X)|ℱky = �[X(¸ + �i)|ℱky 																								= �[X(¸ + �i)y 																								= 1Z2�(D − S)� X(¸ + �i)� �H��(A�g)³¶H
lH = ä(�i) 

 ���C# �$ +�[X(�X)|ℱky  ,
 E�/���i .G-
  

 ��:;17-3 :(Ad`=��H�� A�c��)  )�
�� �R
{�X	, D ≥ 0}   )�
�� + G-
 7.)����� ?�.#i ' A�/ E#+
�/ G3�! X� {�»Al=�X	, D ≥ 0} .G-
 E���# 7.)�����  

%�&'�  �)3 z�� :s < D  +ℱk ?�.#i . A�/ �CI��  

�[�X|ℱky = �[�X − �i + �i|ℱky 																	= �[�X − �i|ℱky + �[�i|ℱky 
 *�=C-
 �/ ���� �/�X − �i  ,
ℱk  >��@4 ?,
 #
 +�i  �/ G�9#ℱk :U��
$  

�[�X − �i|ℱky + �[�i|ℱky = �[�X − �iy + �i = �i 
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 ���C# �$�X .G-
 7.)�����  

'P�)t��  

� £�»Al=�XRℱk¤ = � £�»Al»gD»gl=�Xl=�iD=�iRℱk¤ = � £�(»Al»g)l=�(Xli)D(»gl=�i)Rℱk¤ 
 *�=C-
 �/ ���� �/�(»Al»g)l=�(Xli)  ,
ℱk  >��@4 ?,
 #
 +�(»gl=�i)  �/ G�9#ℱk :U��
$  

� £�(»Al»g)l=�(Xli)D(»gl=�i)Rℱk¤ = �(»gl=�i)�l=�(Xli)�[�(»Al»g)y 
= �(»gl=�i)�l=�(Xli)�=�(Xli) = �(»gl=�i) 

 P�
�/�)/�»Al=�X G-
 E���# 7.)�����.  

  

17-10 1J
,�  

1(    �)3 z��B:  E#+
�/  )�
�� X�  ��$ (�5# . A�/�:? − t .G-
 7.)����� X�  

2(   
R �μ:  �I��� �$ E#+
�/ G3�! U��93�� �
 =�[0,t]   A�/.Y E"�μ:  
�4 �)3 
 �  

3(   
R �B:=  +B:� �C9/
+ E�$�D� >����BC�: �3  )A�/ >
  

�= = B:=~ì(0, D=)	, �? = B:�~ì(0, D?)	
:  ��$ (�5#  

P[B:= ≤ x=	, B:� ≤ x?y = 12�ZD=(D? − D=)� � el �=��J=l (����=)�(A��J=)��
lH

�=
lH dx=dx?	

4(  �� >
�/ �3  ��$ (�5#x<0  �;)�
 *��C!
{�X�}  �I��� �$ �� X� 7W
 !, E#��(0,t) 
  A�/ �CA
$, 

/
�< �,E� b�9! ��: $�A  

|x|2�� TlU��lH��¦X
¿ ³T	

 : E���)�
� )X}(�)(D) = |�|? DlU��lH��A 	 (  
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